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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Bartosza Kamedulskiego pt.: Wybrane
wlasnosci 1 zastosowania stopnia odwzorowan wspétzmienniczych.

Recenzowana praca doktorska zostata napisana pod kierunkiem dra hab.
Piotra Bartlomiejczyka i zawiera badania z pogranicza Topologii Algebraicz-
nej i Analizy Nieliniowej.

Rozpatrywane sg w niej pewne, istotne w zastosowaniach, wlasnosci tzw.
stopnia wspo6lzmienniczego, ktory jest uogdlnieniem szeroko znanego stopnia
Brouwera zdefiniowanym dla tzw. odwzorowan wspélzmienniczych (ekwiwa-
riantnych).

Tematyka stopnia wspolzmienniczego zostata zapoczatkowana przez Ka-
zimierza Gebe oraz Stawomira Rybickiego i byta rozwijana przez uczniow K.
Geby, w tym m. in. Piotra Bartlomiejczyka, promotora recenzowanej roz-
prawy doktorskiej, oraz grupe S. Rybickiego z Torunia. Sposréd matematy-
kéw zagranicznych pokrewnymi zagadnieniami zajmowat sie m. in. W. Liick.

Klasyczny stopienn Brouwera bywa uzywany miedzy innymi do znajdy-
wania zer odwzorowan lokalnych (tj. przeksztalcen z otwartego podzbioru
R™ do R™, ktérych zbiér miejsc zerowych jest zwarty). Wspomniany stopien
wspoOlzmienniczy, ktéry jest nie liczba, a elementem tzw. pierscienia Burn-
side’a (skoficzonym ciagiem liczb) moze by¢ zastosowany do podobnych celéw
dla tzw. odwzorowan lokalnych wspoétzmienniczych. Rozwazany jest réwniez
w tej rozprawie tzw. stopien wspolzmienniczy gradientowy zdefiniowany dla
tzw. odwzorowan lokalnych wspotzmienniczych gradientowych, o wartosciach
w tzw. pierscieniu Eulera-tom Dieck’a. Wprowadzony jest tez tu m. in. pe-
wien jego nowy wariant nieskonczenie wymiarowy w przestrzeniach Hilberta.

Recenzowana rozprawa ma 80 stron i sktada sie ze wstepu oraz 6 rozdzia-
tow. Wstep zawiera bardzo staranne wprowadzenie historyczne, a takze opis
otrzymanych w pracy wynikéw i zawartosci poszczegdlnych rozdziatow.

Rozdzial 1 nosi nazwe Preliminaria i znajduja sie w nim wybrane definicje
zwigzane z tematyka rozprawy, pewne informacje o pojeciach uzywanych da-
lej (m. in. takich, jak otopie, odwzorowania lokalne, czy same odwzorowania
wspOlzmiennicze) oraz rézne uzyteczne dalej fakty.



W gléwnej czesei pracy, zawierajacej wyniki wlasne (otrzymane czesciowo
ze wspoOlautorami), Autor zajmuje sie najpierw (w Rozdziale 2) tzw. wlasno-
Scig produktows stopnia wspéizmienniczego, oznaczanego degg, dla grup G
skonczonych. Wtasnosé produktowa oznacza, ze

dega(f1 X f2) = dega f1 o degg fo,

gdzie po prawej stronie mamy mnozenie we wspomnianym pierécieniu Burn-
side’a. W Rozdziale 3 dowodzona jest ta sama wlasno$¢ dla zwartych abelo-
wych grup Liego G.

Pierwszy z tych wynikow — dla grupy G skonczonej — zostat uzyskany ze
wspotautorami — Piotrem Bartlomiejczykiem i Piotrem Nowakiem-Przygodz-
kim oraz opublikowany w New York Journ. of Math. w 2019 roku. Drugi, czyli
wzér produktowy dla zwartej abelowej grupy Liego G (sa to grupy o postaci
iloczynu kartezjanskiego grupy skonczonej i torusa), jest wynikiem samodziel-
nym Doktoranta opublikowanym w Bull. Brazilian Math. Soc. w 2021 roku.
Autor uogélnia tam poprzedni wspoélny rezultat uzyskany dla grupy skon-
czonej wprowadzajac do dowodu pewne modyfikacje. Wspomniane tu prace,
to:

e P. Barttomiejczyk, B. Kamedulski i P. Nowak-Przygodzki, Degree pro-
duct formula in the casc of a finite group action, New York J.Math. 25 (2019),
362=373.

e B. Kamedulski, Product Property of Equivariant Degree under the Ac-
tion of a Compact Abelian Lie Group, Bull. Brazilian Math. Soc. 52(4) (2021),
879-891.

Ogolniejszy wynik, tzn. wzér produktowy dla stopnia wspo6tzmienniczego
degq dla dowolnej zwartej grupy Liego G, pojawit sie w 1994 roku w pracy
Kazimierza Geby, Wiestawa Krawcewicza oraz Jianhonga Wu opublikowanej
w Proc. London. Math. Soc.:

e K. Geba, W. Krawcewicz i J. Wu, An equivariant degree with applica-
tions to symmetric bifurcation problems. Part I: Construction of the degree,
Proc. London Math. Soc. 69 (1994), no. 2, 377-398.

Dowdd Geby, Krawcewicza i Wu, jako mata czeS¢ obszerniejszej pracy,
jest napisany dos¢ szkicowo i odwotuje si¢ do pewnych starszych wynikow.
Autor recenzowanej tu rozprawy i jego wspélautorzy stwierdzaja (w samej
rozprawie i opublikowanych, wspomnianych tu wczesniej zwigzanych artyku-
tach), ze ich dowdd, uzyskany jednak przy ograniczonych zatozeniach, czyli
dla grupy G skonczonej, a potem zwartej abelowej grupy Liego, jest bardziej
czytelny i kompletny. Szkoda troche, ze Autor nie wyjasnia lub choéby nie
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przybliza, co rozumie przez niekompletnos¢ ogodlniejszego starszego wyniku
(fakty, na ktorych opiera sie pierwszy i ogdlniejszy dowodd niekoniecznie u
wszystkich muszg budzié¢ watpliwossci).

Dowdd prezentowany w rozprawie, dla wspomnianych szczegélnych grup
G, jest rzeczywiscie bardziej czytelny i korzysta m. in. z interesujacego pojecia
otopii. Otopie, czyli uogélnienie homotopii (homotopie o zmiennej dziedzi-
nie) byly wprowadzone w zbiorze odzworowan lokalnych przestrzeni euklide-
sowych juz w pracy D. H. Gottlieba i G. Samaranayake [New York J. Math.
1, 130-148 (1995)] i moga mie¢ inne ciekawe zastosowania.

Kolejny Rozdzial 4 zawiera znéw wyniki opublikowane i uzyskane przez
doktoranta wraz z tymi samymi wspotautorami, czyli Piotrem Barttomiej-
czykiem i Piotrem Nowakiem-Przygodzkim, a poswiecony jest drugiemu pod-
tematowi pracy — wprowadzeniu nowej wersji gradientowego stopnia wspot-
zmienniczego w przestrzeniach Hilberta oznaczanego DegyG.

e P. Bartlomiejczyk, B. Kamedulski i P. Nowak-Przygodzki, Topological
degree for equivariant gradient perturbations of an unbounded self-adjoint
operator in Hilbert space, Topol. Appl. 275 (2020), 107037.

Stopien wspélzmienniczy gradientowy definiowany jest ogdlnie dla klasy
odwzorowan wspolzmienniczych, ktore sg jednoczesnie gradientowe. Podob-
nie jak inne znane wczesniej wersje stopnia wspélzmienniczego gradiento-
wego, wprowadzona tu nowa wersja nieskonczona gradientowego stopnia wspot-
zmienniczego DegyG przyjmuje wartosci w pierécieniu Eulera-tom Dieck’a.
Definicja opiera si¢ na skonczenie wymiarowych aproksymacjach i wykorzy-
stuje wlasnosé produktows znanego wezesniej skonczenie wymiarowego stop-
nia wspolzmienniczego gradientowego udowodniong m.in. przez K. Gebe oraz
A. Gotlebiewska i S. Rybickiego. Alternatywnie uzyte jest w definicji pojecie
granicy prostej. W rozprawie wykazanych jest kilka wtasnosci stopnia Degy G
analogicznych jak wtasnosci stopnia wspétzmienniczego gradientowego skon-
czenie wymiarowego degyG, czyli addytywno$é, otopijna niezmienniczo$é,
wykrywanie zer, tzw. normalizacja oraz znéw witasnos¢ produktowa.

Ciekawy jest ostatni Rozdzial 5 rozprawy dotyczacy potencjalnych za-
stosowan uzyskanych wynikéw. Autor nazywa to schematem zastosowania
nowego stopnia DegyG (wprowadzonego w Rozdziale 4) w ukladach ha-
miltonowskich. Rozdzial 6 zawiera z kolei dalsze hipotezy i rozwazania o
mozliwoéci rozszerzenia stosowanych metod w celu udowodnienia wzoru pro-
duktowego w przypadku ogoélniejszym, niz w Rozdziale 2 i 3.

Na koncu pracy znajduje si¢ bibliografia liczaca 89 pozycji.

Praca zredagowana jest na ogot do$¢ starannie, miejscami nawet bardzo
starannie (jak wstep, czy réznego rodzaju wprowadzenia), jednak jest pod
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tym wzgledem bardzo niejednolita. Najmniej udanym rozdziatem, pod tym
i innymi wzgledami, sa wedlug mnie Preliminaria. Nie wiadomo, czym kie-
rowal sie Autor przytaczajac tam te, a nie inne definicje. I tak na przyktad,
znalazty sie tam np. definicje orbity, czy stabilizatora z podstawowego kursu
Algebry, a nie zostaly podane defnicje dotyczace teorii grup Liego i wiele
innych. Definicja samego stopnia wspoétzmienniczego, ktérego whasnosci sa
badane w pracy i sa jej istotng czescia (wlasno$é produktowa) nie pojawia
sie w pracy w ogoble. Tak samo nie ma w rozprawie definicji stopnia gradien-
towego, ktérego uogodlnienie jest konstruowane w drugiej czesci pracy. W ob-
szernej rozprawie, ktéra zawiera wiele ciekawych, lecz czesto mniej istotnych
rzeczy powinno chyba znalez¢ si¢ na nie miejsce. W moim odczuciu, definicja
samego odwzorowania wspotzmienniczego, ktora akurat znalazta sie w Preli-
minariach, powinna pojawi¢ sie zaraz na poczatku pracy, bo jest wielokrotnie
uzywana przed jej wprowadzeniem, a przy tym jest dos¢ krotka.

Pojecie angielskie ”equivariant” byloby by¢ moze lepiej ttumaczy¢ na je-
zyk polski jako po prostu ”ekwiwariantne”, a nie "wspoélzmiennicze”, gdyz
wiekszej ilosci 0s6b ta nazwa cos moéowi, rozumiem jednak, ze uzyte thuma-
czenie zostalo przejete po poprzednikach.

Istotng wada redakeji pracy jest (poza brakiem definicji kluczowych po-
je¢) to, ze w érodku rozprawy i we wstepie zabraklo czasem odsylaczy do-
tyczacych pochodzenia przytoczonych poje¢ lub faktow, jakie zwyczajowo
umieszcza si¢ w artykutach naukowych (uwaga ta odnosi sie na ogét do roz-
nego rodzaju wprowadzen, ale raczej nie do rozumowan z gtéwnej, badawczej
czesei pracy). Jednym z przyktadéw jest np. brak w Preliminariach odsyta-
cza do miejsca gdzie zostalo wprowadzone pojecie otopii, ktére nie jest po-
wszechnie znane (mozna byloby zatem blednie pomyslec, ze po raz pierwszy
pojawito sie ono w tej rozprawie lub przynajmniej w innej pracy jej autora).

Ponadto, podobnie, jak w artykutach badawczych, streszczenie powinno
by¢ w zasadzie czytelne samodzielnie, bez koniecznosci zagladania do srodka
pracy, czy innych zroédel. Zaraz na poczatku uzyte jest tam jednak oznaczenie
degq bez wyjasnienia, czym jest G i bez definicji.

W niektérych komentarzach w pracy Autor nie jest zbyt precyzyjny, jesli
chodzi o jezyk polski. Znéw mozna zgadywac, o co chodzi podczas, gdy mozna
byloby uja¢ to samo bardziej przejrzyscie.

Praca zawiera bardzo malg ilos¢ ”literowek” | jednak niektore w dosé istot-
nych miejscach (np. we wzorze produktowym w wersji wspolzmienniczej na
poczatku Rozdziatu 2 lub w 1.1.7, we wzorze dotyczacym addytywnosci).

Powyzsze uwagi krytyczne dotyczace redakcji nie maja wpltywu na moja
ostateczng pozytywna ocene rozprawy, ale niektére z nich moze przydadza
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sie Autorowi w przysztosci.

Podsumowywujac, wiekszos¢é wynikow zawartych w tej rozprawie zostato
opublikowanych w 3 wspomnianych wyzej pracach, ktére ukazaly si¢ w la-
tach 2019-2021 w dobrych lub do$é dobrych czasopismach (z listy ministe-
rialnej). Dwie z nich sg pracami wspoétautorskimi napisanymi wraz z promo-
torem drem hab. Piotrem Barttomiejczykiem oraz drem Piotrem Nowakiem-
Przygodzkim. Jak wynika z oswiadczen przedstawionych przez Doktoranta,
podpisanych przez Wspoétautoréw, jego udzial w obu wspoétautorskich pra-
cach oszacowany jest na 40 %. Trzecia praca jest praca samodzielng.

Recenzowana rozprawa pokazuje duzg wiedze Autora w szerokim zakre-
sie zwigzanym z jego tematyka badawcza. Dowodem na to jest m. in. bardzo
staranny i szczegétowy wstep oraz wprowadzenie w tematyke pracy, obszerna
bibliografia oraz réznorodne narzedzia stosowane w dowodach. Majgc na uwa-
dze opublikowane 3 artykuly i o$wiadczenia o wkladzie we wspoétautorskie
prace, mozna powiedzie¢, ze Autor wykazal si¢ umiejetnoscig samodzielnego
prowadzenia pracy naukowej. W szczegélnosci, wyniki przedstawione w Roz-
dziale 3 i opublikowane w pracy z roku 2021 w Bull. Braz. Math. Soc. s jego
samodzielnym osiggnieciem, a jego udzial w dwoch wspolnych pracach jest
wiekszy niz pozostalych wspoétautorow.

Uwazam, ze przedstawiona rozprawa spelnia ustawowe i zwyczajowe wy-
magania stawiane przy nadawaniu stopnia doktora, dlatego jestem za dopusz-
czeniem Pana mgra Bartosza Kamedulskiego do dalszych etapéw przewodu
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