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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Bartosza Kamedulskiego
pt. Wybrane wtasnosci © zastosowania stopnia odwzorowan
wspotzmienniczych

Rozprawa doktorska mgr. Bartosza Kamedulskiego dotyczy znanych zagad-
nien w teorii wspotzmienniczego stopnia topologicznego i, jak mozna sie domysle¢
z lektury tekstu, postawionym zadaniem badawczym nie byto uzyskanie nowych
wlasnosci lub rozszerzenie ich dzialania na nowe klasy wspoétzmienniczych od-
wzorowan, ale przedstawienie do$¢ prostego, elementarnego podejécia do stopnia.
Zaproponowane techniki nie daly sie uzy¢ w ogoélnej sytuacji znanej w literatu-
rze, dlatego uzyskane wyniki moga mie¢ jedynie ograniczone zastosowanie. Ocene
wynikéw 1 ich mozliwego znaczenia podam w dalszej czesci recenzji.

Rozprawa liczy 80 stron, gdzie poczatkowe 10 stron to strona tytutowa, po-
dziekowania, streszczenia i spis tredci, a ostatnie 7 to dlugi spis literatury. Po
Wstepie zawierajacym rys historyczny i opis wynikéow oraz Preliminariach (Roz-
dziatl 1) zawierajacych podstawowe wiadomosci dotyczace stopnia odwzorowarn
wspolzmienniczych i klas otopil nastepuja glowne rozdziaty merytoryczne 2-5.
Rozwazania konczy krotki rozdzial nazwany Hipotezy.

Badania mgr. Kamedulskiego skupiaja sie na dwoch réznych zagadnieniach,
opisanych osobno w rozdziatach 2-3 oraz 4-5, dlatego dalsza analize wynikow
rozdziele rowniez na dwie czesci. Pragne jeszcze w tym miejscu wspomnie¢, ze
wyniki przedstawione w rozprawie zostaly juz opublikowane w pracach [9,10,52],
z czego dwie pierwsze sa wspolautorskie (z promotorem P. Barttomiejezykiem i
P. Nowakiem-Przygodzkim) a trzecia jest samodzielna.

Pierwszy problem przedstawiony i badany przez mgr. Kamedulskiego to wzor
produktowy stopnia degg(f) wspotzmienniczych odwzorowan lokalnych dziataja-
cych miedzy skonczenie wymiarowymi reprezentacjami ortogonalnymi grupy G-

degg(f x f) = degg(f) - dega(f),

gdzie f i f sa wspolzmienniczymi odwzorowaniami lokalnymi (f~1(0) jest zwarty
"w dziedzinie) dziatajacymi na otwartych podzbiorach G-reprezentacji V i W,
odpowiednio, a ,,-” jest znakiem mnozenia w pierscieniu Burnside’a &7 (G).

Jak przyznaje sam Autor rozprawy (i autorzy pracy [9]), wzor jest znany i w
ogolnej sytuacji zwartej grupy Liego G zostal przedstawiony przez K. Gebe, W.
Krawcewicza i J. Wu w pracy [38] w roku 1994. Nie uzywa si¢ tam pojecia odwzo-
rowania lokalnego i otopii oraz, rzeczywiscie, jego uzasadnienie ma tam charakter



,Szkicowy”, ale wzor jest oczywidcie prawdziwy i mozna znalezé¢ inne jego uzasad-
nienia. Chociazby mozna by wykorzysta¢ wzajemna jednoznaczno$é pomiedzy
elementami przestrzeni [SV, SV]G klas G-homotopii odwzorowan wspo6tzmienni-
czych sfery SV (w V) w siebie i elementami przestrzeni ¥5[V] (ozn. z rozprawy)
klas wspo6tzmienniczych otopii wtasciwych odwzorowan lokalnych, a juz dla od-
wzorowan sfer wzor znajduje sie w wielu klasycznych pracach na ten temat. Jest
to jednak droga poprzez zaawansowana topologie algebraiczng. Przypuszczam,
ze Autorowi (autorom pracy [9]) chodzito o podanie bardziej ,analitycznej” i ele-
mentarnej techniki wyznaczenia stopnia, nawiazujacej do zaproponowanej przez
Gebe, Krawcewicza i Wu. W tym celu Autor (autorzy) wprowadza klasy odwzoro-
wan standardowych i polistandardowych, ktére okazuja sie ,,generyczne” w bada-
nym problemie. Dla takich odwzorowan mozna do$¢ tatwo wyznaczy¢ wzor stop-
nia topologicznego, widoczny na str. 30 i 31 rozprawy (dla grupy skonczonej) oraz
w Stwierdzeniu 3.10 (dla zwartej grupy abelowej), i wykazaé¢ wzoér produktowy,
przeprowadzajac rozumowanie zawarte w Lemacie 2.3 (dla grupy skorczonej) lub
Lemacie 3.11 (dla zwartej grupy abelowej Liego). Wedlug mnie, najistotniejszym
elementem usprawiedliwiajacym rozwazania dla odwzorowan polistandardowych
jest fakt, ze w kazdej klasie otopii w €¢[V] mozna znalezé odwzorowanie polistan-
dardowe. Dowdd tego faktu, znajdujacy sie w Lemacie 2.4 (dla grupy skoniczone;j)
i Lemacie 3.13 (dla zwartej grupy abelowej Liego) bazuje na kluczowym Wniosku
2.7 (por. rowniez Tw. 1.6) dotyczacym lokalnych przekrojow wiazki wektorowe;.

W tym miejscu pozwole sobie na maty komentarz dotyczacy poréwnania wy-
nikow rozdzialow 2 i 3. Odnosze wrazenie, ze roznica jest znikoma i calo§¢ mozna
by skrocié do kilku linijek. Definicja odwzorowania standardowego nieznacznie
sie w tych rozdziatach rézni, gdyz w przypadku grupy skoriczonej orbity z natury
sktadaja sie ze skonczenie wielu elementéw, a w przypadku zwartej abelowej grupy
Liego tak nie musi by¢ i formalnie zalozenie o skonczonosci orbity o = f1(0)
musi by¢ dodane do definicji. Ale dla tych podgrup H grupy G, dla ktorych
|G/H] jest generatorem w &7 (G), orbity takze sa skoficzonymi zbiorami i w za-
sadzie wszystkie dalsze rozwazania sa identyczne. Rozdzial 3 musze wiec ocenic
nisko, cho¢ oczywiscie wyttumaczenie w kilku zdaniach, jak wyniki i rozumowanie
z rozdziatu 2 przenosza si¢ na przypadek zwartej abelowej grupy Liego powinno
sie w rozprawie znalezé.

Konczac omoéwienie tej czedci rozprawy, stwierdzam, ze nowoscig jest wprowa-
dzenie tatwych do badania klas odwzorowan standardowych, polistandardowych
i $cisle polistandardowych, bedacych podklasami klasy lokalnych odwzorowan
‘wspolzmienniczych, a jednocze$nie klasami generycznymi w tym sensie, ze wy-
znaczaja one te same przestrzenie otopii. Chociaz wyniki rozdzialow 2-3 nie
wykraczaja poza znany stan wiedzy, zauwazenie mozliwosci wykorzystania tych
prostych odwzorowan w badaniu wilasnosci stopnia topologicznego jest ciekawg
obserwacja.

Gtowny rozdziat drugiej czedci rozprawy to rozdzial 4 zatytutowany ,Nowy



wariant stopnia wspoélzmienniczego w przestrzeni Hliberta”. Juz sam tytul na-
suwa czytelnikowi, czego powinien sie spodziewaé¢ w takim rozdziale. Po pierw-
sze, pojawi sie jakas nowa konstrukcja stopnia topologicznego dla pewnej klasy
odwzorowan wspoélzmienniczych, a potem pojawi sie jakie§ uzasadnienie, ze ta
wersja jest ,nowa”, czyli jako$ rozni sie (dla tej rozpatrywanej klasy odwzoro-
wan) od dotychczasowych lub Ze jest to ten sam stopien, ale w konkretnych
sytuacjach daje sie tatwiej policzy¢ lub ma jaka$ inna, nowa, istotng ceche. Nie-
stety, nie znalaztem w rozprawie (oraz w pracy [10]) takiego poréwnania. Przez
to trudno sie doszuka¢ istotnej wartosci aplikacyjnej. Jedyny przedstawiony (w
rozprawie) przyktad sytuacji, gdzie mozna by zastosowaé¢ wprowadzong wersje
stopnia to uktady hamiltonowskie typu z = #VH(z), z ktorymi matematycy
radza sobie inaczej. Problemem w badaniu uktadéw hamiltonowskich metodami
topologicznymi jest m.in. to, jak policzy¢ stopienn wspélzmienniczy, lub inaczej,
jakie warunki dostateczne gwarantuja jego nietrywialnoé¢. Twierdzenie 5.24 roz-
prawy jest wiec prawdziwe, ale mato wnoszace. Przydatby sie jaki§ przykiad,
w ktéorym znanymi metodami nie mozna lub trudno jest stwierdzi¢ niezerowosé
stopnia (lub np. istnienie rozwiazan jakiegos problemu rozniczkowego), a ,nowa
wersja” stopnia to rozstrzygniecie umozliwia lub upraszcza.

Po tym doé¢ krytycznym wstepie chee krotko przedstawié istote wprowadzonej
wersji stopnia topologicznego dla wspotzmienniczych odwzorowan bedacych gra-
dientowymi zaburzeniami nieograniczonych operatoréw samosprzezonych z czy-
sto dyskretnym spektrum w przestrzeni Hilberta. Autor rozprawy rozpoczyna
czwarty rozdzial od przypomnienia informacji m.in. o nieograniczonych ope-
ratorach samosprzezonych w przestrzeniach Hilberta, gradiencie w takich prze-
strzeniach i pierScieniu Eulera-tom Diecka. Podana jest réwniez podstawowa
dla dalszych rozwazan definicja odwzorowania lokalnego. Ma by¢ ono postaci
f(x) = Az — Vy(z), gdzie ¢ : E — R jest niezmienniczym (p(g9z) = ¢(z))
odwzorowaniem klasy C', E jest przestrzenia Hilberta bedaca rzeczywista, or-
togonalna reprezentacja zwartej grupy Liego G 1 A : D(A) C E — E jest
wspOtzmienniczym, nieograniczonym operatorem samosprzezonym z czysto dys-
kretnym widmem. Celowo nie napisatem dziedziny odwzorowania f, gdyz ma
ona tu kluczowe znaczenie i chce jej poswieci¢ troche uwagi. Otéz Autor za-
ktada, ze dziedzina Dj; odwzorowania lokalnego f jest otwartym, niezmienni-
czym podzbiorem przestrzeni Fy = D(A) rozpatrywanej z iloczynem skalarnym
(|l = (zlly) + (Az|Ay), ktora z tak okreslonym iloczynem staje sie prze-
strzenig Hilberta. Ponadto, operator A rozpatrywany z dziedzing E; staje sie
.ograniczony, a dzieki zalozeniu o dyskretnosci widma, zanurzenie 2 : £} — FE
jest zwarte. Stad natychmiast gradient Fy 3 z — Vp(z) staje sie¢ odwzorowa-
niem zwartym. Dzieki temu sytuacja przedstawiona w rozprawie odpowiada tej
rozpatrywanej przez A. Golebiewska i S. Rybickiego w pracy [43] z 2011 roku.
We wspomnianej pracy nie zaktada sie dyskretnosci spektrum, ktora generuje
konkretny schemat aproksymacyjny utworzony przez podprzestrzenie wiasne, ale
ogolnie zakltada sie istnienie G-wspotzmienniczego schematu aproksymacyjnego i

3



pokazuje sie niezalezno$¢ stopnia od wyboru takiego schematu. Prawde mowiac,
trudno mi dostrzec nowatorstwo podejscia zaprezentowanego w rozprawie w sto-
sunku do tego z pracy [43]. Zaroéwno tu jak i w pracy [43] wykorzystuje sie fakt,
ze wspOlzmienniczy stopien degg(An), gdzie A, jest obcieciem operatora A do
kolejnej podprzestrzeni w schemacie aproksymacyjnym, jest elementem odwra-
calnym w pierscieniu Eulera-tom Diecka. Dzigki temu stopien degy(f,) obcieé
fn := A — P,V przemnozony przez odpowiedni element pierscienia (w rozpra-
wie oznaczony przez my,, a w [43| przez Vg — deg(A4, B(H™ © H°))™!) stabilizuje
sie dla duzych n > 1. Na co dzien nie zajmuje sie teorig odwzorowan wspoi-
zmienniczych i by¢ moze umyka mi jaki§ wazny niuans, ale jesli sg roznice w
obu podejsciach, powinny by¢ przez Autora (i autoréw pracy [10]) wyraznie po-
kazane. Moze wtasnie wtedy widac¢ byloby oryginalno$¢ osiagniecia naukowego,
wymagang w rozprawach doktorskich (por. art. 187 ustawy Prawo o szkolnic-
twie wyzszym). W obecnej postaci ta czes¢ rozprawy prezentuje elegancki, pro-
sty schemat konstrukeji wspétzmienniczego stopnia topologicznego w przestrzeni
Hilberta, ale elegancja, wedtug mnie, wynika z do$¢ silnych zalozen (ustalony
schemat aproksymacyjny poprzez przestrzenie wiasne).

Musze jeszcze wspomnie¢ o rozdziale piatym, do ktérego nawigzywatem juz
wezesniej. Przedstawia on prawidlowe przeliczenia pokazujace, ze uktady hamil-
tonowskie speiniajg wszystkie zalozenia potrzebne do stosowalnosci wprowadzo-
nej w rozdziale 4 wersji stopnia topologicznego. Nie jest to zaskakujace, a wrecz
naturalne. Mozna powiedzie¢, ze cale szczedcie, ze ta klasa problemow pasuje
do abstrakcyjnych wynikéw z poprzedniego rozdziatu. Tak jak wspomniatem
wezesniej, wartosci temu rozdziatowi dodatyby przyktady pokazujace wyzszosé
przedstawionego podejécia nad znanymi w literaturze.

Zanim przejde do konkluzji, podam kilka szczegélowych uwag dotyczacych
niektorych fragmentéw rozprawy:

1. Nastr. 19 mylnie w jednym miejscu pojawit sie symbol stopnia odwzorowar
gradientowych.

2. Nie ujednolicone sa oznaczenia przecie¢ przekrojow. Czasami pojawia sie
©;, a czasami 6;.

3. W podrozdziale 1.1.6 pojawia sie definicja pierscienia Burnside’a dla zwartej
grupy Liego, a w podrozdziale 2.1 pierScienia Burnside’a dla grupy skon-
czonej. Az sie prosi, by na koncu podrozdzialu 2.1 pojawilo sie zdanie
komentarza, jak sie ma ta druga definicja (poprzez poipierscienn Grothen-
diecka) do pierwszej.

4. Mam duzy niedosyt w stosunku do sposobu wprowadzenia klasy odwzo-
rowan standardowych i polistandardowych. Autor jedynie wspomina, ze
pojecie to nawiazuje do wykorzystywanego przez innych matematykow po-
jecia odwzorowania normalnego (tu Autor cytuje [7,8,25,38]), ale nie ma



10.

11.
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w rozprawie zadnych przykladow odwzorowan standardowych (a przeciez
wprowadza sie nowe pojecie) i zadnego, cho¢ skromnego, poréwnania klasy
tych odwzorowan z klasg odwzorowan normalnych. Moze to jednak moje
subiektywne przyzwyczajenie...

. W pierwszym zdaniu podrozdziatu 3.5.2 powinno by¢ oczywiscie dim Vg #

0.

. Dowo6d Lematu 4.7 jest potraktowany, wedlug mnie, zbyt lakonicznie. Sy-

tuacje, gdy operator A nie jest identycznoscia (jak przy stopniu Leray-
Schaudera) wymagaja ostroznosci i przynajmniej wskazania wtasciwych ar-
gumentow. Moim zdaniem, rozprawa doktorska powinna zawiera¢ troche
wiecej wyjasnien niz publikacja w czasopi$mie, gdzie pomija sie niektoére
szczegoly.

W dowodzie Lematu 4.8 Autor, znowu bardzo lakonicznie, mowi, ze war-

tosci F' sa bliskie wartosciom P,F. Jednak po wprowadzeniu schematu

aproksymacyjnego na poprzedniej stronie nigdzie nie pojawil sie komen-
. n—oc » N )

tarz, ze P,u — u (w przypadku ogblnego podejscia w pracy [43] zaktada

sie, ze schemat aproksymacyjny ma mie¢ te wlasnos¢). Mysle, ze rozprawa

doktorska powinna zawieraé¢ takie komentarze.

. W dowodzie Lematu 4.11 pojawia sie bez wyjasnienia symbol W,,;. Ka-

walek dalej (poczatek strony 51) znajdujemy zdanie: ,Mozna pokazaé, ze
hni1(t,z) # 0dlat € I oraz x € OW,4,". Mysle, ze akurat ten wazny
fragment dowodu mogtby pokazaé sam Autor.

Bytloby lepiej podaé jakie$ cytowanie przy sformutowaniu Stwierdzenia 5.11.

W dowodzie Twierdzenia 5.15 (cze$¢ dotyczaca nieograniczonosci) pojawito
sie wyliczenie Afy = —kcos(kt) - ean. Czy rzeczywiscie powinno by¢ eg,?

Mozna by podaé¢ cytowanie dla okresowej wersji twierdzenia Rellicha-Kon-
draszowa (str. 62).

w spisie literatury wkradlo sie nieoczekiwane zaburzenie kolejnosci alfabe-
tycznej. Pozycja [42] powinna znalezé sie troche dalej, a [80] troche blizej.

Przejde do konkluzji recenzji. Biorac pod uwage wymagania obecnie
- obowigzujacej ustawy ,,Prawo o szkolnictwie wyzszym”, ktadgce nacisk
na poziom wiedzy kandydata, umiejetno$é samodzielnej pracy nauko-
wej oraz oryginalne rozwigzanie problemu naukowego, uwazam, co na-

stepuje:

- Jako oryginalne uznatbym wprowadzenie prostej klasy odwzoro-
wan polistandardowych, utatwiajacych badanie stopnia topologicznego



odwzorowan wspoélzmienniczych, a jednoczesnie pozostajgcych gene-
rycznymi w klasie wszystkich wspolzmienniczych odwzorowan lokal-
nych. Niestety, wprowadzona klasa odwzorowan ma w rozprawie za-
stosowanie jedynie do podania elementarnego dowodu wtasno$ci pro-
duktowej stopnia, znanej z literatury, co troche ochtadza spojrzenie
na ten nowy obiekt. Wyniki dotyczace zwartej, abelowej grupy Liego,
opublikowane w samodzielnej pracy mgr. Kamedulskiego [52] mozna,
wedlug mnie, uzna¢ za prostq analogie tych z rozdziatu 3 (opublikowa-
nych w pracy wspélnej [9]), co utrudnia pozytywna oceng samodziel-
nosci oryginalnych badann Autora. Pierwsza cze$¢ rozprawy oceniam
wiec umiarkowanie pozytywnie.

- Cze$¢ poswiecona stopniowi topologicznemu dla wspoéizmienni-
czych odwzorowan z zaburzeniem gradientowym w nieskoriczenie wy-
miarowych przestrzeniach Hilberta nie zawiera, wedlug mnie, elemen-
tow oryginalnych i nowatorskich, majacych istotny wplyw na rozwdj
nauki w tej dziedzinie. Miejscami napisana jest zbyt lakonicznie. Po-
kazuje jednak, ze Autor umiejetnie postuguje si¢ wprowadzonymi lub
wezeéniej znanymi narzedziami analizy i topologii (cho¢ mozna si¢ tu
myli¢, gdyz ta cze$é rowniez przedstawia wylacznie wyniki wspotau-
torskie, tym razem z pracy [10]).

- Mozliwe, ze mata warto§¢ wynikéw jest spowodowana malo am-
bitnym tematem badawczym, a nie stabymi umiejetnosciami pracy ba-
dawczej Autora. Bogaty spis literatury sugeruje bowiem dos$¢ dobra
znajomo$é tematyki (cho¢ powierzchowng — bez glebszego, krytycz-
nego spojrzenia-na swoje osiggniecia).

Dlatego, choé¢ jestem na podstawie dostepnych danych zmuszony
dosé¢ nisko ocenié¢ napisang rozprawe, wnioskuje o dopuszczenie mgr.
Bartosza Kamedulskiego do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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