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1 Imię i nazwisko

Marcin Marek Markiewicz

2 Dyplomy, stopnie naukowe

• Doktorat z Fizyki – wrzesień 2014.
Instytucja: Wydział Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdański.
Rozprawa doktorska: Characterization and detection of multipartite entanglement.
Promotor : prof. dr hab. Marek Żukowski.
Recenzenci : prof. dr hab. Marek Kuś, prof. dr hab. Antoni Wójcik.
Obrona rozprawy doktorskiej : 02.09.2014, Gdańsk.
Nadanie stopnia naukowego doktora nauk fizycznych: 25.09.2014, Gdańsk.
Stypendium: Międzynarodowy Projekt Doktorancki: Physics of future quantum-based
information technologies, grant MPD/2009-3/4 Fundacji na rzecz Nauki Polskiej.

• Praca Magisterska z Fizyki – lipiec 2009.
Instytucja: Wydział Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdański.
Praca magisterska: Przesyłanie stanów kwantowych przez łańcuchy spinowe.
Promotor : prof. dr hab. Marek Żukowski.
Ocena: bardzo dobry.

3 Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach
naukowych

• 01.01.2020 – do teraz: Adiunkt
Instytucja: Międzynarodowe Centrum Teorii Technologii Kwantowych, Uniwersytet
Gdański;
Przełożony: prof. Marek Żukowski.
Zagadnienia badawcze: optyka kwantowa, podstawy mechaniki kwantowej;

• 01.10.2015 – 30.09.2018: Adiunkt naukowy
Instytucja: Instytut Fizyki, Wydział Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej,
Uniwersytet Jagielloński;
Przełożony: prof. Karol Życzkowski.
Zagadnienia badawcze: kwantowe korelacje w układach wielopoziomowych;

• 01.07.2015 – 30.06.2016: Adiunkt naukowy
Instytucja: Centrum Fizyki Teoretycznej PAN, Warszawa;
Przełożony: prof. Marek Kuś.
Zagadnienia badawcze: korelacje w uogólnionych teoriach probabilistycznych;

• 01.07.2014 – 30.06.2015: Asystent naukowy
Instytucja: Instytut Fizyki Teoretycznej, Wydział Fizyki, Uniwersytet Warszawski;
Przełożony: dr hab. Rafał Demkowicz-Dobrzański.
Zagadnienia badawcze: kwantowa metrologia, algorytmy kwantowe;
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4 Omówienie osiągnięć, o których mowa w art. 219 ust. 1 pkt.
2 Ustawy

4.1 Tytuł osiągnięcia

Cykl powiazanych tematycznie artykułów naukowych, pod tytułem: Przejawy nieklasycz-
ności w układach kwantowomechanicznych i kwantowooptycznych.

4.2 Lista wybranych publikacji

Lista publikacji powiazanych tematycznie:

1. Efficient linear optical generation of a multipartite W state
Paweł Błasiak, Ewa Borsuk, Marcin Markiewicz, Yong-Su Kim
Physical Review A 104, 023701, sierpień 2021.

2. Can single photon excitation of two spatially separated modes lead to a violation of
Bell inequality via weak-field homodyne measurements?
Tamoghna Das, Marcin Karczewski, Antonio Mandarino, Marcin Markiewicz, Bianka
Wołoncewicz, Marek Zukowski
New Journal of Physics 23(7), 073042, lipiec 2021.

3. Entangling three qubits without ever touching
Paweł Błasiak, Marcin Markiewicz
Scientific Reports 9(1), 20131, grudzień 2019.

4. From contextuality of a single photon to realism of an electromagnetic wave
Marcin Markiewicz, Dagomir Kaszlikowski, Paweł Kurzyński, Antoni Wójcik
npj Quantum Information 5(1), 5, styczeń 2019.

5. Unified approach to geometric and positive map-based nonlinear entanglement iden-
tifiers
Marcin Markiewicz, Adrian Kołodziejski, Zbigniew Puchała, Adam Rutkowski, To-
masz Tylec, Wiesław Laskowski
Physical Review A 97, 042339, kwiecień 2018.

6. Generalized probabilistic description of noninteracting identical particles
Marcin Karczewski, Marcin Markiewicz, Dagomir Kaszlikowski, Paweł Kurzyński
Physical Review Letters 120, 080401, luty 2018.

7. Investigating nonclassicality of many qutrits by symmetric two qubit operators
Marcin Markiewicz, Kamil Kostrzewa, Adrian Kołodziejski, Paweł Kurzynski, Wie-
sław Laskowski
Physical Review A 94, 032119, wrzesień 2016.

8. Probing the quantum–classical boundary with compression software
Hou Shun Poh, Marcin Markiewicz, Paweł Kurzynski, Alessandro Cerè, Dagomir
Kaszlikowski, Christian Kurtsiefer
New Journal of Physics 18(3), 035011, marzec 2016.

9. Correlation-based entanglement criterion in bipartite multiboson systems
Wiesław Laskowski, Marcin Markiewicz, Danny Rosseau, Tim Byrnes, Kamil Ko-
strzewa, Adrian Kołodziejski
Physical Review A 92, 022339, sierpień 2015.
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5 Informacja o wykazywaniu się istotną aktywnością nauko-
wą

Prezentowane osiągnięcie naukowe ma formę publikacji zbiorowych. Mój wkład w powsta-
nie tych prac został opisany w rozdziale I.2 załączonego dokumentu “Wykaz osiągnięć
naukowych albo artystycznych, stanowiacych znaczny wkład w rozwój określonej dyscy-
pliny”, natomiast wkład pozostałych autorów w formie ich oświadczeń jest załączony jako
osobny dokument.

W niniejszej prezentacji posługuję się następującymi konwencjami odnośnie referencji:

• publikacje należące do serii habilitacyjnej są cytowane jako [H1]-[H9],

• inne publikacje, których jestem współautorem, nienależące do serii są cytowane jako
[O1]-[O24],

• pozostałe publikacje są cytowane jako [E1]-[E73].

5.1 Wstęp

Teoria kwantowa istotnie odróżnia się od fizyki klasycznej zarówno na poziomie koncep-
cyjnym jak i na poziomie formalizmu. Termin nieklasyczność odnosi się do efektów powią-
zanych z mechaniką kwantową, które nie mają swojego klasycznego odpowiednika. Naj-
istotniejsze zjawiska nieklasyczne, które będą opisywane w niniejszej prezentacji mojego
osiągnięcia naukowego to: kwantowe splątanie, fundamentalna nierozróżnialność cząstek,
nieklasyczność Bella i kontekstualność. Dwa pierwsze spośród tych zjawisk są bezpośrednio
wbudowane w formalizm mechaniki kwantowej, podczas gdy pozostałe dwa są sformuło-
wane w języku probabilistycznym poza mechaniką kwantową i charakteryzują ją w sensie
negatywnym, pokazując, że pewne przewidywania kwantowomechaniczne stoją w sprzecz-
ności z klasycznymi intuicjami związanymi z modelowaniem probabilistycznym. Wszystkie
wspomniane przejawy nieklasyczności mają wspólną cechę, są mianowicie powiązane z ko-
relacjami wyników pomiarów. Ponieważ zaś korelacje są kluczowym elementem wszelkich
analiz teorioinformacyjnych, wszystkie te elementy nieklasyczności są centralnym obiek-
tem zainteresowania dla kwantowego przetwarzania informacji. Poniżej prezentuję krótką
charakteryzację każdego z czterech interesujących nas przejawów nieklasyczności.

Kwantowe splątanie [E33] to zjawisko, w którym rozseparowane podukłady wykazują
silne skorelowanie różnych własności, przy czym własności te są lokalnie niewspółmierzal-
ne, tak, że w jednym eksperymencie można zmierzyć tylko jedną wybraną korelację. Ta
własność niewspółmierzalności powoduje, że splątane korelacje wykazują częściowo kontr-
faktyczny charakter. Istotnie, jeśli lokalni obserwatorzy zmierzyliby na swoich podukładach
obserwable odpowiadające innym własnościom, niż te które aktualnie zmierzyli, również
otrzymaliby silne korelacje, ale nie mogą mierzyć tych dwóch korelacji jednocześnie. Ta-
ka kontrfaktyczność jest skutkiem kwantowej komplementarności. Na poziomie formali-
zmu, splątanie oznacza niefaktoryzowalność stanu całego rozważanego układu. Skutkiem
tej niefaktoryzowalności jest to że splątane układy mają dobrze określone własności glo-
balne (korelacje), a jednocześnie mają mocno rozmyte własności lokalne (lokalne wyniki
pomiarów cechują się istotną losowością).

Nierozróżnialność cząstek kwantowych [E7] to fundamentalna cecha mechaniki kwan-
towej, dzięki której cząstki o tych samych wartościach wszystkich wewnętrznych stopni
swobody są istotnie nierozróżnialne. Oznacza to, że nie mogą one zostać indywidualnie
zaadresowane zarówno za pomocą metod eksperymentalnych jak i w teorii, za pomocą
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jakiegokolwiek ukrytego oznakowania. W kontekście optyki kwantowej nierozróżnialność
fotonów jest podstawą silnie nieklasycznych efektów interferencyjnych. Najbardziej znany
jest efekt Hong-Ou-Mandla [E30], w którym dwa identyczne fotony wchodzą dwoma różny-
mi wejściami do symetrycznego dzielnika wiązki. Obserwuje się wówczas, że fotony zawsze
wychodzą parami, a nigdy w koincydencji. Efekt ten, zwany również grupowaniem fotonów,
jest spowodowany kasowaniem się amplitud prawdopodobieństwa dla zdarzeń, w których
fotony wychodzą z dzielnika różnymi ścieżkami. Inny efekt interferencyjny ze względu na
nierozróżnialność fotonów został zaproponowany w pracach Yurke i Stolera [E73, E72], w
których interferencja fotonów z niezależnych źródeł prowadzi do korelacji indentycznych
jak w przypadku stanów splątanych.

Nieklasyczność Bella [E12] (często określana myląco terminem nielokalność) jest do-
brze ugruntowanym pojęciem w badaniach podstawowych nad mechaniką kwantową, które
sprowadza się do tego, że korelacje wyników lokalnych pomiarów dokonanych na rozsepa-
rowanych przestrzennie podukładach układu wielocząstkowego, nie mogą być modelowane
za pomocą klasycznego opisu probabilistycznego . Opis ten zakłada następujące cechy:
realizm (mierzone wielkości fizyczne mogą być reprezentowane przez klasyczne zmienne
losowe), lokalność (brak komunikacji pomiędzy podukładami) i wolny wybór ustawień po-
miarowych (wybór ustawień jest zdekorelowany z jakimikolwiek procesami fizycznymi ze
wspólnej przeszłości, w sensie szczególnej teorii względności, całego eksperymentu). Nie-
klasyczność Bella jest demonstrowana za pomocą wykazania łamania pewnej nierówności
Bella . Nierówność Bella jest spełniona przez wszelkie procesy, które łącznie spełniają za-
łożenia realizmu, lokalności i wolnego wyboru. Zatem łamanie nierówności Bella oznacza,
że z punktu widzenia klasycznego modelowania probabilistycznego, przynajmniej jedno z
powyższych założeń musi być nieprawdziwe.

Kontekstualność [E13] jest koncepcją podobną, acz bardziej ogólną od nieklasyczności
Bella. Sprowadza się ona w zasadzie do łamania założenia realizmu w podejściu Bellowskim,
przy czym może być ona sformułowana w stosunku do pojedynczego układu fizycznego,
bez konieczności dzielenia go na podukłady. Mówimy, że układ fizyczny opisywany zbiorem
obserwabli {Ai} jest niekontekstualny, jeśli istnieje łączny rozkład prawdopodobieństwa dla
wartości tych obserwabli, co operacyjnie oznacza, że są one współmierzalne. W przeciw-
nym razie układ jest kontekstualny, co oznacza, że istnieją jedynie podzbiory obserwabli
{Ci}, zwane kontekstami, dla których istnieje rozkład łączny, ale rozkłady te nie mogą być
rozszerzone do jednego wspólnego rozkładu, którego byłyby marginałami.

5.2 Motywacja i cele naukowe

Zaprezentowane nieklasyczne aspekty teorii kwantowej mają istotne znaczenie na dwóch
poziomach, zarówno dla badań fundamentalnych nad mechaniką kwantową, jak i dla prak-
tycznych zastosowań, znanych pod nazwą technologii kwantowych. Istotnym jest, że te
dwa poziomy wzajemnie się przeplatają, a to przeplatanie się jest charakterystyczną ce-
chą nowej multidyscyplinarnej dziedziny, zwanej kwantową teorią informacji. Przyjrzyjmy
się nieco dokładniej temu przeplataniu. Z jednej strony obecność kwantowego splątania
jest warunkiem koniecznym do zaobserwowania nieklasyczności Bella, z drugiej jest też
niezbędna w dziedzinie kwantowych obliczeń, w implementacji algorytmów kwantowych
oferujących wykładniczą przewagę w złożoności nad algorytmami klasycznymi [E41] jak
również w kwantowej metrologii, dla uzyskania ponadklasycznej precyzji estymacji niezna-
nych parametrów [E26]. Okazuje się również, że te dwa powyższe aspekty, algorytmiczny i
metrologiczny, są ze sobą ściśle powiązane [O6]. Nierozróżnialność cząstek kwantowych jest
podstawą protokołów generowania splątanych korelacji [E73, E72, E36], ale jest również
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obiektem rozważań fundamentalnych, zawartych w prezentacji mojego osiągnięcia, związa-
nych ze strukturą opisu kwantowej interferometrii [H4], jak również z granicą kwantowo-
klasyczną dla układów optycznych [H6]. Nieklasyczność Bella jest centralnym obiektem
rozważań fundamentalnych nad mechaniką kwantową, zgodnie z którym pewne korelacje
w układach kwantowych nie mogą być odtworzone za pomocą modelu zmiennych ukrytych
spełniających intuicyjne klasyczne własności, ale jednocześnie jest też podstawą bezpie-
czeństwa protokołów kwantowej generacji kluczy kryptograficznych [E54] jak również służy
do generacji prawdziwej losowości [E47]. Kontekstualność jest głównym narzędziem badań
nad nieklasycznością pojedynczych układów kwantowych, ale jednocześnie jest istotnym
zasobem dla obliczeń kwantowych [E34].

Celem prezentowanych badań w ramach mojego osiągnięcia naukowego było istotne po-
szerzenie wiedzy na temat czterech aspektów nieklasyczności: splątania, nierozróżnialności,
nieklasyczności Bella i kontekstualności, jak również wzajemnych powiązań pomiędzy nimi,
zarówno w kontekście rozważań fundamentalnych jak i praktycznych zastosowań kwantowej
teorii informacji. Szczegółowe cele podjętych badań można sformułować następująco:

• rozwijanie teorii przyjaznych eksperymentalnie metod detekcji splątania, jak również
metod generacji splątania wykorzystujących nierozróżnialność fotonów,

• badanie strukturalnych aspektów teorii kwantowej związanych z interferencją ze wzglę-
du na nierozróżnialność fotonów,

• badanie niedostatecznie zrozumiałych aspektów nieklasyczności Bella, takich jak nie-
spójność pomiędzy maksymalnym splątaniem a maksymalną nieklasycznością Bella,
czy też możliwość sformułowania nieklasyczności Bella poza schematem probabili-
stycznym,

• badanie nieklasycznych własności pojedynczego fotonu.

5.3 Podsumowanie

Prezentowane osiągnięcie naukowe w formie zbioru powiązanych tematycznie publikacji
skupia się na badaniu czterech aspektów nieklasyczności układów fizycznych rozważanych
w kwantowej teorii informacji.

5.3.1 Detekcja kwantowego splątania za pomocą osiągalnych eksperymental-
nie obserwabli lokalnych

Tensor korelacji to reprezentacja macierzy gęstości wielocząstkowego układu kwantowego w
produktowej bazie złożonej z operatorów Hermitowskich. Teoria detekcji splątania w opar-
ciu o lokalne pomiary elementów tensora korelacji sięga pracy Badziąga i innych [E6], w
której podano konieczne i wystarczające kryterium dla wykluczenia pełnej separowalności
stanu kwantowego układu wielocząstkowego. Kryterium to ma geometryczne korzenie, co
wynika z faktu, że zbiór tensorów korelacji ma strukturę przestrzeni Euklidesowej z natural-
nie zdefiniowanym iloczynem skalarnym. Zostało ono później rozszerzone [O11, O16, O12]
w celu charakteryzacji częściowej separowalności w układach wielocząstkowych.

Pomimo sukcesów w rozwoju geometrycznych kryteriów splątania, pewne kwestie ich
dotyczące wciąż pozostawały otwarte. Jedną z nich, czysto teoretyczną, była kwestia re-
lacji pomiędzy kryterium geometrycznym a kryterium Peresa-Horodeckich, opartym na
odzworowaniach dodatnich [E31]. Oba te kryteria detekcji dwucząstkowego splątania są
konieczne i wystarczające, wyznaczają więc ten sam zbiór stanów. Zasadne jest zatem
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pytanie o ich wzajemną relację. Drugi istotny problem, związany bardziej ze sferą zasto-
sowań, dotyczył możliwości dopasowania kryterium geometrycznego do detekcji splątania
dla układów cząstek nierozróżnialnych.

Oba te problemy zostały podjęte w pracach [H7, H5]. W pracy [H7] przedstawiliśmy
rozwiązanie problemu relacji pomiędzy geometrycznym, a opartym na odwzorowaniach do-
datnich kryterium splątania dwucząstkowego. W tym celu rozszerzyliśmy kryterium geo-
metryczne do czysto algebraicznego, którego kryterium geometryczne jest szczególnym
przypadkiem. Następnie podaliśmy konstrukcję kryterium opartego o odwzorowanie do-
datnie, które bezpośrednio odpowiada kryterium algebraicznemu. Okazało się rownież, że
wprowadzone rozszerzenie kryterium geometrycznego prowadzi do bardziej efektywnych
indykatorów splątania, co pokazuje, że początkowe czysto geometryczne sformułowanie
kryterium splątania [E6], [O11] było nazbyt restrykcyjne.

Problem dostosowania kryterium geometrycznego do układów cząstek nierozróżnial-
nych został częściowo rozwiązany w pracy [H5], w której zaproponowano kryterium splą-
tania dla dwukomponentowego układu dwumodowych bozonów. Zakłada się w nim, że
dwa komponenty układu są od siebie odróżnialne, ale cząstki w ramach każdego z kompo-
nentów są fundamentalnie identyczne. Taki hybrydowy scenariusz pozwala na konstrukcję
efektywnych indykatorów splątania, które mogą mieć zastosowanie do detekcji splątania w
eksperymentalnie osiągalnych układach, takich jak dwukomponentowe kondensaty Bosego-
Einsteina.

5.3.2 Nowe aspekty nieklasyczności Bella w odniesieniu do niskowymiarowych
układów kwantowych

W pracach [H9, H8] poruszono dwa słabo rozumiane aspekty nieklasyczności Bella. Pierw-
szy z nich, omówiony w pracy [H8] dotyczy relacji pomiędzy nieklasycznością Bella a splą-
taniem. Od dawna wiadomo było, że dla układu dwóch kubitów (dwóch układów dwupo-
ziomowych) optymalne nierówności Bella są maksymalnie łamane przez stany maksymalnie
splątane. Okazało się jednak, że w przypadku układów wyżej wymiarowych relacja pomię-
dzy splątaniem a nieklasycznością Bella jest niejasna, mianowicie okazało się, że optymal-
ne nierówności Bella są maksymalnie łamane przez stany niemaksymalnie splątane. Praca
[H8] podaje możliwe wyjaśnienie tego efektu w przypadku dwóch kutritów (dwóch układów
trójpoziomowych), jak również daje częściowe wyjaśnienie w przypadku trzech kutritów.

Drugi aspekt, podjęty w pracy [H9], dotyczy pytania, czy da się sformułować nieklasycz-
ność Bella w sposób bardziej ogólny, niż ten oparty o statystyczną analizę korelacji. W [H9]
zaproponowano całkowicie nowe podejście do nierówności Bella, oparte na pojęciu złożo-
ności algorytmicznej. Złożoność algorytmiczna to abstrakcyjne pojęcie z teorii obliczeń, w
którym złożoność ciągu danych definiuje się poprzez długość najkrótszego programu, zako-
dowanego w jakimś ustalonym uniwersalnym modelu obliczeń, który jest w stanie te dane
odtworzyć. Mimo tego, że jest to wielkość nieobliczalna, może być ona dobrze przybliżona
za pomocą algorytmów kompresji. W pracy [H9] wprowadzono nierówność Bella, która wy-
rażona jest za pomocą znormalizowanych długości skompresowanych zbiorczych wyników
z eksperymentu Bellowskiego. Opisano również przeprowadzony eksperyment Bellowski,
który wykazał łamanie tej nierówności w oparciu o pomiary przeprowadzone na parze splą-
tanych polaryzacyjnie fotonów. Rezultat ten otwiera możliwość całkowicie algorytmicznej,
a nie probabilistycznej, analizy nieklasyczności Bella, zarówno na poziomie teoretycznym,
jak i eksperymentalnym.
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5.3.3 Nieklasyczne własności interferencji ze względu na nierozróżnialność
cząstek

Prace [H4, H2, H1] poświęcone są głębszemu zrozumieniu dwóch rodzajów interferencji ze
względu na nierozróżnialność cząstek. Pierwszym rodzajem jest interferencja typu Hong-
Ou-Mandla [E30], która prowadzi do grupowania się fotonów w ścieżkach wyjściowych
z optycznego multiportu, drugim jest interferencja Yurke-Stolera [E73, E72] cząstek nie-
rozróżnialnych z niezależnych źródeł. W pracy [H4] zbadaliśmy zjawisko grupowania się
fotonów w modach wyjściowych z optycznego tritera (multiportu z trzema ścieżkami wej-
ściowymi i wyjściowymi). Już wcześniej było wiadomo, że zjawisko grupowania się fotonów
na wyjściach z tritera jest słabsze niż na wyjściach z dzielnika wiązki (czyli optycznego
dwu-portu). Istotnie, trzy fotony wchodzące do tritera wszystkie różnymi ścieżkami opusz-
czają triter w sposób zgrupowany (trójkami) z prawdopodobieństwem co najwyżej 2

3 [E17].
Powstaje pytanie, czy istnieje głębsza przyczyna braku pełnego grupowania się fotonów
w tym przypadku. W pracy [H4] zaproponowaliśmy uogólniony model probabilistyczny
dla optycznych multiportów. Podaliśmy założenia fizyczne, sformułowane w ramach tego
modelu niezależnie od formalizmu mechaniki kwantowej, które pozwalają na odtworzenie
maksymalnego prawdopodobieństwa grupowania się fotonów na wyjściach z tritera.

Prace [H2, H1] poświęcone są uogólnieniu idei interferencji typu Yurke-Stolera [E73,
E72] na przypadek wielofotonowy. Zaproponowaliśmy schemat interferometryczny, który
pozwala na tworzenie wielocząstkowych stanów splątanych za pomocą pasywnych urządzeń
optycznych (dzielników wiązki i płytek fazowych), wychodząc ze stanu produktowego wie-
lu fotonów. Najciekawszą własnością tego schematu jest własność niespotykania się, która
mówi, że fotony, które ostatecznie dają wkład do nieklasycznych korelacji (przeszły proces
postselekcji) nigdy nie spotkały się w żadnym miejscu w interferometrze. Na nierozróżnial-
ność cząstek można patrzeć na dwa sposoby. Może być ona traktowana jako fundamentalna
cecha cząstek kwantowych, bez żadnej struktury wewnętrznej (obraz drugiej kwantyzacji),
ale może być również traktowana jako wynikająca z symetryzacji (bądź antysymetryzacji)
funkcji falowych poszczególnych cząstek (obraz pierwszej kwantyzacji). Jeśli przyjmiemy
drugi punkt widzenia, wówczas splątanie wynikające z symetryzacji funkcji falowych wyda-
je się być matematycznym artefaktem, ponieważ w eksperymencie nie da się zaadresować
poszczególnych cząstek z osobna. Splątanie uzyskiwane na wyjściu protokołu z niespo-
tykaniem się cząstek może być traktowane jako wynikające z "odblokowania" ukrytego
splątania symetryzacyjnego. W pracy [H2] podajemy konstrukcję schematów do generacji
trójcząstkowych stanów maksymalnie splątanych (tzw. stany GHZ i stany W ), natomiast
w pracy [H1] proponujemy ogólny protokół generacji stanu W dla dowolnej ilości cząstek.

5.3.4 Nieklasyczne własności pojedynczego fotonu

Pytanie o to, czy pojedynczy foton przejawia nieklasyczne własności korelacyjne jest tema-
tem długiej debaty, i w zasadzie wciąż nie ma na nie jednoznacznej odpowiedzi. Wiadomo,
że pojedynczy foton w interferometrze może przejawiać zachowanie kontekstualne [E5].
Jednocześnie zachowanie to może być zasymulowane przez model lokalnych zmiennych
ukrytych, w którym lokalność oznacza propagowanie się informacji jedynie poprzez ścieżki
optyczne [E9, E10]. Jednym z ważnych aspektów optyki kwantowej jest fakt, że amplitu-
dy prawdopodobieństwa pojedynczego fotonu propagują się w interferometrze w sposób
identyczny jak klasyczne fale elektromagnetyczne. Ta odpowiedniość była motywacją dla
szeregu prac, których celem było wykazanie, że klasyczne fale również przejawiają własno-
ści kontekstualne [E65, E66, E57, E4, E28]. W pracy [H6] pokazujemy, że takie stwierdzenia
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są całkowicie błędne. Okazuje się, że klasyczne fale elektromagnetyczne nie mogą przeja-
wiać zachowań kontekstualnych, ponieważ nie mogą one odtworzyć struktury pojedynczych
zliczeń detektorów, charakterystycznej dla eksperymentów optycznych ze stanami o małej
liczbie fotonów.

Problem nieklasyczności Bella korelacji generowanych przez pojedynczy foton w super-
pozycji dwóch modów przestrzennych został po raz pierwszy postawiony w pracy Tana,
Wallsa i Colletta (TWC) [E67]. Autorzy [E67] zaproponowali schemat pomiarowy oparty o
detekcję homodynową z pomiarami różnic intensywności w lokalnych modach wyjściowych
i wykazali łamanie pewnej nierówności Bella przez korelacje generowane pojedynczym fo-
tonem. Wynik ten był przez lata traktowany jako dobrze uzasadniony dowód Bellowskiej
nieklasyczności pojedynczego fotonu, trafił nawet do klasycznego podręcznika optyki kwan-
towej (patrz [E71], strona 264). Jednakże w niedawnej pracy [O5] pokazaliśmy istnienie
pełnego modelu lokalnych zmiennych ukrytych dla prawdopodobieństw wyników w sche-
macie TWC. A zatem schemat ten nie może wykazywać nieklasyczności Bella. W pracy
[H3] wyjaśniamy, jakie jest źródło błędu w rozumowaniu TWC i pokazujemy, jak należy
zmodyfikować ich schemat, aby uzyskać niepodważalny dowód nieklasyczności Bella dla
korelacji generowanych przez pojedynczy foton za pomocą pomiarów homodynowych ze
słabym lokalnym oscylatorem. Dochodzimy jednak do wniosku, że zaobserwowana niekla-
syczność Bella nie może być przypisana do pojedynczego fotonu. Jest ona konsekwencją
interferencji ze względu na nierozróżnialność pomiędzy pojedynczym fotonem stanu wej-
ściowego a fotonami pochodzącymi z lokalnych oscylatorów.

5.4 Detekcja kwantowego splątania za pomocą osiągalnych eksperymen-
talnie obserwabli lokalnych

5.4.1 Relacja pomiędzy dwoma całkowicie odmiennymi koniecznymi i wystar-
czającymi kryteriami dwucząstkowego splątania

Problem pełnej charakteryzacji splątania był jednym z głównych problemów dla rozwija-
jącej się kwantowej teorii informacji. W kontekście układów dwucząstkowych problem ten
został rozwiązany w 1996 r. w pracy Horodeckich [E31], w której sformułowano następujący
warunek:

ρ jest splątany ⇐⇒ ∃Λ(1l⊗ Λ)[ρ] � 0, (1)

który oznacza, że dwucząstkowy stan ρ jest splątany wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
dodatnie (ale nie całkowicie dodatnie) odzworowanie Λ, którego lokalne działanie na jeden
z podukładów transformuje macierz gęstości stanu do macierzy niedodatnio określonej.
W przypadku układów 2 × 2 i 2 × 3 (kubit-kubit i kubit-kutrit) istnieje uniwersalne od-
wzorowanie, mianowicie transpozycja T , które jest wystarczające dla kryterium splątania
[E53]:

ρ jest splątany ⇐⇒ (1l⊗ T )[ρ] � 0, (2)

natomiast już w przypadku układów 3 × 3 (dwa kutrity) nie istnieje skończona rodzina
odwzorowań dodatnich, która charakteryzowałaby splątanie [E63]. Kryterium splątania
(2) nazywa się powszechnie kryterium PPT (Positive Partial Transpose).

Pomimo formalnej prostoty warunek (1) jest trudny do bezpośredniego zastosowania,
stąd nie ustawały wysiłki w poszukiwaniu kryteriów splątania przyjaźniejszych w kontek-
ście eksperymentalnym. Kryterium takie zostało zaproponowane w pracy Badziąga i innych
[E6]:

ρ jest splątany ⇐⇒ ∃G max
σprod

Tr(ρG[σprod]) < Tr(ρG[ρ]), (3)
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w którym maksymalizacja jest przeprowadzana po zbiorze wszystkich stanów czystych
produktowych. Odwzorowanie G jest liniowe, zachowujące Hermitowskość, oraz spełniające
specyficzny warunek dodatniości:

Tr(ρG[ρ]) ≥ 0, (4)

który musi zachodzić dla dowolnego stanu ρ. Dzięki temu warunkowi wyrażenie (ρ1, ρ2)G =
Tr(ρ1G[ρ2]) może być traktowane jako iloczyn skalarny indukujący półnormę ||ρ||G =√

(ρ, ρ)G =
√

Tr(ρG[ρ]), natomiast G można rozumieć jako pseudometrykę. Wyrażenie
||ρ||G jest jedynie półnormą, ponieważ nie spełnia ona warunku separowania punktów, tzn.
||α||G = 0 6=⇒ α = 0. Wszystkie te cechy sprawiają, że warunek (3) ma interpretację
geometryczną: aby wykluczyć, że wektor ~a jest elementem zbioru wypukłego S wystarczy
pokazać, że: max~b∈S ~a·~b < ~a·~a. Warunek (3) jest bezpośrednio stosowalny eksperymentalnie
dzięki następującemu sformułowaniu. Dowolny stan dwucząstkowy ρ może być przedsta-
wiony za pomocą tensora korelacji Tij :

ρ =
1

4

∑
ij

Tijσ
A
i ⊗ σBj , (5)

gdzie {σAi } i {σBj } to Hermitowskie bazy operatorowe na podukładach. Elementy Tij =

Tr(ρσAi ⊗ σBj ) tensora korelacji są bezpośrednio mierzalne. Sam warunek (3) może być
przedstawiony w postaci zawierającej wyłącznie tensory korelacji, ponieważ dla dowolnego
liniowego odwzorowania G operator G[ρ] również jest funkcją elementów tensora korelacji:

G[ρ] =
1

4

∑
ijkl

TijG
ij
klσ

A
k ⊗ σBl , (6)

gdzie Gijkl jest tensorową postacią G w wybranych bazach lokalnych.
Zdefiniowawszy wszystkie podstawowe pojęcia możemy przejść do przedstawienia rela-

cji pomiędzy kryteriami splątania (1) i (3) opisanej w pracy [H7]. Cała konstrukcja zaczyna
się od funkcjonalnego uogólnienia geometrycznego warunku (3) poprzez usunięcie warun-
ku dodatniości (4) odwzorowania G, pozostawiając jednak założenie o zachowywaniu Her-
mitowskości. Oznaczmy tak uogólnione odwzorowanie poprzez G. Ponieważ G zachowuje
Hermitowskość, maksymalizacja Tr(ρG[σprod]) po zbiorze stanów produktowych pozostaje
dobrze zdefiniowana, dzięki czemu zachodzi analogiczny warunek splątania:

ρ jest splątany ⇐⇒ ∃G max
σprod

Tr(ρG[σprod]) < Tr(ρG[ρ]). (7)

Ten czysto algebraiczny warunek na splątanie, zaproponowany w [H7], pomimo podobień-
stwa do warunku geometrycznego (3), zapewnia znacznie efektywniejszą detekcję splątania,
który to aspekt będzie omówiony pod koniec tego rozdziału. Zauważmy, że w warunku (7)
odwzorowanie G nie musi być liniowe. Jednakże działanie dowolnego odwzorowania nie-
liniowego może nie mieć reprezentacji za pomocą wielkości lokalnie mierzalnych, jak w
przypadku (6). Aby utrzymać przyjazny eksperymentalnie charakter uogólnionego kryte-
rium (7), ograniczamy się do odwzorowań postaci:

G[ρ] =
1

4

∑
kl

∑
ij

f(Tij)Gijkl

σAk ⊗ σBl , (8)

gdzie f(x) jest dowolną funkcją rzeczywistą.
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Aby znaleźć relację pomiędzy uogólnionym kryterium (7) a kryterium opartym o od-
wzorowania dodatnie (1), w pierwszej kolejności przekształcamy kryterium (7) do postaci
analogicznej do tzw. świadków splątania [E31, E68]:

Tr(ρWG [ρ]) < 0, (9)

gdzie operator świadka jest zdefiniowany jako:

WG [ρ] = max
σprod

Tr(ρG[σprod])1l− G[ρ]. (10)

Pokazaliśmy, że dzięki izomorfizmowi Choi-Jamiołkowskiego [E40, E20] operator WG [ρ]
(traktowany nie jako odwzorowanie, a jako przetransformowany stan) może być przedsta-
wiony w formie zawierającej pewne odwzorowanie dodatnie:

WG [ρ] = (1l⊗ ΛG,ρ ◦ T )[ρΦ+ ], (11)

gdzie T oznacza transpozycję, ρΦ+ jest projektorem na nieunormowany stan maksymalnie
splątany |Φ+〉 =

∑
i |ii〉, natomiast odwzorowanie dodatnie ΛG,ρ ma jawną postać:

ΛG,ρ[λ] =
∑
i,j

1

4
wG,ρij Tr(σAi λ)σBj . (12)

W powyższym wzorze wG,ρij jest elementem macierzowym operatoraWG [ρ] w lokalnej bazie:
WG [ρ] = 1

4

∑
ij w

G,ρ
ij σ

A
i ⊗ σBj .

Mając już wszystkie składniki możemy zaprezentować główny wynik pracy [H7]:

Twierdzenie 1 Jeśli warunek splątania (7) z pewnym zachowującym Hermitowskość od-
wzorowaniem G wykrywa dwucząstkowe splątanie w stanie ρ, to wówczas odwzorowanie
dodatnie T ◦ Λd

G,ρ również wykrywa splątanie w stanie ρ poprzez warunek:

(1l⊗ T ◦ Λd
G,ρ)[ρ] � 0, (13)

gdzie odwzorowanie Λd
G,ρ jest dualne do (12) i ma następującą jawną postać:

Λd
G,ρ[λ] =

∑
i,j

1

4
wG,ρij Tr(σBj λ)σAi . (14)

Powyższe twierdzenie jest jednostronną relacją pomiędzy uogólnionym warunkiem splą-
tania (7) a warunkiem splątania opartym o odwzorowanie dodatnie (1). Istotnie, dla każ-
dego funkcjonalnego warunku splątania (7) zależnego od pewnego odwzorowania G istnieje
odwzorowanie dodatnie (14), które poprzez warunek (13) wykrywa dwucząstkowe splątanie
co najmniej takiego samego zbioru stanów, jak warunek (7). W ogólności warunek oparty
o odwzorowanie dodatnie (13) może wykrywać splątanie szerszej klasy stanów. Konieczna
jest tu pewna uwaga, mianowicie pomimo, że odwzorowanie (14) jest liniowe, warunek splą-
tania (13) jest nieliniowy, ponieważ odwzorowanie (14) jawnie zależy od stanu, na który
działa warunek.

Jak podkreślamy w pracy [H7], konstrukcja odwrotna, czyli znalezienie odwzorowa-
nia G, które poprzez warunek (14) definiowałoby ustalone odwzorowanie Λ dla każdego
stanu ρ, jest w ogólności analitycznie niewykonalna. Co ciekawe, może być ona jednak
łatwo wykonana w przypadku układu dwóch kubitów dla odwzorowania dodatniego w
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formie transpozycji (warunek PPT (2)). Pokazaliśmy, że warunek PPT dla dwóch kubi-
tów może być odtworzony za pomocą odwzorowania G w formie (8), z tensorem postaci:
Gijkl = −δijδjlδik[{i, j, k, l} 6= 0], gdzie [p] oznacza wartość logiczną zdania p, oraz z funkcją
stałą f(x) = 1. Otrzymujemy wówczas odwzorowanie:

GPPT[ρ] = −1

4

3∑
i=1

σi ⊗ σi (15)

dla każdego dwukubitowego stanu ρ. Wówczas otrzymujemy ΛdGPPT,ρ
[λ] = λ, i ostatecznie

warunek (13) przechodzi w warunek PPT. Odwzorowanie (15) generuje kryterium fukcjo-
nalne (7), które w zapisie za pomocą tensorów korelacji ma postać:

3∑
i=1

Tii < −1. (16)

Powyższy warunek wykrywa splątanie stanu singletowego 1√
2
(|01〉−|10〉), dla którego lewa

strona wynosi −3, natomiast nie działa ono w przypadku pozostałych trzech stanów Bella.
Widzimy więc, że relacja pomiędzy kryterium opartym o odwzorowanie dodatnie, a kry-
terium funkcjonalnym (będącym uogólnieniem kryterium geometrycznego) jest efektywnie
jednostronna. Twierdzenie 1 zapewnia, że kryterium oparte o odwzorowanie dodatnie, któ-
re odpowiada ustalonemu kryterium funkcjonalnemu, jest co najmniej tak samo efektywne
jak kryterium funkcjonalne. Jednakże przykład z kryterium PPT pokazuje, że kryterium
funkcjonalne odpowiadające ustalonemu kryterium z odwzorowaniem dodatnim może być
znacznie mniej efektywne w wykrywaniu splątania.

Jako ostatni punkt warto wspomnieć, że kryterium funkcjonalne (7) jest znacznie bar-
dziej efektywne w detekcji splątania niż oryginalne kryterium geometryczne (3), które
dopuszcza jedynie liniowe odwzorowania (metryki) G. W wersji uogólnionej możemy wy-
korzystywać nieliniowe odwzorowania w postaci (8). Jak pokazujemy w [H7], wybór (8) z
Gijkl = δikδjl[i, k 6= 0] i f(x) = sgn(x) prowadzi do jawnie nieliniowego odwzorowania G,
które za pomocą warunku (7) perfekcyjnie wykrywa splątanie wszystkich stanów z dwóch
rodzin stanów dwukubitowych. Pierwsza z tych rodzin to diagonalne stany Bella:

ρBD = a
∣∣Φ+

〉 〈
Φ+
∣∣+ b

∣∣Φ−〉 〈Φ−∣∣+
(1− a− b)

4
1l, (17)

gdzie |Φ±〉 = 1√
2
(|00〉±|11〉), druga to tzw. stany Weyla [E32], zdefiniowane jednoznacznie

przez warunek, że jedyne nieznikające elementy ich tensora korelacji to T11 = p, T22 =
q, T33 = r.

5.4.2 Detekcja splątania w dwukomponentowych układach bozonowych za po-
mocą kryterium geometrycznego

Oryginalne geometryczne kryterium splątania (3) może być przedstawione w formie zawie-
rającej wyłącznie tensory korelacji (5):

ρ jest splątany ⇐⇒ ∃G max
Tprod

(T, Tprod)G < (T, T )G, (18)

gdzie iloczyn skalarny jest zdefiniowany jako (X,Y )G =
∑

ijklXijG
ij
klY

kl. Warunek ten mo-
że być uproszczony poprzez wybór metrykiGS , która usuwa wszystkie lokalne elementy ten-
sorów korelacji (elementy z jednym indeksem równym zero). Wówczas lewa strona warunku
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jest równa największemu współczynnikowi Schmidta tensora korelacji (czyli największej
wartości singularnej tensora T traktowanego jako macierz): maxTprod(T, Tprod)GS

= Tmax.
Oznaczmy prawą stronę jako T = (T, T )GS

. Wówczas z warunku (18) wynika prostszy
warunek:

ε =
T
Tmax

> 1 =⇒ ρ is entangled. (19)

Zauważmy, że poprzez konkretny wybór metryki GS otrzymaliśmy warunek wystarczający,
ale już nie konieczny. Powyższy warunek obowiązuje dla dwóch dowolnych układów d-
poziomowych. Kwestią, na której skupia się praca [H5], jest pytanie, czy warunek ten może
być zastosowany do detekcji splątania cząstek nierozróżnialnych. Pokazaliśmy, że może on
być zaadaptowany do dwukomponentowego układu, w którym każdy kompenent zawiera
N dwumodowych identycznych bozonów, w celu wykrywania splątania pomiędzy tymi
dwoma komponentami, traktowanymi jako rozróżnialne podukłady. Ogólny stan takiego
układu można przedstawić w postaci:

|Ψ〉 =
N∑

k,l=0

ckl |N − k〉a1A |k〉
a2
A ⊗ |N − l〉

b1
B |l〉

b2
B . (20)

W powyższym wzorze ckl oznacza dowolne amplitudy odpowiednich stanów zapisanych w
reprezentacji Focka, w której A i B to dwa mody przestrzenne, które odpowiadają dwóm
komponentom, natomiast a1, a2 i b1, b2 to dwa dodatkowe mody bozonowe w ramach każ-
dego z komponentów. Zauważmy, że w ramach każdego z komponentów występujące w
nim bozony są nierozróżnialne, jednak komponenty są między sobą rozróżnialne poprzez
przestrzenne mody A i B. Warto dodać, że powyższy stan opisuje wiele eksperymental-
nie osiągalnych układów, a wybrane z nich będą omówione nieco później. Kluczowym
pomysłem w pracy [H5] jest zdefiniowanie efektywnej (N + 1)-elementowej bazy dla obu
komponentów A i B w formie:

|k)X = |N − k〉x1X |k〉
x2
X , X = A,B, x = a, b. (21)

Nowo zdefiniowane wektory {|k)X}Nk=0 mogą być rozumiane jako wektory własne diago-
nalnej macierzy z Hermitowskiej bazy układu (N + 1)-poziomowego, np. bazy macierzy
Gell-Manna. Jest to konwencja analogiczna do definiowania bazy standardowej dla kubitu
jako rozpiętej przez wektory własne operatora σz (diagonalnej macierzy Pauliego). Dzięki
temu stan dwukomponentowego układu dwumodowych bozonów (20) jest przetransformo-
wany w stan dwóch układów (N + 1)-poziomowych:

|Ψ〉 =
N∑

k,l=0

ckl|k)A ⊗ |l)B, (22)

co pozwala na bezpośrednie zastosowanie geometrycznego kryterium splątania (19). Spraw-
dziliśmy efektywność tego warunku dla trzech fizycznych realizacji stanu (20), dwóch dla
kondensatów Bosego-Einsteina (BEC – Bose-Einstein Condensates) i jednego dla stanu
optycznego będącego wynikiem parametrycznej konwersji wewnętrznej. Poniżej zaprezen-
tujemy dwa z nich.

Pierwszy przykład to dwukomponentowy kondensat Bosego-Einsteina, splątany za po-
mocą oddziaływania spinowego typu SzSz, który znany jest z egzotycznych własności splą-
tania, wykazującego własności fraktalne [E14, E43]. Takie oddziaływanie może być zaim-
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Rysunek 1: Wartość indykatora splątania ε(N) (19) jako funkcja czasu oddziaływania
dla dwukomponentowego kondensatu Bosego-Einsteina (24), który podlega oddziaływaniu
splątującemu typu SzSz. Indykator ten jest wyliczony dla kilku wartości całkowitej liczby
fotonów N w komponencie. Widać wyraźnie, że indykator ε(N) przekracza wartość 1 dla
każdej wartości N oraz dla każdej chwili czasu, co potwierdza obecność splątania pomiędzy
dwoma komponentami w stanie (24).

plementowane eksperymentalnie na kilka sposobów [E35, E69, E56, E1]. Każdy z kompo-
nentów kondensatu opisywany jest za pomocą spinowego stanu koherentnego:

|α, β〉〉X =
N∑
k=0

√(
N

k

)
αN−kβk |N − k〉x1X |k〉

x2
X , (23)

gdzie dwa mody lokalne są oznaczone przez x1 i x2 aX oznacza numer komponentu. Weźmy
reprezentację Schwingera operatora spinu Sz na X-owym komponencie SzX = x†1x1−x†2x2.
Wówczas wychodząc ze stanu początkowego kondensatu z α = β = 1√

2
możemy za pomocą

oddziaływania typu SzSz uzyskać stan splątany [E14]:

|ψBEC〉 = e−iS
z
AS

z
Bt
∣∣∣ 1√

2
, 1√

2

〉〉
A

∣∣∣ 1√
2
, 1√

2

〉〉
B

=
N∑

k,l=0

bkl(t) |N − k〉a1A |k〉
a2
A ⊗|N − k〉

b1
B |k〉

b2
B ,

(24)

gdzie zależne od czasu współczynniki mają postać: bkl(t) = 1
2N

√(
N
k

)(
N
l

)
e−i(N−2k)(N−2l)t.

Ponieważ oddziaływanie jest okresowe, ograniczamy się do przedziału t ∈ [0, π2 ). W pracy
[H5] wyliczyliśmy numerycznie wartość indykatora splątania ε w (19) dla stanu (24) jako
funkcję czasu oddziaływania, dla N = 1, . . . , 8 (zobacz Rys. 1). Widać, że warunek spląta-
nia (19) wykrywa splątanie pomiędzy komponentami tego stanu dla każdej wartości czasu
oddziaływania, a jego efektywność rośnie wraz z N .

Drugi przykład to stan ściśnięty próżni, będący rezultatem zjawiska spontanicznej pa-
rametrycznej konwersji wewnętrznej [E62]:

|ψSPDC〉 =
1

cosh2K

∞∑
N=0

tanhN K
√
N + 1

∣∣ψN〉 , (25)
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gdzie N -fotonowy składnik ma postać:

∣∣ψN〉 =
1√
N + 1

N∑
m=0

|N −m〉HA |m〉
V
A |N −m〉

H
B |m〉

V
B . (26)

W powyższych wzorach H i V oznaczają mody polaryzacyjne, natomiast A,B oznaczają
mody przestrzenne. Warunek splątania (19) może być zastosowany do projekcji stanu (25)
na podprzestrzeń o stałej liczbie fotonów, czyli właśnie stanu (26), dla którego warunek
(19) daje ε(N) = N + 2. Potwierdza to splątanie pomiędzy komponentami w modach
przestrzennych A i B dla dowolnego N .

5.5 Nowe aspekty nieklasyczności Bella w odniesieniu do niskowymia-
rowych układów kwantowych

5.5.1 Maksymalna nieklasyczność Bella a maksymalne splątanie dla układów
trójpoziomowych

Optymalną nierównością Bella, której łamanie wykazuje nieklasyczność stanów dwóch ku-
tritów, jest nierówność CGLMP (Collins, Gisin, Linden, Massar, Popescu) [E24, E48].
Nierówność ta stosuje się do eksperymentu Bellowskiego z dwoma obserwatorami, dwoma
lokalnymi ustawieniami pomiarowymi oraz trzema lokalnymi wynikami pomiarów. Oznacz-
my wyniki dwóch obserwatorów jako odpowiednio {Ai}i=1,2 i {Bi}i=1,2, gdzie i oznacza
numer ustawienia. Każdy z wyników może przyjmować wartości ze zbioru {0, 1, 2}. Wów-
czas wyrażenie CGLMP ma postać:

I3 = P (A1 = B1) + P (A2 + 1 = B1) + P (A2 = B2) + P (A1 = B2)

−P (A1 = B1 − 1)− P (A2 = B2)− P (A2 = B2 − 1)− P (A1 − 1 = B2),

(27)

gdzie P (·) oznacza prawdopodobieństwo określonych zdarzeń. Nierówność CGLMP ma
postać:

− 4 ≤ I3 ≤ 2. (28)

Oznaczmy standardową bazę kutritową jako {|i〉}2i=0. Wówczas nierówność CGLMP jest
maksymalnie łamana przez stan [E3]:

|ψopt〉 = a |00〉+ b |11〉+ a |22〉 , (29)

gdzie a ≈ 0.617 i b ≈ 0.489, dla którego wyrażenie CGLMP osiąga wartość I3(|ψopt〉) =
2.915. Tymczasem maksymalnie splątany stan dwóch kutritów |ψME〉 = 1√

3

∑2
i=0 |ii〉 daje

nieco mniejsze łamanie nierówności CGLMP: I3(|ψME〉) = 2.873. Porównanie nieklasycz-
nych własności tych dwóch stanów prowadzi do wniosku, że występuje tu niespójność
pomiędzy maksymalnym splątaniem a maksymalną nieklasycznością Bella. Ta niespójność
ujawnia się również w przypadku dwóch układów wyżej wymiarowych [E3], jak również w
przypadku trzech kutritów [E2]. Proponowano geometryczne wyjaśnienia tej niespójności
[E27, E64], problem pozostawał jednak cały czas niejasny.

Aby zapewnić głębsze zrozumienie niekonsystencji pomiędzy maksymalnym splątaniem
a nieklasycznością Bella, w pracy [H8] przeprowadziliśmy analizę operatora Bella dla nie-
równości CGLMP. Operator Bella to obserwabla, której wartość średnia reprodukuje war-
tość wyrażenia Bella odpowiadającego pewnej nierówności Bella dla dowolnego stanu przy
ustalonych ustawieniach pomiarowych. Zatem wyrażenie CGLMP ma przedstawienie:

I3(ρ) = Tr(B̂(Â1, Â2, B̂1, B̂2)ρ), (30)
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gdzie ρ oznacza dowolny stan dwóch kutritów a B̂(Â1, Â2, B̂1, B̂2) jest operatorem Bel-
la odpowiadającym wyborowi lokalnych ustawień w postaci {Âi} oraz {B̂j}. Największa
wartość własna operatora Bella dla optymalnych ustawień pomiarowych jest jednocześnie
największą wartością wyrażenia Bellowskiego, a zatem w przypadku łamania nierówności
Bella odpowiada ona jednocześnie maksymalnemu łamaniu.

Istota analizy przeprowadzonej w pracy [H8] polega na przedstawieniu dwu-kutritowego
operatora Bella dla nierówności CGLMP jako operatora cztero-kubitowego, zbudowanego
z symetrycznych operatorów dwu-kubitowych. Aby wyjaśnić tę reprezentację, przedstawię
problem w większej ogólności.

Dowolny operator działający na przestrzeni stanów n kutritów (czyli na (C3)⊗n) może
być wyrażony za pomocą lokalnych baz Hermitowskich [E8]:

B̂ =

9∑
i1,...,in=1

Bi1,...,inγi1 ⊗ . . .⊗ γin , (31)

gdzie baza {γi} składa się z macierzy Gell-Manna oraz macierzy jednostkowej. Jednak-
że istnieje inna baza Hermitowska dla operatorów działających na C3, mianowicie baza
zbudowana z operatorów spinu-1: S̃x, S̃y, S̃z (tylda oznacza operatory na przestrzeni C3).
Relacja pomiędzy tymi bazami jest następująca [O10]:

γ1 = S̃x, γ2 = S̃y, γ3 = S̃z,

γ4 = 1l3 − (S̃x)2, γ5 = 1l3 − (S̃y)
2, γ6 = 1l3 − (S̃z)

2,

γ7 = Ãx, γ8 = Ãy, γ9 = Ãz, (32)

gdzie Ãi = {S̃j , S̃k}, dla i, j, k = x, y, z i permutacji cyklicznych, jest antykomutatorem
operatorów spinu a 1l3 jest operatorem jednostkowym na C3. Ponadto operatory spinu-1
mogą być przedstawione w innej reprezentacji, za pomocą symetrycznych operatorów dwu-
kubitowych. Wynika to ze znanego faktu z teorii reprezentacji, że przestrzeń stanów dwóch
cząstek o spinie połówkowym rozkłada się na podprzestrzeń trypletową (o spinie 1) i single-
tową (o spinie 0). Związek pomiędzy operatorami spinu-1 w reprezentacji fundamentalnej
(na C3) i w reprezentacji dwu-kubitowej (na C2 ⊗ C2) jest następujący:

S̃x 7→
1

2
(1l2 ⊗ σx + σx ⊗ 1l2) = δ1,

S̃y 7→
1

2
(1l2 ⊗ σy + σy ⊗ 1l2) = δ2,

S̃z 7→
1

2
(1l2 ⊗ σz + σz ⊗ 1l2) = δ3, (33)

gdzie {σi} dla i = x, y, z to macierze Pauliego, a 1l2 to macierz jednostkowa na C2. Korzysta-
jąc ze wzorów (32) oraz powyższej odpowiedniości (33) otrzymujemy pełne odwzorowanie
z bazy {γi} do bazy {δi} (której trzy pierwsze elementy są już podane we wzorach (33)).
Ostatecznie dowolny operator n-kutritowy (31) może być przedstawiony jako operator 2n-
kubitowy:

B̂ =
9∑

i1,...,in=1

Bi1,...,inδi1 ⊗ . . .⊗ δin . (34)

Można również łatwo otrzymać relację pomiędzy stanami kutritowymi a symetrycznymi
stanami dwu-kubitowymi w oparciu o tzw. rozkład Clebscha-Gordana, w którym baza
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sprzężona odpowiada stanom kutritowym:

|0〉 7→ |++〉 ,

|1〉 7→ 1√
2

(|+−〉+ |−+〉),

|2〉 7→ |−−〉 , (35)

gdzie {|+〉 , |−〉} to standardowa baza kubitowa (oznaczona odmiennie dla odróżnienia od
bazy kutritowej).

Korzystając z powyższej relacji pomiędzy operatorami kutritowymi a symetrycznymi
operatorami dwu-kubitowymi można wyrazić operator Bella dla nierówności CGLMP jako
operator cztero-kubitowy:

B̂CGLMP =
1

4

(
2
√

3

3

(
B̂CHSH13 + B̂CHSH14 + B̂CHSH23 + B̂CHSH24

)
+ B̂Mermin

)
. (36)

Składa się on z czterech operatorów Bella dla nierówności CHSH dla następujących par
kubitów: {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4} oraz z operatora Bella dla nierówności Mermina [E50].
Operator Bella dla nierówności CHSH dla kubitów pierwszego i trzeciego ma postać:

B̂CHSH13 = σx ⊗ 1l2 ⊗ σx ⊗ 1l2 − σy ⊗ 1l2 ⊗ σy ⊗ 1l2

i analogicznie dla pozostałych par, natomiast operator Bella nierówności Mermina ma
postać:

B̂Mermin = σx ⊗ σx ⊗ σx ⊗ σx + σy ⊗ σy ⊗ σy ⊗ σy − σy ⊗ σy ⊗ σx ⊗ σx
− σx ⊗ σx ⊗ σy ⊗ σy − σy ⊗ σx ⊗ σy ⊗ σx − σy ⊗ σx ⊗ σx ⊗ σy
− σx ⊗ σy ⊗ σx ⊗ σy − σx ⊗ σy ⊗ σy ⊗ σx. (37)

Otrzymaliśmy zatem rozkład operatora CGLMP na operatory Bella znanych innych nie-
równości Bella, co schematycznie przedstawia Rys. 2. Jak już wspomniałem, największa
wartość wyrażenia Bella (która odpowiada maksymalnemu łamaniu odpowiadającej mu
nierówności Bella) jest równa największej wartości własnej operatora Bella, natomiast
optymalny stan jest odpowiadającym jej wektorem własnym.

Głównym wynikiem pracy [H8] jest analiza optymalnego stanu dla maksymalnego ła-
mania nierówności CGLMP z punktu widzenia operatora Bella w formie (36). Mianowicie
największa wartość własna dla członów typu CHSH tego operatora odpowiada wektorowi
własnemu w postaci superpozycji dwóch stanów Bella i cztero-kubitowego stanu GHZ :

|ψ〉4CHSH =
1√
2
|GHZ〉+

1√
2

∣∣ψ+
〉 ∣∣ψ+

〉
, (38)

gdzie |GHZ〉 = 1√
2
(|+ + ++〉 + |− − −−〉), a |ψ+〉 = 1√

2
(|+−〉 + |−+〉). Równocześnie

największa wartość własna operatora Bella nierówności Mermina (37) odpowiada stanowi
własnemu w postaci cztero-kubitowego stanu GHZ. Stąd wektor własny całego operatora
Bella nierówności CGLMP odpowiadający największej wartości własnej powinien mieć
postać:

|ψ(p)〉CGLMP =
√
p |GHZ〉+

√
1− p

∣∣ψ+
〉 ∣∣ψ+

〉
. (39)

Istotnie, okazuje się, że największa wartość własna odpowiada popt ≈ 0.761. Odpowiada-
jący jej optymalny stan |ψ(popt)〉CGLMP, przetransformowany do wersji dwu-kutritowej za
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Rysunek 2: Schematyczne przedstawienie operatora Bella nierówności CGLMP jako ope-
ratora działającego na przestrzeni czterech kubitów (36). Operator ten składa się z pięciu
części, jedna odpowiada cztero-kubitowej nierówności Mermina, natomiast cztery pozostałe
odpowiadają dwu-kubitowym nierównościom CHSH na różnych parach kubitów.

pomocą relacji (35) ma oczekiwaną postać (29), czyli jest to dokładnie ten sam stan, który
prowadzi do maksymalnego łamania nierówności CGLMP. Tymczasem maksymalnie splą-
tany stan dwóch kutritów odpowiada, przy zastosowaniu relacji (35), cztero-kubitowemu
stanowi w formie

∣∣ψ (2
3

)〉
CGLMP, który nie jest optymalnym stanem własnym operatora

Bella (36).
Powyższa analiza pokazuje, że na problem nieklasyczności Bella układu dwóch kutritów

można patrzeć poprzez pryzmat korelacji cztero-kubitowych. Wówczas optymalna niekla-
syczność Bella wykrywana za pomocą nierówności CGLMP jest wynikiem kompromisu
pomiędzy nieklasycznymi korelacjami typu CHSH i korelacjami typu GHZ, a optymalna
relacja pomiędzy tymi dwoma składnikami wystepuje dla cztero-kubitowego stanu kwan-
towego, którego dwu-kutritowy odpowiednik nie jest stanem maksymalnie splątanym.

5.5.2 Algorytmiczny opis nieklasyczności Bella

Standardowy opis nieklasyczności Bella oparty jest na rozumowaniu czysto probabilistycz-
nym [E12]. Wyprowadzając nierówności Bella zakłada się, że wszystkie obserwable mo-
gą być reprezentowane jako zmienne losowe na wspólnej przestrzeni zdarzeń. Dodatkowo
wprowadza się pewne więzy na funkcyjne zależności pomiędzy tymi zmiennymi losowymi.
Jednym z tych ograniczeń jest założenie, że zmienne te zależą tylko od lokalnych usta-
wień pomiarowych oraz zmiennej ukrytej (założenie lokalności). Drugim jest założenie,
że rozkład prawdopodobieństwa ustawień nie zależy od zmiennej ukrytej, co oznacza, że
proces stochastyczny, który odpowiedzialny jest za wybór lokalnych ustawień jest wolny
od wszelkich wpływów ze wspólnej przeszłości eksperymentu (założenie wolnego wyboru,
czasami nazywane założeniem wolnej woli). Nierówność Bella może być zawsze wyrażona
jako funkcja prawdopodobieństw warunkowych wyników pomiarów (realizacji zmiennych
losowych opisujących obserwable) warunkowanych ustawieniami pomiarowymi. W pracy
[H9] stawiamy pytanie, czy można wyrazić nieklasyczność Bella w oderwaniu od języka
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probabilistycznego.
Historycznie pierwszą próbą wyjścia poza ściśle probabilistyczny opis nieklasyczności

Bella były nierówności Bella oparte na entropii warunkowej [E11], uogólnione następnie
do nierówności Bella opartych na informacji wzajemnej [E18]. Jednakże każda wielkość
teorioinformacyjna oparta na entropii Shannona (jak entropia warunkowa czy informacja
wzajemna) jest funkcją rozkładu prawdopodobieństwa zmiennych losowych, zatem podej-
ście do nieklasyczności Bella w oparciu o różne rodzaje entropii jest wciąż ufundowane na
podstawie probabilistycznej.

W pracy [H9] zaproponowaliśmy całkowicie nowe podejście do nieklasyczności Bella,
wolne od pojęć probabilistycznych. Weźmy najprostszy scenariusz Bella z dwoma obser-
watorami, dwoma lokalnymi ustawieniami pomiarowymi 0 i 1, oraz dwoma binarnymi (0
lub 1) wynikami pomiarów, oznaczanymi jako x i y, odpowiednio dla obserwatora pierw-
szego i drugiego. Niech ilość powtórzeń pojedynczego eksperymentu wynosi N . Wówczas
możemy pogrupować wyniki pomiarów całego doświadczenia, zawierającego N realizacji
pojedycznych pomiarów, na cztery pary ciągów bitowych, odpowiadających koincyden-
cyjnym wynikom dla konkretnych par ustawień {x0, y0}, {x0, y1}, {x1, y0}, {x1, y1} (dolne
indeksy oznaczają ustawienia). W naszym nowym podejściu to właśnie zbiorcze wyniki
{xi, yj} będą traktowane jako elementarne wyniki testu Bellowskiego, którego dokładny
opis podam niżej. Takie podejście różni się znacznie od podejścia standardowego, w któ-
rym pojedynczy wynik odpowiada pojedynczemu pomiarowi.

W celu wykazania nieklasycznego charakteru tak zdefiniowanych wyników ekspery-
mentu Bellowskiego stosujemy podejście do nierówności Bella oparte o dystanse [E60, E45,
E70], w którym nierówność jest wyprowadzana z nierówności trójkąta dla miary odległości
pomiędzy wynikami pomiarów. Ponieważ chcemy przeprowadzić analizę wolną od pojęcia
prawdopodobieństwa, korzystamy z dystansu zdefiniowanego za pomocą złożoności Koł-
mogorowa. Złożoność Kołmogorowa K(x) ciągu bitowego x to czysto algorytmiczna miara
losowości tego ciągu, zdefiniowana jako długość najkrótszego programu (zakodowanego w
oparciu o wybrany uniwersalny model obliczeń), który jest w stanie zreprodukować ten
ciąg. Ciąg jest określany jako algorytmicznie losowy, jeśli jego złożoność Kołmogorowa jest
co najmniej tak duża jak długość tego ciągu, co oznacza, że nie może on być skompresowa-
ny. Co prawda złożność Kołmogorowa jest funkcją nieobliczalną, ale może być ona dobrze
ograniczona z góry przez długość ciągu skompresowanego za pomocą pewnego algorytmu
kompresującego, co wykorzystujemy w naszych rozważaniach.

Wprowadźmy pojęcie Unormowanego Dystansu Informacyjnego (NID - Normalised In-
formation Distance) [E46] pomiędzy dwoma ciągami bitów x i y o długości n:

NID(x, y) =
K(x, y)−min(K(x),K(y))

max(K(x),K(y))
, (40)

gdzie K(x, y) jest złożonością Kołmogorowa konkatenowanych ciągów x i y, podczas gdy
K(x),K(y) to odpowiednie złożoności Kołmogorowa poszczególnych ciągów. Dystans ten
spełnia własności metryki z dokładnością do poprawek rzędu (log n)/n. Wynosi on zero
dla ciągów identycznych, oraz jeden dla ciągów całkowicie niezależnych.

Aby skonstruować test nieklasyczności musimy najpierw zdefiniować pewien klasycz-
ny model referencyjny, który symuluje wyniki pomiarów kwantowych, i który może być
eksperymentalnie sfalsyfikowany. W tym celu rozważmy dwie rozseparowane przestrzennie
uniwersalne maszyny Turinga (zobacz Rys. 3), z których każda ma dostęp do lokalnego
ciągu opisującego ustawienia pomiarowe oraz do wspólnego programu Λ, reprezentują-
cego opis układu fizycznego, który ma być symulowany (analog lokalnej zmiennej ukry-
tej w standardowym scenariuszu Bellowskim). Każda lokalna maszyna Turinga produkuje
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Rysunek 3: Lokalnie realistyczny model obliczeniowy, którego celem jest odtworzenie sko-
relowanych ciągów bitowych powstających w wyniku pomiarów kwantowomechanicznych.
Dwie lokalne maszyny Turinga Ua i Ub otrzymują na wejściu lokalne ciągi bitowe {ai}
oraz {bi} opisujące ustawienia pomiarowe w symulowanym eksperymencie oraz wspólny
program Λ, odpowiednik współdzielonej lokalnej zmiennej ukrytej w modelach probabili-
stycznych. Maszyny produkują lokalne ciągi wyjściowe x i y, których korelacje mają za
zadanie odtwarzać korelacje obserwowane w eksperymencie.

ciąg wyników, który ma symulować wyniki pomiarów na układach kwantowych. Na końcu
przygotowujemy cztery pary ciągów bitowych biorąc podciągi ciągów wyjściowych, które
odpowiadają koincydencyjnym wejściom (symulującym ustawienia pomiarowe). Wreszcie
wyprowadzamy ograniczenie na stopień skorelowania tak otrzymanych ciągów wyjściowych
oraz sprawdzamy, czy wyniki pomiarów kwantowooptycznych mogą łamać te ograniczenie.
Punktem wyjścia do sformułowania klasycznego ograniczenia siły korelacji jest fakt, że
NID spełnia nierówność trójkąta, stąd:

NID(x0, y0) + NID(y0, y1) ≥ NID(x0, y1),

NID(x1, y0) + NID(x1, y1) ≥ NID(y0, y1). (41)

Zauważmy, że para ciągów {y0, y1} nie może być w ogólności otrzymana eksperymental-
nie, gdyż może odpowiadać koincydencyjnym wynikom dla niekompatybilnych obserwabli.
Jednakże przyjmujemy pewną wersję założenia realizmu, która zakłada, że wyniki nieprze-
prowadzonych pomiarów są dobrze zdefiniowane, stąd można w sensowny sposób przypisać
złożoność Kołmogorowa do ciągu bitowego odpowiadającego wynikom nieprzeprowadzo-
nych pomiarów. To założenie odpowiada w zasadzie tzw. kontrfaktycznej określoności wy-
ników pomiarów. Istotnie, załóżmy, że ciąg y0 został zmierzony. Wówczas ciąg y1 nie mógł
być zmierzony podczas tych samych realizacji eksperymentu, jednakże nasze założenie za-
pewnia, że jest on dobrze określony. Łącząc obie nierówności trójkąta (41) otrzymujemy
następującą nierówność:

S′ = NID(x0, y1)−NID(x0, y0)−NID(x1, y0)−NID(x1, y1) ≤ 0. (42)

Zauważmy, że każdy z ciągów w powyższej nierówności występuje dwa razy, i każde z tych
wystąpień odpowiada różnym realizacjom eksperymentalnym. Postulujemy zatem jeszcze
jedno założenie jednorodnej złożoności, które oznacza, że złożoność danego ciągu wyniko-
wego odpowiadającego ustalonemu ustawieniu jest stała dla różnych realizacji (gdzie przez
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realizację eksperymentu rozumiemy cały ciąg N pojedynczych pomiarów). Pozostaje jesz-
cze problem nieobliczalności złożoności Kołmogorowa. Aby warunek (42) był testowalny
eksperymentalnie, zamieniamy Unormowany Dystans Informacyjny na Unormowany Dy-
stans Kompresyjny (NCD - Normalised Compression Distance). W tym celu ustalmy wybór
algorytmu kompresji i zdefiniujmy [E21]:

NCD(x, y) =
C(x, y)−min(C(x), C(y))

max(C(x), C(y))
, (43)

gdzie C(x) jest długością skompresowanego ciągu x a C(x, y) jest długością skompresowa-
nego konkatenowanego ciągu x i y. W ten sposób otrzymujemy następującą algorytmiczną
nierówność Bella:

S = NCD(x0, y1)−NCD(x0, y0)−NCD(x1, y0)−NCD(x1, y1) ≤ 0. (44)

Aby zweryfikować łamanie powyższej nierówności (44) przeprowadziliśmy eksperyment Bel-
lowski na splątanych polaryzacyjnie parach fotonów:

|ψexp〉 =
1√
2

(|H〉 |V 〉 − |V 〉 |H〉) (45)

Pojedynczy eksperyment wyprodukował ciągi wyjściowe o średniej długości rzędu 105.
Nierówność (44) została zweryfikowana wykorzystując algorytm kompresji LZMA (Lempel,
Ziv, Markov) do oszacowania dystansu kompresyjnego (43). Chociaż sama nierówność jest
czysto algorytmiczna, w celu oszacowania niepewności estymacji S, cała procedura pomia-
rowa została powtórzona osiem razy, dając ostatecznie S = 0.0494± 0.0076. Rezultat ten
pokazuje jednoznacznie, że wyniki pomiarów na układach kwantowych znacząco łamią al-
gorytmiczną nierówność Bella (44), a zatem, że przewidywania kwantowomechaniczne nie
mogą być zasymulowane przez klasyczny model obliczeniowy spełniający łącznie założenia:
realizmu (kontrfaktycznej określoności wyników), lokalności oraz jednorodnej złożoności.

5.6 Nieklasyczne własności interferencji ze względu na nierozróżnialność
cząstek

5.6.1 Uogólniony opis probabilistyczny wielofotonowej interferometrii oraz
odtworzenie kwantowego prawdopodobieństwa grupowania się fotonów

Kiedy dwa identyczne fotony wchodzą do symetrycznego dzielnika wiązki różnymi wej-
ściami, zawsze opuszczają dzielnik zgrupowane, jednym bądź drugim wyjściem z równym
prawdopodobieństwem 1

2 . Ta własność idealnego grupowania się fotonów nie przenosi się na
przypadek większej liczby modów [E17]. Istotnie, gdy pojedyncze fotony wchodzą wszystkie
różnymi wejściami do optycznego multiportu o liczbie modów większej niż dwa, prawdopo-
dobieństwo całkowicie zgrupowanej konfiguracji wyjściowej jest ściśle mniejsze od jedności.
Fakt ten może być łatwo wyprowadzony w oparciu o formalizm optyki liniowej, powstaje
jednak pytanie, czy może on być uzasadniony w oparciu o fizyczne zasady sformułowane
niezależnie od formalizmu mechaniki kwantowej. Aby odpowiedzieć na to pytanie w pracy
[H4] wprowadziliśmy uogólniony opis probabilistyczny dla kwantowej optyki liniowej.

Uogólniony opis probabilistyczny [E19, E25, E49] polega na zdefiniowaniu abstrakcyj-
nych stanów, transformacji oraz pomiarów w języku relacji kwazi-probabilistycznych, przy
czym opis ten nie musi spełniać Kołmogorowskich własności modeli statystycznych (np.
nie wymaga się istnienia wspólnej przestrzeni zdarzeń). Jednym z celów takiego podejścia
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jest zrekonstruowanie kwantowych własności układu fizycznego spoza mechaniki kwanto-
wej, poprzez wprowadzenie pewnych założeń teorioinformacyjnych oraz strukturalnych (np.
warunek braku ponadświetlnej komunikacji). W pracy [H4] proponujemy uogólniony mo-
del probabilistyczny dla optyki liniowej. Model ten jest parametryzowany dwoma liczbami:
liczbą modów K oraz liczbą cząstek N . Ponieważ zakładamy, że cząstki są identyczne,
całkowita liczba konfiguracji układu wynosi:

d =
(K +N − 1)!

N !(K − 1)!
. (46)

W naszym modelu stany układu są określone jako rozkłady prawdopodobieństwa Π róż-
nych konfiguracji obsadzeń modów przez hipotetyczne cząstki nierozróżnialne. Na przy-
kład dla N = K = 2 mamy trzy możliwe konfiguracje: {2, 0} (dwie cząstki w pierwszym
modzie, zero cząstek w drugim), {1, 1}, {0, 2}, stąd ogólny stan jest opisany wektorem
prawdodpobieństwa Π = [p20,p11,p02]. Transformacje są reprezentowane jako stocha-
styczne macierze przejścia S o wymiarze d× d. Na przykład transformacja odpowiadająca
symetrycznemu dzielnikowi światła w działaniu na stan dwucząstkowy ma postać:

SBS =

1
4

1
2

1
4

1
2 0 1

2
1
4

1
2

1
4

 . (47)

Elementy macierzy przejścia S opisują prawdopodobieństwa przejścia pomiędzy różnymi
konfiguracjami. Mają one ogólną postać P (y)

x , gdzie y oznacza konfigurację początkową,
podczas gdy x oznacza konfigurację końcową. Na przykład element [SBS ]11 macierzy (47)
wynosi [SBS ]11 = P

(20)
20 = 1

4 .
W proponowanym modelu wprowadzamy dwa strukturalne ograniczenia:

• bistochastyczność: macierz przejścia powinna być bistochastyczna, co gwarantuje,
że transformacje fizyczne nie zmniejszają entropii rozkładów prawdopodobieństwa,

• spójność pomiędzy transformacją a redukcją do rozkładu o mniejszej licz-
bie cząstek: jeśli najpierw zredukujemy rozkładN -cząstkowy doM < N -cząstkowego,
a następnie dokonamy transformacji stanu, otrzymamy to samo, co otrzymalibyśmy
transformując najpierw stan N -cząstkowy, a następnie redukując ilość cząstek do
M < N . Aby opisać tę własność formalnie, wprowadźmy redukującą operację sto-
chastyczną D(N), która transformuje stan N -cząstkowy do stanu (N−1)-cząstkowego
poprzez losowe usunięcie jednej cząstki. Na przykład dla dwóch cząstek w dwóch mo-
dach (N = K = 2) macierz redukcji rozkładu dwucząstkowego do jednocząstkowego
ma postać:

D(2) =
1

2

(
2 1 0
0 1 2

)
. (48)

Wówczas dowolna redukcja może być przedstawiona jako złożenie:

D(N 7→M) = D(M+1) . . .D(N−1)D(N).

Warunek spójności można ostatecznie sformułować jako:

∀1≤M<N D(N 7→M)S(N)Π(N) = S(M)D(N 7→M)Π(N). (49)
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Zauważmy, że obie powyższe własności są spełnione w liniowych układach kwantowooptycz-
nych. Ewolucja unitarna odpowiada macierzom unistochastycznym, które stanowią podkla-
sę macierzy bistochastycznych. Zauważmy też, że warunek spójności dla M = 1 oznacza,
że ewolucja stanu o dowolnej liczbie cząstek jest zdeterminowana ewolucją jednocząstkową.
Dokładnie tak dzieje się w optyce liniowej: ponieważ fotony nie oddziaływują ze sobą, ope-
ratory kreacji pojedynczego fotonu transformują się niezależnie od siebie poprzez relację:
a′†i =

∑
j Uija

†
j [E51].

Powyższa dyskusja pokazuje, że uogólniony model probabilistyczny dla optyki liniowej
odzwierciedla istotne cechy kwantowomechanicznej ewolucji nieoddziaływujących identycz-
nych cząstek. Powstaje pytanie, czy model ten jest w stanie odtworzyć kwantowe własności
grupowania się fotonów. Zdefiniujmy formalnie prawdopodobieństwo grupowania się czą-
stek dla przypadku trzech cząstek w trzech modach (N = K = 3):

B3 = P
(111)
300 + P

(111)
030 + P

(111)
003 , (50)

gdzie P (111)
300 oznacza prawdopodobieństwo przejścia z konfiguracji {1, 1, 1} do {3, 0, 0} i po-

dobnie dla pozostałych. Okazuje się, że hipotetyczne cząstki, których dynamika jest opisana
przez zaproponowany model probabilistyczny mają silniejsze własności grupujące od tych
dopuszczanych przez mechanikę kwantową. Mianowicie największe możliwe prawdopodo-
bieństwo grupowania się trzech fotonów (50) przewidywane przez mechanikę kwantową wy-
nosi BQM

3 = 2
3 i jest realizowane przez symetryczny triter. W modelu uogólnionym będzie

mu odpowiadać macierz unistochastyczna, powstała przez wzięcie kwadratów modułów ele-
mentów macierzy unitarnej tritera wyraz po wyrazie. Z drugiej strony uogólniony model
probabilistyczny spełniający założenia bistochastyczności oraz spójności ewolucji i redukcji
liczby cząstek dopuszcza wyższe prawdopodobieństwo grupowania się cząstek BGP

3 = 3
4 .

Pytanie, czy da się odtworzyć maksymalne kwantowe prawdopodobieństwo grupowania
się fotonów poprzez dodanie w modelu uogólnionym jakiegoś dodatkowego ograniczenia
strukturalnego.

Głównym wynikiem pracy [H4] jest podanie takiego dodatkowego warunku dla przypad-
ku trzech modów. Warunek ten to produktowy charakter ewolucji konfiguracji dwucząst-
kowej, w której obie cząstki są początkowo w tym samym modzie. Istotnie, dzięki bistocha-
styczności i spójności ewolucji i redukcji cząstek (49) prawdopodobieństwo grupowania się
cząstek B3 (50) jest ograniczone z góry przez sumę dwucząstkowych prawdopodobieństw
przejść:

B3 ≤ 1−1

3

(
P

(200)
200 + P

(020)
200 + P

(002)
200 + P

(200)
020 + P

(020)
020 + P

(002)
020 + P

(200)
002 + P

(020)
002 + P

(002)
002

)
.

(51)
Postulujemy, że wobec braku oddziaływania pomiędzy cząstkami, dwucząstkowe stany pro-
duktowe:

Π200 = [p200 = 1,p020 = 0,p002 = 0,p110 = 0,p101 = 0,p011 = 0],

i analogicznie zdefiniowane Π020,Π002 powinny transformować się zgodnie z ewolucją
produktową:

S(2)Π200 = S(1)Π100 × S(1)Π100, (52)

gdzie Π100 = [p100 = 1,p010 = 0,p001 = 0], a iloczyn w powyższym wzorze jest rozumia-
ny jako iloczyn Kroneckera dwóch wektorów prawdopodobieństwa, z dodatkową redukcją
wymiarów z dziewięciu do sześciu w związku z nierozróżnialnością cząstek. Wzór (52) im-
plikuje, że dla symetrycznego tritera wszystkie prawdopodobieństwa we wzorze (51) wy-
noszą 1

9 , stąd otrzymujemy ograniczenie B3 ≤ 2
3 = BQM

3 . W ten sposób odtworzyliśmy

24



maksymalne kwantowe prawdopodobieństwo grupowania się trzech fotonów na wyjściach z
optycznego tritera w ramach uogólnionego modelu probabilistycznego dla optyki liniowej.
Model ten zawiera trzy istotne założenia: bistochastyczność ewolucji, spójność pomiędzy
redukcją liczby cząstek a ewolucją (49) oraz dodatkowo produktowy charakter ewolucji
konfiguracji, w których dwie cząstki znajdują się w tym samym modzie (52).

5.6.2 Interferometryczne schematy generowania wielocząstkowych stanów splą-
tanych z niespotykaniem się cząstek

Interferencja ze względu na nierozróżnialność fotonów jest najczęściej kojarzona ze zjawi-
skiem Hong-Ou-Mandla [E30], w którym dwa fotony wchodzące różnymi wejściami do dziel-
nika światła, wychodzą z niego zawsze zgrupowane (jako para), gdyż amplitudy prawdopo-
dobieństwa odpowiadające koincydencji (wyjściu różnymi ścieżkami) kasują się ze względu
na identyczność fotonów. Zjawisko to jest bezpośrednio związane z relacjami komutacyj-
nymi jakie spełniają fotonowe operatory kreacji. Istotnie, jeśli rozważalibyśmy cząstki fer-
mionowe z antykomutującymi operatorami kreacji, efekt byłby odwrotny — na wyjściach
z dzielnika cząstki zawsze występowałyby w koincydencji, realizując zakaz Pauliego. A
zatem interferencja typu Hong-Ou-Mandla [E30] silnie zależy od statystycznych własno-
ści cząstek. Istnieje jeszcze inny typ interferencji ze względu na nierozróżnialność, który
nie zależy od relacji komutacyjnych operatorów kreacji cząstek. Jego przyczyną jest nie-
rozróżnialność par ścieżek dla cząstek, które mogą pochodzić z niezależnych źródeł. Ten
typ interferencji został zaproponowany przez Yurke i Stolera w dwóch kluczowych pracach
[E73, E72]. Cechą charakterystyczną tego typu eksperymentów jest konieczność stosowania
procedury postselekcji zdarzeń na etapie końcowych pomiarów, aby otrzymać nieklasyczne
korelacje. Po ukazaniu się prac Yurke i Stolera dalszy rozwój tego typu zagadnień poszedł
inną ścieżką, w kierunku schematów typu event ready [E36], a sama idea interferencji ty-
pu Yurke-Stolera została porzucona. Ten typ interferencji ze względu na nierozróżnialność
został gruntownie rozszerzony i ponownie przywrócony do dyskusji w pracach [H2, H1], w
których zaproponowaliśmy tzw. protokoły interferometryczne z niespotykaniem się cząstek.
Chociaż protokoły te działają dla dowolnego rodzaju cząstek (bozonowego czy fermionowe-
go), w poniższym opisie przyjmuję konwencję optyczną, najbliższą realnym możliwościom
implementacyjnym.

Najogólniejszy schemat z niespotykaniem się cząstek (no-touching), zaproponowany
w pracy [H2], to schemat interferometryczny oparty na N -modowym interferometrze, w
którym mody podzielone są na K Mi-elementowych grup modów, interpretowanych jako
podukłady (ilość modów Mi może być różna w zależności od podukładu). Cały protokół
składa się z trzech kroków (zobacz Rys. 4):

• przygotowanie jednofotonowych stanów wejściowych dla każdej z grup modów Ai,
i = 1, . . . ,K oraz zastosowanie lokalnych operacji unitarnych Ui implementowanych
przez optyczne Mi-porty,

• globalna permutacja modów σ ∈ SN , gdzie SN jest grupą permutacji N elementów,

• zastosowanie finalnych lokalnych transformacji unitarnych Vi oraz postselekcja na
zliczenia jednofotonowe w grupach wybranych d ≤Mi lokalnych modów wyjściowych
tworzących podukłady B̄i.

Wykorzystując kodowanie (tzw. multirail encoding), w którym dowolny stan układu
d-poziomowego jest reprezentowany przez pojedynczy foton padający na optyczny d-port
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Rysunek 4: Ogólny schemat z niespotykaniem się cząstek służący do generacji nieklasycz-
nych korelacji. K niezależnych i nierozróżnialnych cząstek pada na Mi ×Mi-wymiarowe
optyczne multiporty Ui, i = 1, . . . ,K, w taki sposób, że każda cząstka wchodzi pierwszym
wejściem każdego multiportu. W następnym kroku ścieżki optyczne podlegają permuta-
cji σ. W końcowej fazie realizowana jest druga grupa lokalnych operacji unitarnych Vi,
i = 1, . . . ,K na Mi-modowych podukładach Bi, oraz dokonywana jest postselekcja na
pojedyncze zliczenia w d-modowych podukładach B̄i ⊂ Bi. Ostatecznie otrzymujemy wy-
niki pomiarów, które są tożsame z wynikami, jakie otrzymalibyśmy dokonując pomiarów
na pewnym K-cząstkowym stanie kwantowym o d-wymiarowych podukładach, którego
konkretna postać zależy od operacji {Ui}, σ oraz {Vi}. Jeżeli postselekcja jest zaimplemen-
towana w sposób nie powodujący absorpcji (nieodwracalnej detekcji) cząstek, wówczas taki
stan kwantowy jest fizycznie otrzymywany na wyjściu z protokołu.
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Rysunek 5: Schemat z niespotykaniem się fotonów do generacji trzy-kubitowego stanu
W (53) zaprezentowany w pracy [H2]. Trzy identyczne fotony wchodzą do podukładów
A1, A2, A3, w których poddawane są lokalnym operacjom unitarnym. Operacja H to bram-
ka Hadamarda, podczas gdy U to pewna specyficzna transformacja trójmodowa. Po do-
konaniu permutacji modów σW oraz zastosowaniu bramki Hadamarda do modów wyjścio-
wych 3 i 5 wykonywana jest postselekcja na zliczenia jednofotonowe w parach modów:
B̄1 = {1, 2}, B̄2 = {3, 4} i B̄3 = {6, 7}.

realizujący dowolną operację SU(d) [E58], możemy nadać powyższemu schematowi na-
stępującą interpretację: stan produktowy K układów Mi-poziomowych jest przetransfor-
mowany w ogólności splątany stan K układów d-poziomowych. Termin niespotykanie się
cząstek bierze się z faktu, że jeśli przyjmiemy realistyczny punkt widzenia, w którym fo-
ton jest rozumiany jako zlokalizowana cząstka punktowa, to możemy wówczas stwierdzić
z pewnością, że fotony, które przeszły pozytywnie procedurę postselekcji nie spotkały się
nigdy w żadnym miejscu w interferometrze. Stąd jeśli na wyjściu z protokołu otrzymujemy
wielofotonowy stan splątany, możemy interpretować ten efekt jako wytworzenie nieklasycz-
nych korelacji tylko i wyłącznie w oparciu o nierozróżnialność fotonów, ponieważ w całym
protokole nie ma miejsca na jakiekolwiek oddziaływanie. Nie ma w nim również miejsca
na interferencję typu Hong-Ou-Mandla, która zależy od własności komutacyjnych operato-
rów kreacji w jednym punkcie przestrzeni (a więc w obrazku realistycznym, kiedy cząstki
się spotykają). Możemy powiedzieć, że jedynymi zasobami z jakich korzysta ten protokół
generacji splątania są: jednocząstkowa superpozycja oraz nierozróżnialność cząstek.

Obecność postselekcji może wzbudzić uzasadnione wątpliwości odnośnie stosowania po-
wyższego protokołu do testów Bellowskich. Powodem tych wątpliwości jest fakt, że post-
selekcja zdarzeń wyjściowych może w ogólności wykreować dodatkowe klasyczne korela-
cje, które mogą oszukać test Bella wykazując fałszywą nieklasyczność [E55, E37, E61].
Jednakże, w niedawnej pracy [O1] wykazaliśmy, że postselekcja, która jest stosowana w
dyskutowanym protokole, jest bezpieczna z punktu widzenia testów Bellowskich.

Zaproponowany schemat może być traktowany jako ogólny schemat interferometrycz-
nej generacji splątania, który korzysta tylko z produktowych stanów Focka na wejściu do
protokołu, pasywnej optyki liniowej (dzielników światła i płytek fazowych) oraz postse-
lekcji. W pracy [H2] zaproponowaliśmy trójfotonowy protokół generacji trzy-kubitowego
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Rysunek 6: Schemat z niespotykaniem się fotonów dla generacji N -kubitowego stanu W
(54) zaprezentowany w pracy [H1]. N identycznych fotonów, po jednym dla każdego z
podukładów A1, . . . , AN , poddawanych jest lokalnym operacjom unitarnym U◦G,V, . . . , V ,
zdefiniowanym w [H1]. Następnie wykonywana jest permutacja ścieżek σ, a w pierwszym
układzie wyjściowym dodatkowo realizowana jest transformacja unitarna G−1 działająca
na wszystkie mody tego podukładu za wyjątkiem pierwszego. Na końcu wykonywana jest
postselekcja na zliczenia jednofotonowe w dwumodowych podukładach wyjściowych Bi,
i = 1, . . . , N .
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stanu W (patrz Rys. 5):

|W3〉 =
1√
3

(|100〉+ |010〉+ |001〉), (53)

podczas gdy w pracy [H1] przedstawiliśmy N -fotonowy protokół generacji stanu W dla N
kubitów (zobacz Rys. 6):

|WN 〉 =
1√
N

(|10 . . . 0〉+ |010 . . . 0〉+ . . .+ |0 . . . 01〉). (54)

Efektywność tego protokołu skaluje się odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu liczby ku-
bitów EffN ∼ 1

N2 , co powoduje, że jest to aktualnie najefektywniejszy protokół generacji
stanu W niezawierający aktywnej korekcji (bez dodatkowych korekcyjnych operacji unitar-
nych, zależnych od wyników pomiarów na dodatkowych cząstkach podczas wykonywania
protokołu). Niedawno powstał również protokół o podobnej efektywności, wykorzystujący
technikę wymazywania kwantowego (quantum erasure) [E42], jednakże wykorzystuje on
N + 1 fotonów w celu generacji N -kubitowego stanu W, a jego efektywność (w wersji bez
aktywnej korekcji) jest nieco słabsza od naszego protokołu z pracy [H1].

5.7 Nieklasyczne własności pojedynczego fotonu

5.7.1 Kontekstualność pojedynczego fotonu a klasyczność fali elektromagne-
tycznej

Najprostszy eksperyment korelacyjny typu Bellowskiego to eksperyment na dwóch spląta-
nych cząstkach (np. dwa fotony splątane w ścieżkach albo polaryzacjach), które są pod-
dawane lokalnym pomiarom niekompatybilnych dychotomicznych (o wynikach ±1) obser-
wabli wybieranych spośród dwóch możliwych ustawień: {A0, A1} u Alicji i {B0, B1} u
Boba (zobacz Rys. 7 a). Każdy lokalnie realistyczny opis obserwowanych korelacji spełnia
nierówność Clausera-Horne’a-Shimony’ego-Holta (CHSH) [E23]:

CHSH = |〈A0B0〉+ 〈A0B1〉+ 〈A1B0〉 − 〈A1B1〉| ≤ 2. (55)

Dla maksymalnie splątanego stanu początkowego oraz odpowiednio dobranych obserwabli
wyrażenie CHSH może osiągnąć maksymalną wartość CHSH = 2

√
2, co pokazuje, że opis

lokalnie realistyczny nie jest w tym przypadku możliwy, a obserwowane korelacje wykazują
nieklasyczność Bellowską.

Scenariusz Bellowski typu CHSH może być również zrealizowany sekwencyjnie na po-
jedynczym czteropoziomowym układzie kwantowym (zobacz Rys. 7 b). Wówczas złamanie
nierówności CHSH wskazuje na kontekstualność korelacji, a nie na nieklasyczność Bellow-
ską. Co ciekawe, taka sekwencyjna wersja może być zrealizowana za pomocą pojedynczego
fotonu, który może obsadzać cztery mody. Dla uproszczenia przyjmujemy, że te mody to
dwa mody przestrzenne i dwa polaryzacyjne. Sekwencyjna implementacja wygląda wów-
czas następująco (zobacz Rys. 7 b). Źródło emituje foton przygotowany w pewnym stanie
superpozycji dwóch modów polaryzacyjnych oraz dwóch modów przestrzennych aH , aV , bH
i bV , w których indeksy dolne oznaczają ortogonalne stany polaryzacyjne. Foton wchodzi
do dzielnika wiązki A, który może być ustawiony w dwóch konfiguracjach odpowiada-
jących ustawieniom pomiarowym. Mody wyjściowe dzielnika A są połączone z modami
wejściowymi do dwóch dzielników polaryzacyjnych B, które implementują pomiar polary-
zacji w dwóch różnych bazach. W każdej realizacji eksperymentu ustawienia pierwszego
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Rysunek 7: a) Standardowy scenariusz Bellowski, w którym źródło S wysyła dwie skore-
lowane cząstki do dwóch rozseparowanych przestrzennie stacji pomiarowych Alicji i Boba.
Zakłada się, że oboje obserwatorzy mają do wyboru dwa ustawienia pomiarowe oznaczane
jako {0, 1} oraz, że rejestrują oni binarne wyniki {+,−}. Na rysunku symbolicznie przedsta-
wiono zdarzenie (+−|01). b) Sekwencyjna realizacja tego samego schematu pomiarowego,
w której zakładamy, że obserwable A i B są kompatybilne, podobnie jak ma to miejsce w
przypadku a). Wynik obserwabli A jest tutaj zakodowany w ścieżkach wyjściowych + i −.
Może on być ustalony dopiero po wykonaniu drugiego pomiaru B, poprzez sprawdzenie,
czy detekcja nastąpiła w lewej (wynik ”+”) czy prawej (wynik ”−”) stacji pomiarowej B.
Na rysunku przedstawiono sytuację, w której kliknął detektor ”− ” w lewej stacji pomia-
rowej B, stąd łączne zarejestrowane zdarzenie to znów (+− |01). c) Graf ekskluzywności
(rozłączności) dla nierówności CHSH (58). Graf składa się z ośmiu wierzchołków repre-
zentujących zdarzenia pomiarowe występujące we wzorze (58) oraz z dwunastu krawędzi
łączących wierzchołki reprezentujące zdarzenia wzajemnie rozłączne.
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dzielnika A i dwóch dzielników B są wybierane losowo, przy czym oba dzielniki B reali-
zują pomiar polaryzacji w tej samej bazie. W ten sposób można zaimplementować pomiar
korelacji 〈AiBj〉, gdzie Ai oznacza dychotomiczny pomiar "w której ścieżce", natomiast
Bj oznacza dychotomiczny pomiar polaryzacji. Istotnie, w wyniku pomiaru otrzymujemy
cztery możliwe zdarzenia, które oznaczamy jako: (+ + |ij), (+− |ij), (−+ |ij) i (−− |ij),
gdzie zdarzenie (+ + |ij) oznacza koniunkcję dwóch zdarzeń: Ai = Bj = +1, i podobnie
dla pozostałych (zobacz Rys. 7 b). Zauważmy, że w pojedynczej realizacji eksperymentu
obserwujemy zawsze pojedyncze kliknięcie detektora, odpowiadające jednemu z czterech
wspomnianych zdarzeń. Jednakże po wielu powtórzeniach można oszacować prawdopodo-
bieństwa p(+ + |ij), p(+− |ij), p(−+ |ij) i p(−− |ij), które mogą być użyte do obliczenia
funkcji korelacji:

〈AiBj〉 = p(+ + |ij)− p(+− |ij)− p(−+ |ij) + p(−− |ij). (56)

Poprzez przygotowanie odpowiedniego stanu pojedynczego fotonu w czterech modach oraz
wybranie odpowiednich obserwabli {Ai} i {Bj} możemy otrzymać łamanie nierówności
CHSH (55), co dowodzi kontekstualności obserwowanych korelacji.

Ciekawe zjawisko występuje, kiedy zamiast pojedynczego fotonu użyjemy N identycz-
nie przygotowanych fotonów, albo klasycznego strumienia światła. Ponieważ fotony na
pasywnych urządzeniach optyki liniowej (dzielnikach i płytkach fazowych) transformują się
niezależnie, oraz ponieważ fale elektromagnetyczne transformują się na nich tak samo jak
jednofotonowe kwantowe amplitudy prawdopodobieństwa, obserwowane prawdopodobień-
stwa wyników będą proporcjonalne odpowiednio do Np(+ + |ij), Np(+−|ij), Np(−+ |ij)
i Np(− − |ij), oraz do I(+ + |ij), I(+ − |ij), I(− + |ij) i I(− − |ij), gdzie N oznacza
liczbę fotonów, natomiast I oznacza intensywność fali zmierzoną w odpowiednim porcie
wyjściowym. Możemy zdefniować dwie zmienne losowe:

χ
(N)
ij =

1

N
(n(+ + |ij)− n(+− |ij)− n(−+ |ij) + n(−− |ij)),

χ
(cl)
ij =

1

I
(I(+ + |ij)− I(+− |ij)− I(−+ |ij) + I(−− |ij)), (57)

gdzie n(+ + |ij) jest liczbą fotonów zarejestrowaną w modzie wyjściowym ++, N jest cał-
kowitą liczbą fotonów, I(++ |ij) jest intensywnością zmierzoną w modzie wyjściowym ++
natomiast I jest całkowitą intensywnością. Można przygotować klasyczny stan światła, dla
którego nierówność (55) z korelacjami zdefiniowanymi wzorem (57), 〈AiBj〉 = 〈χ(cl)

ij 〉, może
zostać złamana. Fakt ten motywuje do postawienia pytania, czy klasyczne światło może
wykazywać własności kontekstualne w związku z łamaniem nierówności Bella. W całej serii
prac [E65, E66, E57, E4, E28] dyskutowano podobne scenariusze, w których pokazywano,
że klasyczne światło może być źródłem kontekstualnych korelacji, argumentując, że takie
pojęcia jak splątanie czy kontekstualność nie ograniczają się tylko do mechaniki kwantowej.
Wszystkie te przykłady oparte są na identycznym schemacie, mianowicie punktem wyjścia
jest scenariusz kwantowy, który następnie transformowany jest na scenariusz klasyczny, w
którym kwantowe prawdopodobieństwa są symulowane za pomocą względnych intensyw-
ności klasycznej fali. Te względne intensywności są następnie podstawą do zdefiniowania
funkcji korelacji, na podstawie których wykazuje się łamanie nierówności Bella.

W pracy [H6] pokazujemy, że takie podejście do analizy korelacji jest całkowicie niepra-
widłowe w związku z pewną szczególną cechą w strukturze obserwowanych zdarzeń. Przed-
stawię najpierw nasze rozumowanie w sposób nieformalny. Jeśli przeprowadzamy rzeczony
eksperyment na pojedynczym fotonie, to wszystkie cztery możliwe zdarzenia pomiarowe są
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rozłączne, gdyż w pojedynczej realizacji eksperymentu może pojawić się tylko pojedyncze
zliczenie fotonu. Jeśli jednak przeprowadzimy ten sam eksperyment z większą liczbą foto-
nów, lub w przypadku granicznym z klasyczną falą, to zdarzenia pomiarowe przestają być
rozłączne. W przypadku eksperymentu z klasyczną falą możemy zmierzyć względne natę-
żenia we wszystkich modach wyjściowych równocześnie, rozłączność zdarzeń znika więc w
tym przypadku całkowicie. Okazuje się, że to właśnie zanik rozłączności zdarzeń pomiaro-
wych uniemożliwia złamanie nierówności Bella. Mianowicie w takim przypadku klasyczne
ograniczenie dla wyrażenia Bella (czyli lewej strony nierówności typu (55)) podnosi się i
osiąga maksymalną wartość algebraiczną, co powoduje, że nie ma miejsca na jakiekolwiek
łamanie nierówności Bella oznaczające efekty kontekstualne. Aby wyjaśnić całe to zjawi-
sko w sposób formalny, w pracy [H6] wykorzystujemy formalizm grafów ekskluzywności
(rozłączności).

Podstawą naszej analizy jest teoriografowy sposób opisu korelacji w układach fizycz-
nych, oparty na relacjach rozłączności pomiędzy możliwymi zdarzeniami pomiarowymi,
zaproponowany przez Cabello, Severiniego oraz Wintera w pracy [E15]. Omówimy ten mo-
del na podstawie scenariusza CHSH. Nierówność CHSH (55) może być wyrażona za pomocą
prawdopodobieństw koincydencyjnych detekcji:

CHSH = p(+− |11) + p(−+ |11) + p(+− |01) + p(−+ |01) + p(+− |10)

+ p(−+ |10) + p(+ + |00) + p(−− |00) ≤ 3. (58)

Prawdopodobieństwa występujące w powyższym wzorze mogą pochodzić z różnych modeli
probabilistycznych (klasycznych, kwantowych, ponadkwantowych), muszą one jednak speł-
niać regułę rozłączności, czyli założenie, że suma prawdopodobieństw zdarzeń w ramach
każdego kontekstu eskperymentalnego (podzbioru zdarzeń wzajemnie rozłącznych) nie mo-
że przekraczać jedności. Klasyczne ograniczenie występujące w tej nierówności może być
wyznaczone wyłącznie w oparciu o strukturę rozłączności zdarzeń. Przedstawiamy osiem
zdarzeń występujących w powyższej wersji nierówności CHSH za pomocą wierzchołków
grafu, w którym łączymy wierzchołki odpowiadające zdarzeniom rozłącznym. W ten spo-
sób otrzymujemy graf rozłączności dla danego eksperymentu korelacyjnego (zobacz Rys.
7 c). Jak pokazano w pracy [E15], maksymalna wartość sumy klasycznych (pochodzą-
cych z niekontekstualnego modelu) prawdopodobieństw zdarzeń odpowiadających danemu
grafowi rozłączności jest równa rozmiarowi największego zbioru niezależnego, czyli zbio-
ru wzajemnie niesąsiadujących wierzchołków. Podsumowując, kontekstualność korelacji w
danym scenariuszu eksperymentalnym może być testowana poprzez znalezienie liczności
największego zbioru niezależnego w odpowiadającym mu grafie rozłączności, a następ-
nie sprawdzenie, czy prawdopodobieństwa zdarzeń przewidywane przez konkretny model
fizyczny łamią ograniczenie implikowane przez tę liczbę. Aby móc dyskutować problem
kontekstualności korelacji dla przejścia od pojedynczego fotonu do klasycznej fali wykorzy-
staliśmy zmodyfikowany model grafów rozłączności [E44], w którym do każdego zdarzenia-
wierzchołka przypisuje się ilość fotonów. Model niekontekstualny przypisuje jednoznaczną
liczbę fotonów do każdego zdarzenia w sposób zgodny ze strukturą rozłączności. Struktura
ta jest rozumiana w zmodyfikowanym modelu nieco inaczej, mianowicie, jeśli co najwyżej
N fotonów może być przypisanych do jednego zdarzenia, to co najwyżej N fotonów może
być również przypisanych do zdarzeń w ramach jednego kontekstu, czyli podzbioru zda-
rzeń wzajemnie rozłącznych. Nierówność CHSH dla zmodyfikowanego modelu ma bardzo
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Rysunek 8: Niekontekstualne przypisania liczb obsadzeń do zdarzeń w grafie rozłączności
dla nierówności CHSH, maksymalizujące niekontekstualne ograniczenie dla tej nierówności
(59). Lewy obrazek odpowiada sytuacji jednofotonowej (co najwyżej jeden foton może być
przypisany do kontekstu), natomiast prawy obrazek odpowiada sytuacji dwufotonowej (co
najwyżej dwa fotony na kontekst).

podobną formę do wcześniejszej (por. wzór (58)):

CHSH =
1

N

(
n(+− |11) + n(−+ |11) + n(+− |01) + n(−+ |01)

+ n(+− |10) + n(−+ |10) + n(+ + |00) + n(−− |00)
)
≤ C(N),

(59)

w której zamiast prawdopodobieństw występują względne liczby obsadzeń. Ograniczenie
C(N) = CN

N , w którym CN jest maksymalną wartością niekontekstualnie przypisanych
liczb obsadzeń zgodnych z relacjami rozłączności, zależy bezpośrednio od całkowitej licz-
by fotonów N . W przypadku pojedynczego fotonu wynosi ono C(1) = 3, podobnie jak w
przypadku oryginalnego modelu grafowego z prawdopodobieństwami zamiast liczb obsa-
dzeń. Jednak już w przypadku dwóch fotonów można w sposób niekontekstualny przypisać
jeden foton do każdego zdarzenia-wierzchołka, tak aby zachowane zostały reguły rozłącz-
ności, stąd C(2) = 8

2 = 4 (zobacz Rys. 8). Jest to tak naprawdę największa możliwa
wartość osiągalna przez dowolny model spełniający reguły rozłączności. Przejdźmy teraz
do kwestii klasycznej granicy dla nierówności CHSH. Przez granicę klasyczną rozumiemy
makroskopową granicę silnego strumienia cząstek kwantowych (np. fotonów), która speł-
nia następujące własności: (i) względne liczby obsadzeń dążą w granicy do względnych
intensywności strumienia, (ii) stosunek odchylenia standardowego liczby cząstek w danym
modzie do średniej liczby cząstek dąży do zera. Dzięki drugiemu założeniu makroskopowe
intensywności mogą być traktowane jako wielkości deterministyczne. Przejście od pojedy-
neczego fotonu do klasycznej fali spełnia oba powyższe założenia, gdyż klasyczna fala może
być traktowana jako granica silnego strumienia fotonów w stanie koherentnym, dla którego
odchylenie standardowe liczby fotonów skaluje się jak pierwiastek kwadratowy ze średniej
liczby fotonów (rozkład Poissona). W granicy klasycznej nierówność CHSH (59) przechodzi
w następującą nierówność opartą na intensywnościach:

CHSH =
1

I

(
I(+− |11) + I(−+ |11) + I(+− |01) + I(−+ |01)

+ I(+− |10) + I(−+ |10) + I(+ + |00) + I(−− |00)
)
≤ Ccl = 4,

(60)
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dla której ograniczenie klasyczne (niekontekstualne) wynosi Ccl = 4, czyli tyle samo co w
przypadku nierówności dla dwóch fotonów. Ponieważ ograniczenie to obowiązuje dla każdej
teorii (klasycznej, kwantowej, ponadkwantowej) spełniającej reguły rozłączności, nie ma
możliwości złamania powyższej nierówności w żadnym scenariuszu fizycznym, a zatem w
szczególności klasyczne światło nie może przejawiać własności niekontekstualnych.

Rozdział ten wymaga trzech dodatkowych komentarzy. Po pierwsze, największa osią-
galna fizycznie wartość dla wyrażenia CHSH (60) to 2 +

√
2 ≈ 3.41 [E16]. Wartość ta

nie zależy od implementacji fizycznej: jest taka sama w przypadku eksperymentów z po-
jedynczymi fotonami jak i z klasyczną falą. Dzieje się tak, ponieważ kwantowe amplitudy
prawdopodobieństwa dla pojedynczego fotonu transformują się pod wpływem pasywnych
urządzeń optycznych tak samo jak makroskopowe fale elektromagnetyczne. Jednakże, tylko
implementacja jednofotonowa przejawia własności kontekstualne, gdyż dla większej liczby
fotonów oraz dla granicy klasycznej fali ograniczenie klasyczne (niekontekstualne) w nie-
równości CHSH jest przesunięte powyżej granicy osiągalnej fizycznie. Po drugie, zauważ-
my, że to przesunięcie klasycznego ograniczenia wynika z osłabienia relacji rozłączności
pomiędzy zdarzeniami przy przejściu od pojedynczego fotonu do klasycznej fali. Fakt ten
pokazuje, że nieklasyczność korelacji nie jest zdeterminowana wyłącznie przez wielkość
funkcji korelacji, ale również przez relacje rozłączności pomiędzy zdarzeniami pomiarowy-
mi. Jak pokazaliśmy na podstawie scenariusza CHSH, może się zdarzyć, że przy przejściu
od pojedynczego fotonu do klasycznej fali siła korelacji pozostaje stała, jednak nieklasyczny
charakter korelacji zanika w związku z osłabieniem reguł rozłączności (brak "pojedynczych
kliknięć detektorów"). Po trzecie, zauważmy, że dyskutowany przykład scenariusza CHSH
jest tylko jednym z wielu możliwych testów kontekstualności. Jednakże, w pracy [H6] po-
kazaliśmy, że podobne rozumowanie stosuje się w dowolnym przypadku, mianowicie w
granicy makroskopowej ograniczenie niekontekstualne dla dowolnej nierówności testującej
kontekstualność korelacji osiąga wartość taką samą, jaką przejawia najogólniejszy model
probabilistyczny spełniający (uogólnione) reguły rozłączności. Stąd wniosek, że klasyczne
fale elektromagnetyczne nie mogą przejawiać własności kontekstualnych w żadnym scena-
riuszu fizycznym.

5.7.2 Nieklasyczność Bella dla pojedynczego fotonu

Ten rozdział jest poświęcony nieklasyczności Bella, która może być obserwowana dla korela-
cji powstających w wyniku pomiarów pojedynczego fotonu będącego w stanie superpozycji
dwóch modów przestrzennych. Schemat eksperymentalny dyskutowany w naszej pracy [H3]
został zaproponowany przez Tana, Wallsa i Colletta (TWC) w historycznie pierwszym ar-
tykule poświęconym Bellowskiej nieklasyczności pojedynczego fotonu [E67], zobacz Rys.
9. Pojedynczy foton pada na symetryczny dzielnik wiązki, który wytwarza superpozycję
wzbudzeń jednofotonowych w modach przestrzennych b1 i b2:

|ψ〉b1,b2 =
1√
2

[
|01〉b1,b2 + i |10〉b1,b2

]
. (61)

Mimo, że powyższy stan opisuje w rzeczywistości jednofotonowe wzbudzenie pola w stanie
superpozycji, to jednak w reprezentacji liczby obsadzeń jest on modowo splątany, co skła-
nia do postawienia pytania o jego możliwe nieklasyczne własności. W oryginalnej pracy
TWC mody b1 i b2 są poddawane pomiarom homodynowym ze słabym lokalnym oscyla-
torem (stanem koherentnym o średniej liczbie fotonów mniejszej od jedności) przez dwóch
lokalnych obserwatorów. Lokalny układ pomiarowy składa się z symetrycznego dzielnika
światła BSi, który dokonuje superpozycji modu bi z lokalnym oscylatorem

∣∣αeiθi〉. W fazie
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Rysunek 9: Ogólny schemat do badania nieklasyczności korelacji powstających dzięki po-
jedynczemu fotonowi będącemu w superpozycji dwóch modów przestrzennych za pomocą
detekcji homodynowej. Pojedynczy foton w modzie s pada na dzielnik wiązki BS0. Dwa
mody wyjściowe b1 oraz b2 są poprowadzone do dwóch stacji pomiarowych, gdzie podlegają
superpozycji ze światłem koherentnym

∣∣αieiθi〉 z tzw. lokalnych oscylatorów na dzielnikach
UBS1 i UBS2. W końcowej fazie wykonywane są pomiary liczby fotonów w modach wyj-
ściowych lokalnych dzielników światła cj oraz dj . W oryginalnym schemacie z pracy [E67]
dzielniki UBS1 i UBS2 są symetryczne, a amplitudy lokalnych oscylatorów αi = α są iden-
tyczne dla obu obserwatorów i obu lokalnych ustawień pomiarowych. W zmodyfikowanym
schemacie, zaproponowanym w naszej pracy [H3], dzielniki UBS1 i UBS2 mają dowol-
ne regulowane współczynniki transmisji, a amplitudy lokalnych oscylatorów αi są również
regulowane i mogą różnić się pomiędzy obserwatorami jak i ustawieniami.
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końcowej wykonywany jest pomiar liczby fotonów w modach wyjściowych ci i di za pomocą
detektorów Dci oraz Ddi . W eksperymencie TWC lokalne ustawienia pomiarowe odpowia-
dają wyborowi faz {θi, θ′i} lokalnych oscylatorów. Aby wykazać nieklasyczność korelacji w
zaproponowanym schemacie pomiarowym, autorzy pracy [E67] wykorzystali nierówności
typu Bella zawierające korelacje intensywności [E59], mające postać:

|ET (θ1, θ2) + ET (θ′1, θ2) + ET (θ1, θ
′
2)− ET (θ′1, θ

′
2)| ≤ 2, (62)

gdzie teoretyczne funkcje korelacji dla lokalnych intensywności są zdefiniowane jako:

ET (θ1, θ2) =

∫
dλρ(λ)

∏
j=1,2

(
Icj (θj , λ)− Idj (θj , λ)

)∫
dλρ(λ)I1(λ)I2(λ)

. (63)

W powyższym wzorze Ixj (θj , λ) oznacza lokalną intensywność w modzie xj dla x = c, d i
j = 1, 2, przewidywaną przez model ukrytych zmiennych, natomiast Ij(λ) jest całkowitą
lokalną intensywnością. Optyka kwantowa przewiduje natomiast następującą postać tej
funkcji korelacji:

ET (θ1, θ2) =
〈Ψ(α)|(n̂c1 − n̂d1)(n̂c2 − n̂d2)|Ψ(α)〉
〈Ψ(α)|(n̂c1 + n̂d1)(n̂c2 + n̂d2)|Ψ(α)〉

= AT (α) sin(θ1 − θ2), (64)

gdzie AT (α) = 1
1+α2 , natomiast |Ψ(α)〉 jest całkowitym stanem początkowym z uwzględ-

nieniem lokalnych oscylatorów:

|Ψ(α)〉 =
1√
2
|αeiθ1〉a1(|01〉b1b2 + i |10〉b1b2)|αeiθ2〉a2 . (65)

Podstawiając wyrażenie (64) do nierówności (62) oraz optymalizując po lokalnych fazach
{θ1, θ

′
1} i {θ2, θ

′
2} otrzymuje się łamanie nierówności (62) dla następującego zakresu am-

plitud: 0 < α2 < 0.414. Jednakże, w naszej pracy [O5] pokazaliśmy, że dla tego zakre-
su parametru α wyjściowy rozkład prawdopodobieństwa może być dokładnie odtworzony
przez model lokalnych zmiennych ukrytych. W pracy [H3] wyjaśniamy, że źródłem błędu w
analizie dokonanej przez TWC [E67] jest ukryte założenie w wyprowadzeniu nierówności
(62), które mówi, że całkowita lokalna intensywność jest niezależna od lokalnego ustawienia
pomiarowego:

Ij(λ) = Icj (θj , λ) + Idj (θj , λ). (66)

Założenie to nakłada nietrywialne ograniczenia na formę możliwych modeli zmiennych
ukrytych dla intensywności, i jest ono jawnie łamane przez model zaprezentowany w pracy
[O5].

W pracy [H3] pokazujemy, jak wyprowadzić poprawną nierówność Bella dla schematu
TWC. W tym celu używamy intensywności relatywnych (ang. intensity rates), wprowadzo-
nych w [E39, E38]. Są one zdefiniowane jako:

Rxj (θj , λ) =
Ixj (θj , λ)

Icj (θj , λ) + Idj (θj , λ)
, (67)

wraz z dodatkowym założeniem, że Rxj = 0 jeśli tylko całkowita intensywność w mia-
nowniku wynosi 0. Wykorzystując intensywności relatywne możemy zdefiniować funkcję
korelacji dla eksperymentu TWC jako:

ER(θ1, θ2) =

〈
2∏
j=1

(
Rcj (θj , λ)−Rdj (θj , λ)

)〉
HV

, (68)
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gdzie indeks HV (Hidden Variable) podkreśla, że mamy do czynienia z uśrednianiem po
zmiennej ukrytej. Wstawiając powyższą definicję funkcji korelacji do wyrażenia CHSH
otrzymujemy poprawną nierówność Bella dla schematu TWC:

|ER(θ1, θ2) + ER(θ′1, θ2) + ER(θ1, θ
′
2)− ER(θ′1, θ

′
2)| ≤ 2. (69)

Zauważmy, że dzięki zmodyfikowanej formie funkcji korelacji (68) nierówność (69) nie zale-
ży od dodatkowego założenia (66), ponieważ całkowita lokalna intensywność w mianowniku
wyrażenia (67) jawnie zależy od ustawień. Kwantowomechaniczne wyrażenie na intensyw-
ności względne ma postać:

R̂xj = Π̂cjdj

n̂xj
n̂cj + n̂dj

Π̂cjdj , (70)

gdzie operatory Π̂cjdj = 1lcjdj −
∣∣Ωcjdj

〉 〈
Ωcjdj

∣∣ są projektorami na sektor przestrzeni Focka
niezawierający próżni w modach cj i dj . Korzystając z powyższej definicji można zapisać
kwantową funkcję korelacji:

ER(θ1, θ2) = 〈Ψ(α)| Ĥ1(θ1)Ĥ2(θ2) |Ψ(α)〉
= AR (α) sin(θ1 − θ2), (71)

gdzie operatory Ĥi są zdefiniowane jako:

Ĥj(θj) = R̂cj − R̂dj = Π̂cjdj

n̂cj − n̂dj
n̂cj + n̂dj

Π̂cjdj , (72)

natomiast amplituda AR(α) wynosi:

AR(α) =
e−2α2

(eα
2 − 1)2

α2
. (73)

W pracy [H3] pokazujemy, że nierówność Bella (69) dla schematu TWC jest zawsze speł-
niona, co jest konsystentne z faktem, że dla tego schematu pomiarowego istnieje model
lokalnych zmiennych ukrytych. Jednocześnie pokazujemy, że obie nierówności (62) i (69)
mogą być wykorzystane do wykrywania splątania, jednak tylko nierówność (69) może być
stosowana do wykrywania nieklasyczności Bellowskiej.

Aby poprawnie wykazać nieklasyczność Bella dla eksperymentu z jednym fotonem i
lokalnymi pomiarami homodynowymi trzeba zmodyfikować schemat TWC. W naszej pra-
cy zaproponowaliśmy modyfikację polegającą na wprowadzeniu dowolnych (posiadających
dowolny współczynnik transmisji) dzielników wiązki dla pomiarów homodynowych, jak
również na wykorzystaniu lokalnych oscylatorów ze zmienną amplitudą. Zakładamy, że
lokalne ustawienia pomiarowe zależą od trzech parametrów: amplitudy lokalnego oscylato-
ra αi, oraz dwóch parametrów kątowych (χi, θi) opisujących dowolny dzielnik wiązki BSi
realizujący transformację SU(2) w postaci:

UBSi(χi, θi) =

(
cosχi e−iθi sinχi

−eiθi sinχi cosχi

)
. (74)

Zauważmy, że cos2 χi jest współczynnikiem transmisji dla dzielnika wiązki, natomiast θi
oznacza fazę wiązki odbitej. Zamiast nierówności typu CHSH wykorzystujemy nierówność
Clausera-Horne’a (CH) [E22]:

−1 ≤ P (A,B) + P (A,B′) + P (A′, B)− P (A′, B′)

−P (A)− P (B) ≤ 0, (75)
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w której P (·, ·) oznacza łączne prawdopodobieństwo, P (·) oznacza prawdopodobieństwo
lokalne, A,A′ oznaczają wybrane zdarzenia pomiarowe po stronie Alicji, natomiast B,B′

oznaczają odpowiednie zdarzenia po stronie Boba. Aby wykazać nieklasyczność Bella w
zmodyfikowanym schemacie TWC, stosujemy nierówność CH dla intensywności relatyw-
nych. Nierówność taka powstaje poprzez podstawienie pod prawdopodobieństwa w nierów-
ności (75) intensywności relatywnych:

−1 ≤ K(~v1, ~v2) +K(~v′1, ~v2) +K(~v1, ~v
′
2)−K(~v′1, ~v

′
2)

−S1(~v1)− S2(~v2) ≤ 0, (76)

gdzie funkcje korelacji oraz wyrażenia lokalne mają postać:

K(~v1, ~v2) = 〈Rd1(~v1)Rd2(~v2)〉HV ,
Sj(~vj) =

〈
Rdj (~vj)

〉
HV

. (77)

W powyższych wyrażeniach wektory ~vi określają lokalne ustawienia pomiarowe. Przyjmu-
jemy schemat ustawień w tzw. formie on/off, zainspirowanej pracą Hardy’ego [E29], w
której w jednym z ustawień (ustawienie off ) lokalny oscylator jest wyłączony, natomiast
lokalny dzielnik wiązki jest ustawiony jako identyczność:

~v1 = (0, 0, 0)

~v′1 = (χ′1, α
′
1, θ
′
1)

~v2 = (0, 0, 0)

~v′2 = (χ′2, α
′
2, θ
′
2). (78)

W pracy [H3] pokazujemy, że nierówność Bella (76) jest łamana z lewej strony, osiągając
minimalną wartość −1.0239. Niemal optymalne ustawienia pomiarowe mają postać:

~v′1 =

(
χ′1 =

3π

20
, α′1 =

√
2

2
, θ′1 = 0

)
,

~v′2 =

(
χ′2 =

3π

20
, α′2 =

√
2

2
, θ′2 = −π

2

)
, (79)

co odpowiada dzielnikom wiązki ze współczynnikiem transmisji wynoszącym około 79%
oraz lokalnym oscylatorom ze średnią liczbą fotonów wynoszącą 1

2 . Pokazaliśmy również,
że łamanie nierówności (76) można uzyskać dla ustawień niespełniających reguły on/off,
jednak odstępstwo od tego schematu ustawień nie może być zbyt silne. Aby to zademon-
strować (patrz Rys. 10) przyjęliśmy następujący schemat ustawień pomiarowych:

~v1 = (χ1, α, θ1),

~v′1 = (χ′1, α
′, θ′1),

~v2 = (χ2, α, θ2),

~v′2 = (χ′2, α
′, θ′2), (80)

w którym amplitudy lokalnych oscylatorów odpowiadających danemu ustawieniu są iden-
tyczne dla obu obserwatorów.

Podsumowując, w pracy [H3] pokazaliśmy, jak skonstruować poprawne nierówności Bel-
la dla schematu pomiarowego z jednym fotonem będącym w stanie superpozycji dwóch
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Rysunek 10: Wykres przedstawiający wartość wyrażenia CH dla intensywności relatywnych
(76), dla ustawień pomiarowych (80), jako funkcję dwóch amplitud lokalnych oscylatorów
odpowiadających lokalnym ustawieniom. Zakładamy, że obaj obserwatorzy stosują te same
wartości amplitud lokalnych oscylatorów {α, α′} dla odpowiadających sobie ustawień. Znak
wyrażenia CH jest odwrócony ze względu na klarowność prezentacji. Przedstawione war-
tości wyrażenia CH dla ustalonych wartości ustawień {α, α′} odpowiadają wyrażeniu CH
zminimalizowanemu po wartościach pozostałych ustawień (transmisyjności i fazie światła
odbitego w dzielnikach). Biała przerywana linia stanowi obwiednię obszaru łamania nie-
równości CH, natomiast czarna przerywana linia odpowiada prostej: α = α′. Optymalne
łamanie nierówności CH jest osiągane dla schematu ustawień typu on/off, kiedy jedno z
ustawień lokalnego oscylatora odpowiada amplitudzie α = 0. Widać wyraźnie, że łamanie
nierówności CH występuje również dla ustawień niespełniających reguły on/off, kiedy to
obie amplitudy α i α′ są niezerowe, jednak nigdy nie występuje ono dla wartości amplitud
lokalnych oscylatorów identycznych dla obu ustawień: α = α′.
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modów przestrzennych. Wskazaliśmy na źródło błędu w podejściu TWC [E67], pokazu-
jąc, że modulacja amplitudy (a nie tylko fazy) lokalnych oscylatorów jest konieczna celem
wykazania nieklasyczności Bella w omawianym schemacie.

Na koniec przedstawię dwie uwagi. Pierwsza kwestia to pytanie, dlaczego w schemacie
TWC jak i w kolejnych pracach dotyczących nieklasyczności Bella pojedynczego fotonu
wykorzystywano pomiary homodynowe. Przyczyna takiego wyboru tkwi w fakcie, że aby
wykazać nieklasyczność Bella stanu (61) potrzeba w jednym z ustawień pomiarowych wy-
konać lokalny pomiar w bazie komplementarnej do bazy liczby obsadzeń. Taki pomiar jest
niemożliwy do zrealizowania bez użycia dodatkowych stanów optycznych, służących jako
tzw. układ odniesienia [E52], stąd obecność lokalnych oscylatorów (bądź ich niskofotono-
wych przybliżeń) jest niezbędna.

Druga ważna kwestia to pozornie jednofotonowy charakter omawianego eksperymentu,
a dokładniej obserwowanych korelacji. W pracy [H3] podkreślamy, że rzeczony eksperyment
jest z natury wielofotonowy, ponieważ obserwowana nieklasyczność Bella jest skutkiem in-
terferencji fotonu pochodzącego ze stanu źródłowego z fotonami z lokalnych oscylatorów ze
względu na ich nierozróżnialność. Na etapie detekcji rozróżnienie pomiędzy tymi fotona-
mi nie istnieje, stąd nie ma sensu przypisywać obserwowanych korelacji do pojedynczego
fotonu.

6 Prezentacja osiągnięć dydaktycznych, organizacyjnych oraz
popularyzujących naukę

6.1 Osiągnięcia dydaktyczne

Nauczanie akademickie:

• Prowadzenie ćwiczeń audytoryjnych z przedmiotu Algebra Liniowa, na kierunku Fi-
zyka, I rok, 90 godzin, Uniwersytet Gdański, październik 2011 – luty 2012.

Nauczanie pozaakademickie:

• Prowadzenie zajęć na Kółku Olimpijskim w III Liceum Ogólnokształcącym w Gdyni,
marzec – czerwiec 2014.

6.2 Osiągnięcia organizacyjne

• Członek lokalnego komitetu organizacyjnego konferencji: 9th Biennial IQSA Meeting,
Quantum Structures, Brussels - Gdańsk 2008.
Materiały pokonferencyjne dostępne pod adresem:
https://doi.org/10.1007/s10773-010-0513-0

6.3 Osiągnięcia w popularyzowaniu nauki

• Wykład popularyzujący Kwantowa Informacja i Teleportacja, wygłoszony w III Li-
ceum Ogólnokształcącym w Gdyni, marzec 2014.
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7 Inne osiągnięcia naukowe

7.1 Dane bibliometryczne

Zródło: Google Scholar (14.12.2021)

• Liczba recenzowanych publikacji: 32 (20 po doktoracie)

• Liczba nieopublikowanych manuskryptów w bazie arXiv: 8

• Całkowita liczba cytowań: 601

• H-indeks: 14

• I10-indeks: 16

Zródło: Web of Science (14.12.2021)

• liczba recenzowanych publikacji: 32 (20 po doktoracie)

• Całkowita liczba cytowań: 373

• H-indeks: 10

7.2 Nagrody

• Stypendium START Fundacji na rzecz Nauki Polskiej (FNP) na rok 2016/2017.

7.3 Historia osiągnięć przed doktoratem

7.3.1 Badania uwzględnione w doktoracie:

• Kwantowy zysk precyzji estymacji w obecności szumów. Kiedy okazało się,
że kwantowy zysk w precyzji estymacji nieznanych parametrów znika w obecności
szumu, włożono wiele pracy w przezwyciężenie tej trudności. Praca [O4] jest jed-
ną z pierwszych publikacji poruszających ten problem. Zaproponowaliśmy protokół
estymacji częstotliwości, który zapewnia ponadklasyczne skalowanie się precyzji es-
tymacji pomimo obecności defazowania. Opiera się on na pomyśle dopasowania czasu
estymacji do całkowitej liczby używanych cząstek. Praca [O4] okazała się istotną mo-
tywacją dla dalszych badań nad przezwyciężaniem wpływu dekoherencji na precyzję
estymacji w kwantowej metrologii.

• Kryteria detekcji splątania oparte o tensory korelacji. W serii prac [O11, O16,
O12] rozwinęliśmy podejście do detekcji wielocząstkowego splątania oparte o tensory
korelacji stanów kwantowych. W pracy [O11] podaliśmy konieczny i wystarczający
geometryczny warunek na wykluczenie częściowej separowalności. W [O16] podaliśmy
warunek na detekcję wielocząstkowego splątania stanów czystych w oparciu jedynie o
korelacje dwucząstkowe. Natomiast w [O12] podaliśmy kryterium splątania oparte na
sumowaniu nieujemnych funkcji elementów tensora korelacji. Kryterium to przejawia
szczególnie przyjazne eksperymentalnie własności.

• Modele zmiennych ukrytych dla różnych poziomów korelacji. W pracy [O13]
pokazujemy, że w przypadku wielocząstkowych stanów kwantowych modele lokalnych
zmiennych ukrytych mogą istnieć na poziomie korelacji pomiędzy ustaloną liczbą ob-
serwatorów (mniejszą niż całkowita liczba podukładów), ale jednocześnie mogą one
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nie być rozszerzalne do jednego globalnego modelu dla korelacji wszystkich rzędów.
Zjawisko to można określić jako niekompatybilność modeli lokalnych zmiennych ukry-
tych dla różnych poziomów korelacji.

• Kwantowe rozszerzenia modeli obliczeń rozproszonych opartych na syn-
chronicznych rundach. Lokalne modele grafowe oparte na synchronicznych run-
dach to modele obliczeń rozproszonych, w których wiele komputerów jest rozseparo-
wanych przestrzennie i połączonych według pewnego grafu. Mają one za cel wspólne
obliczenie pewnej globalnej funkcji zależnej od lokalnych wejść przy minimalnej licz-
bie synchronicznych rund, przy czym w każdej rundzie dopuszcza się komunikację
tylko z najbliższymi sąsiadami. W tym modelu nie ma ograniczeń na lokalne moce
obliczeniowe ani na ilość komunikacji wymienianej pomiędzy sąsiadami. W pracy [O7]
wprowadziliśmy kwantowe rozszerzenia tego modelu obliczeń, zawierające współdzie-
lenie stanów splątanych oraz obecność kwantowych kanałów komunikacji pomiędzy
sąsiadującymi węzłami.

7.3.2 Badania nieuwzględnione w doktoracie:

• Kwantowe przetwarzanie informacji na łańcuchach spinowych. W serii prac
[O21, O23, O22, O9] badaliśmy protokoły przetwarzania informacji implementowalne
na liniowych łańcuchach spinowych. W pracy [O21] podaliśmy protokół dokładnego
przesyłania stanów kwantowych przez łańcuch spinowy, który nie wymaga inicjaliza-
cji stanu łańcucha ani komunikacji pomiędzy nadawcą a odbiorcą. W pracy [O22] ba-
daliśmy wpływ różnych rodzajów szumów na przesyłanie stanów przez łańcuchy spi-
nowe, natomiast w [O23] analizowaliśmy możliwość detekcji defektów w łańcuchach
spinowych. Wreszcie w pracy [O9] badaliśmy łańcuchy stanów dwucząstkowych, z
których żaden samodzielnie nie łamie nierówności Bella. Pokazaliśmy, że po dokona-
niu pewnej ilości operacji wymiany splątania dochodzi do aktywacji nieklasyczności
Bellowskiej, mianowicie w układzie pojawiają się korelacje łamiące nierówności Bella.

• Ujednolicone spojrzenie na różne typy nieklasyczności. W pracy [O15] pod-
kreślamy rolę istnienia łącznego rozkładu prawdopodobieństwa jako cechę wspólną
w rozumieniu klasyczności w różnych schematach eksperymentalnych: Bellowskim
(korelacje przestrzenne), kontekstualnym (korelacje na jednym układzie mierzonym
w różnych kontekstach), czy typu Leggetta-Garga (korelacje czasowe). Pokazujemy,
jak przekształcać kontekstualne testy nieklasyczności na czasowe i przestrzenne. Za
pomocą tej procedury konstruujemy nową rodzinę przestrzennych nierówności Bella.
Pokazujemy również, że warunkiem koniecznym na nieklasyczność typu Leggetta-
Garga jest łamanie warunków spójności w formaliźmie konsystentnych historii.

• Wielopunktowe kwantowe korelacje czasowe. Przez długi czas wydawało się,
że jedynie kwantowe korelacje przestrzenne mogą wykazywać charakter wielopunk-
towy, w przeciwieństwie do zawsze dwupunktowych korelacji czasowych. W pracy
[O19] pokazaliśmy, że jest to błędny obraz. Skonstruowaliśmy procedurę przekształ-
cania wielocząstkowych korelacji przestrzennych dla pewnych stanów kwantowych
na wielopunktowe korelacje czasowe, odpowiadające sekwencyjnym pomiarom typu
POVM (Positive Operator Value Measurements). Procedura ta pozwala na nowe ar-
chitektury w obliczeniach kwantowych. Mianowicie obliczenia kwantowe oparte na
pomiarach, które są typowo implementowalne na sieciach dwuwymiarowych, mogą
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być zrealizowane na łańcuchach jednowymiarowych poddanych sekwencyjnym adap-
tywnym pomiarom POVM.

7.4 Dodatkowy dorobek po doktoracie

Badania, które przeprowadziłem po uzyskaniu stopnia naukowego doktora, a które nie
stanowią części osiągnięcia habilitacyjnego, można podzielić na następujące podpunkty:

• Bezpieczna postselekcja w eksperymentach Bellowskich. Postselekcja może
mieć negatywny wpływ na testy nieklasyczności Bella, gdyż może ona wprowadzać
nieprzyczynowe korelacje, których obecność może unieważnić test nieklasyczności.
Jest to szczególnie ważny aspekt w eksperymentach optycznych, w których post-
selekcja jest bardzo często elementem przygotowania stanów splątanych. W pracy
[O1] wprowadziliśmy warunek wszyscy poza jednym (all-but-one), który zapewnia
bezpieczeństwo postselekcji dla wielocząstkowych testów nieklasyczności Bella. Dany
schemat postselekcji spełnia ten warunek, jeśli może zostać zrealizowany z wyłącze-
niem jednego dowolnego obserwatora. Bezpieczeństwo takiej postselekcji jest oparte
na tzw. regułach d-separowalności z dziedziny wnioskowania przyczynowego.

• Kwantowe wielocząstkowe stany związane w modelu spacerów kwanto-
wych. Stany boromejskie to stany związane trzech lub więcej cząstek, które roz-
padają się, o ile tylko jedna lub więcej cząstek będą usunięte z układu. Głównym
wynikiem pracy [O14] jest demonstracja istnienia stanów boromejskich dla trzech i
czterech cząstek w modelu spaceru kwantowego na jednowymiarowej sieci, w którym
tzw. operator kwantowej monety jest uogólnionym operatorem Grovera. Znaczenie
tego wyniku wiąże się z faktem, że dotychczas stany boromejskie pojawiały się je-
dynie w ramach fizyki jądrowej i atomowej, podczas gdy zaproponowana przez nas
konstrukcja może stanowić prosty model do analizy oddziaływań prowadzących do
powstawania stanów boromejskich.

• Wieloparametrowa kwantowa metrologia. Głównym wynikiem pracy [O17] jest
dowód, że uogólniony trój- i cztero-modowy interferometr Macha-Zehndera może być
wykorzystany do jednoczesnej estymacji odpowiednio dwóch i trzech faz (rozłożo-
nych dowolnie pośród trzech lub czterech modów) z precyzją odpowiadającą granicy
Heisenberga. Procedura estymacji zakłada całkowicie ustalony schemat interferome-
tryczny, mianowicie ten sam stan początkowy oraz ten sam zestaw pomiarów może
być użyty do estymacji dowolnego podzbioru nieznanych faz (pozostała jedna faza
służy jako referencja).

• Skończone zbiory uśredniające dla uśredniania wielkości fizycznych wzglę-
dem niezwartych grup symetrii. Projekt ten został w części zrealizowany po-
przez publikację [O18], w której zaproponowaliśmy konstrukcję skończonych zbio-
rów uśredniających dla grupy SL(2,C). Konstrukcja ta może być wykorzystana do
skonstruowania skończonych zbiorów uśredniających dla uśredniania stanów wielu
kubitów względem operacji typu SLOCC (Stochastic Local Operations and Classical
Communication). Zbiory takie mogą być traktowane jako uogólnienie pojęcia unitar-
nych t-deseni (skończonych zbiorów uśredniających względem operacji unitarnych)
na przypadek uśredniania po operacjach nieunitarnych. Konstrukcja ta oparta jest
na formaliźmie algebr Liego oraz uogólnionych kwadratur Gaussowskich.
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• Rewizja najnowszych paradoksów typu przyjaciela Wignera. Głównym re-
zultatem pracy [O8] jest twierdzenie pokazujące nieistnienie wyników tzw. pre-pomiarów
w teorii pomiaru kwantowego. Pre-pomiar to pierwsza faza procesu pomiarowego, w
której układ mierzony ulega splątaniu ze stanami urządzenia pomiarowego. W naszej
pracy [O8] pokazujemy, że nie można do takiego procesu przypisać jakiegokolwiek
wyniku pomiaru, gdyż wówczas, zakładając prawdziwość przewidywań kwantowo-
mechanicznych, otrzymujemy jawną sprzeczność. Ta własność unieważnia niedawne
stwierdzenia o wewnętrznej sprzeczności kwantowomechanicznego opisu procesu po-
miarowego z udziałem wielu obserwatorów, zaprezentowane w pracy: D. Frauchiger
and R. Renner , Nat. Comm. 9, 3711 (2018), oraz w pracach nią zainspirowanych.

• Wielopunktowa koherencja a pomiary bez oddziaływania. W pracy [O24]
dyskutujemy relację pomiędzy istnieniem wielopunktowej koherencji a możliwością
realizacji perfekcyjnych pomiarów bez oddziaływania. Podkreślamy, że mechanika
kwantowa dopuszcza jedynie dwupunktową koherencję, co wiąże się z faktem, że
każdy wieloszczelinowy eksperyment interferencyjny może być traktowany jako pro-
babilistyczna mieszanina eksperymentów dwuszczelinowych. Pokazujemy, że ten fakt
wyklucza możliwość realizacji perfekcyjnych pomiarów bez oddziaływania w ramach
mechaniki kwantowej. Tym niemniej takie pomiary są możliwe w hipotetycznej teorii,
która zawiera wielopunktową koherencję, jak np. teoria sześcianów gęstości (density
cubes theory).

• Losowy unitarny szum generowany przez losowe lokalne Hamiltoniany.
W pracy [O20] badamy wpływ losowego szumu unitarnego na wielocząstkowe stany
kwantowe. Zakładamy, że szum ten jest generowany losowymi Hamiltonianami, co
pozwala na charakteryzację odporności stanów na szum unitarny działający przez
odpowiednio krótki czas. Okazuje się, że taka odporność jest jednoznacznie opisa-
na za pomocą średniej Kwantowej Informacji Fishera danego stanu kwantowego. W
uproszczeniu im mniejsza wartość średniej Informacji Fishera, tym bardziej dany stan
jest odporny na losowy szum unitarny. Ponadto pokazaliśmy, że odporność ta bardzo
słabo zależy od rozkładu prawdopodobieństwa losowych Hamiltonianów.

• Nowa geometryczna reprezentacja trójpoziomowych układów kwantowych.
W pracy [O10] przedstawiamy trójwymiarową reprezentację stanów kutritowych przy-
pominającą reprezentację kuli Blocha dla stanów kubitowych. Pokazujemy, że każdy
taki stan może być reprezentowany jako trójwymiarowy wektor leżący wewnątrz elip-
soidy o określonym kształcie i położeniu w przestrzeni.

• Kwantowa redukcja złożoności komunikacyjnej a nieklasyczność Bella. Kwan-
towa redukcja złożoności komunikacyjnej i nieklasyczność Bella to dwa różne przeja-
wy nieklasyczności korelacji wyników pomiarów na układach kwantowych. Ich wza-
jemna relacja pozostowała przez długi czas niejasna. W pracy [O3] przedstawiamy
istotny krok w kierunku zrozumienia tej relacji poprzez wykazanie, że każda staty-
styka, którą da się wydobyć z protokołów kwantowej komunikacji cechujących się
odpowiednio dużą kwantową redukcją złożoności, prowadzi do złamania pewnej nie-
równości Bella. Dowód tej własności wykorzystuje tzw. wieloportową teleportację.

• Nowa definicja nieklasyczności korelacji czasowych. Pojęcie nieklasyczności
w odniesieniu do korelacji czasowych powstających w wyniku sekwencyjnych po-
miarów na pojedynczym układzie kwantowym jest niejednoznaczne i nie do końca
dobrze określone fizycznie, w przeciwieństwie do przypadku korelacji przestrzennych
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w scenariuszach Bellowskich. W pracy [O2] proponujemy nową definicję nieklasycz-
ności korelacji czasowych zainspirowaną teorią złożoności komunikacyjnej. Definiu-
jemy nieklasyczne korelacje czasowe jako takie, które nie mogą być zasymulowane
za pomocą propagacji w czasie układu klasycznego o pojemności informacyjnej rów-
nej pojemności informacyjnej układu kwantowego w sensie Holevo. Podajemy przy-
kład sekwencyjnych pomiarów typu POVM na pojedynczym kwantowym układzie
m-poziomowym, których statystyka nie może być zasymulowana za pomocą propa-
gacji w czasie klasycznego układu m-poziomowego oraz wykorzystania komputerów
z nieograniczoną pamięcią.

• Relacja pomiędzy ograniczeniami na kwantowy zysk złożoności algoryt-
mów kwantowych a ograniczeniami na precyzję estymacji parametrów w
kwantowej metrologii. W pracy [O6] wprowadziliśmy nowy sposób analizy efek-
tywności kwantowych algorytmów przeszukiwania, zauważając analogię pomiędzy
algorytmami typu Grovera a procedurami estymacji fazy w kwantowej metrologii.
Przedstawiliśmy ogólną hipotezę, że klasa szumów, które uniemożliwiają kwantowy
zysk w złożoności algorytmów przeszukiwania jest taka sama, jak klasa szumów, które
uniemożliwiają ponadklasyczne skalowanie precyzji estymacji fazy.
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