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1 Imie i nazwisko

Micha Grzegorz Studzinski

2 Posiadane dyplomy, stopnie naukowe lub artystyczne - z podaniem
podmiotu nadajacego stopien, roku ich uzyskania oraz tytu u roz-
prawy doktorskiej

1. Stopieh doktora nauk zycznych — 11.06.2015
Instytucja: Wydzia Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanhski, Gdansk, Pol-
ska
Rozprawa doktorsk&astosowanie teorii reprezentacji grup i algebr do niektorych proble-
moéw informatyki kwantowej
Promotor:prof. dr hab. Micha Horodecki
Promotor pomocniczydr Jaros aw Korbicz
Recenzencpprof. dr hab. Marek Kus, prof. dr hab. Andrzej Jamio kowski
Zréd o nansowania: Miedzynarodowy Projekt Doktorancki: Physics of future quantum-
based information technologies, grant MPD/2009-3/4 Fundaciji na rzecz Nauki Polskiej.

2. Stopien magistra astronomii — 01.07.2010
Instytucja: Wydzia Fizyki, Astronomii i Informatyki, Uniwersytet Miko aja Kopernika w
Toruniu, Toruh, Polska
Rozprawa magistersk&adanie ca kowalnosci wymiernych jednorodnych potencja 6w
Promotor:dr hab. Maria Przybylska
Ocena:bardzo dobry

3. Stopien licencjata astronomii — 11.05.2009
Instytucja: Fizyki, Astronomii i Informatyki, Uniwersytet Miko aja Kopernika w Toruniu,
Torun, Polska
Praca licencjackaBadanie ca kowalnosci wybranych klas wymiernych jednorodnych po-
tencja 6w
Promotor:dr hab. Maria Przybylska
Ocena:bardzo dobry

3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach nauko-
wych lub artystycznych

¢ 02.01.2022-0becnie, adiunkt (pe ny etat naukowo-dydaktyczny)
Instytucja: Wydzia Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanski, Gdansk, Pol-
ska
Bezposredni przezony: dr hab. Marek Krosnicki, prof. UG

* 01.01.2019-01.01.2022, adiunkt naukowy (sta podoktorski)
Instytucja: Uniwersytet Gdanski, Gdansk, Polska
Zréd o nansowania:Narodowe Centrum Nauki (Polska), grant: Sonatina 2 (2018/28/C/ST2/00004),
kierownik
Bezposredni przezony: dr hab. Marcin Marciniak, prof. UG/dr hab. Marek KroSnicki,
prof. UG

» 01.01.2016-31.12.2018, stapodoktorski
Instytucja: Department of Applied Mathematics and Theoretical Physics, The University
of Cambridge, Cambridge, Wielka Brytania
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Qpiekun naukowyprof. Richard Jozsa
Zr6d o nansowania:Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wy zszego, grant: Mobilnos¢ Plus
IV (1271/MOB/IV/ 2015/0)

* 06.2015-31.01.2106, adiunkt naukowy (sta podoktorski)
Instytucja: Wydzia Matematyki, Fizyki i Informatyki/Krajowe Centrum Informatyki Kwan-
towej (KCIK), Uniwersytet Gdanski, Gdansk, Polska
Bezposredni przezony: prof. dr hab. Micha Horodecki
Zr6d o nansowania:Seventh framework programme EU, grant: RAndomness and QUan-
tum EntangLement (RAQUEL), nrid: 323970

4 Omdébwienie osiagniec, o ktorych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2
Ustawy

4.1 Tytu osiagniecia naukowego

Jednotematyczny cykl publikacji pt.: Teoria reprezentacji grup i algebr jako nadzie do opisu i
konstrukcji nowych kwantowych protoko 6w przetwarzania informaciji.

4.2 Publikacje (autor/autorzy, tytu /tytu y publikacji, rok wydania, nazwa wydaw-
nictwa, recenzenci wydawniczy)

1. Square-root measurements and degradation of the resource state in port-based teleportation scheme
M. Studzinski, M. Mozrzymas, P. Kopszak
Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 55375302 (2022)
IF: 1.996 / punkty MNiSW: 100
https://arxiv.org/abs/2105.14886

2. Ef cient multi-port teleportation schemes
M. Studzinski, M. Mozrzymas, P. Kopszak, M. Horodecki
IEEE Transactions on Information Theory 68(12)7892-7912 (2022)
IF: 2.978 / punkty MNiSW: 200
https://arxiv.org/abs/2008.00984

3. Optimal Multi-port-based Teleportation Schemes
M. Mozrzymas, M. Studzinski, P. Kopszak
Quantum 5, 477 (2021)

IF: 2.921 / punkty MNiSW: 140
https://arxiv.org/abs/2105.14886

4. Ef cient Classical Simulation and Benchmarking of Quantum Processes in the Weyl Basis
D. S. Franca, S. Strelchuk, M. Studzinski
Physical Review Letters 126210502 (2021)
IF: 9.185 / punkty MNiSW: 200
https://arxiv.org/abs/2008.12250

5. Multiport based teleportation — protocol and its performance
P. Kopszak, M. Mozrzymas, M. Studzinski, M. Horodecki
Quantum 5, 576 (2021)

IF: 2.921 / punkty MNiSW: 140
https://arxiv.org/abs/2008.00856



6. Positive Maps From Irreducibly Covariant Operators
P. Kopszak, M. Mozrzymas, M. Studzinski
Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 53 395306 (2020)
IF: 1.996 / punkty MNiSW: 100
https://arxiv.org/abs/1911.13137

7. Simpli ed formalism of the algebra of partially transposed permutation operators with applications
M. Mozrzymas, M. Studzifski, M. Horodecki
Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 51 125202 (2018)
IF: 1.996 / punkty MNiSW: 100
https://arxiv.org/abs/1708.02434

8. Optimal Port-based Teleportation
M. Mozrzymas, M. Studzifnski, S. Strelchuk, M. Horodecki
New Journal of Physics 20.5(2018): 053006
IF: 3.539 / punkty MNiSW: 140
https://arxiv.org/abs/1707.08456

9. Port-based teleportation in arbitrary dimension
M. Studzihski, S. Strelchuk, M. Mozrzymas, M. Horodecki
Scienti ¢ Reports 7: 10871 (2017)
IF: 3.998 / punkty MNiSW: 140
https://arxiv.org/abs/1612.09260

10. Structure of irreducibly covariant quantum channels for nite groups
M. Mozrzymas, M. Studzifski, N. Datta
Journal of Mathematical Physics 58, 052204 (2017)
IF: 1.488 punkty MNiSW: 70
https://arxiv.org/abs/1610.05657

5 Omowienie celu naukowego/artystycznego ww. pracy/prac i osia-
gnietych wynikow wraz z omdéwieniem ich ewentualnego wyko-
rzystania

Moje osiagniecia naukowe sa czeScia prac zbiorowych. Méj wk ad do ka zdej z prac opisany jest

w rozdziale 1.2 osobno za aczonego dokumentu Wykaz osagnie¢ naukowych albo artystycznych,
stanowacych znaczny wk ad w rozwdj okreSlonej dyscyplingk ad pozosta ych wspoé autorow
prac w formie ich oéwiadczen jest za aczony jako osobny dokument. Dodatkowo, w niniejszej
prezentacji, pos uguje sie nastepujaca konwencja dotyczaca referenciji:

 publikacje nale zace do cyklu habilitacyjnego cytowane sa jako [H1]-[H10],

* inne publikacje, ktérych jestem wspé autorem, nienale zace do cyklu habilitacyjnego, sa
cytowane jako [P1]-[P15],

« pozosta e publikacje sa cytowane jako [E1]-[E107].

5.1 Wstep

Zjawisko splatania kwantowego uwa za sie za najbardziej zdumiewajace i wymykajace sie sche-
matom klasycznego mysSlenia. Fakt ten zosta zauwazony bezpoSrednio po sformu owaniu
matematycznych zasad nierelatywistycznej mechaniki kwantowej [E1]. Naukowcy badajacy
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wspomniane efekty mechaniki kwantowej zdali sobie sprawe, ze gdybysSmy mogli je kontro-
lowat i stosowat, otworzy oby to zupe nie nowe, niedostepne dla klasycznych implementaciji
obszary [E2]. Dzi§ wykorzystujemy te odkrycia i rozwijamy teorie bezpiecznych algorytméw
kwantowych [E3, E4], kryptogra i kwantowej [E5] lub obliczeh kwantowych [E6, E7] - przy-
toczyliSmy tutaj tylko kilka klasycznych wynikow. Tak obiecujace perspektywy praktycznej
implementacji w asciwosci kwantowych jako zasobu, dobitnie pokazuja wage podejmowanych
wysi kow na rzecz poprawy teoretycznego zrozumienia tego zjawiska, a tak ze jego ekspery-
mentalnej implementacji, w kohcu komercjalizacji, ktéra mo zna zaobserwowat we wspo cze-
snym rozkwicie rozwoju technologii kwantowych. Oprécz ogromnego postepu w tej dziedzi-
nie w ostatnich dziesiecioleciach, informacja kwantowa jest nadal bogatym obszarem nowych

i waznych wynikéw, pochodzacych z obu kierunkéw - wdro  zeh teoretycznych i praktycznych.
Jednym ze sposobdéw osiagniecia postepu w tej dziedzinie mo ze by¢ wykorzystanie i rozwi-
janie podejscia matematycznego. W naszym przypadku zosta o to osiagniete poprzez wy-
korzystanie wewnetrznych symetrii rozwa zanego uk adu. Powszechnie wiadomo, ze ilekrot
uk ad posiada jakies symetrie, jego opis staje sie znacznie prostszy i mozna otrzymac czesto
zamkniete formu y opisujace jego pewne w asnoSci. Aby zidenty kowac i wykorzystac ukryte
symetrie, mozemy uzy€ poteznego narzedzia, jakim jest teoria reprezentacji grup i algebr, ktéra
w wiekszoSci przypadkow pozwala nam zredukowac z o zonoS¢ problemu. To jest powdd, dla
ktérego tak wa zne jest dog ebne zrozumienie abstrakcyjnych narzedzi wraz z ich praktycznym

t umaczeniem.

Celem niniejszej serii habilitacyjnej jest dostarczenie nowych zaawansowanych nadzi ma-
tematycznychbazujacych na teorii reprezentacji, dostarczenie nowych wynikéw dotyczacych
zbioru kowariantnych kana éw kwantowydtich zastosowah w problemach zwiazanych z zaszu-
mionymi obwodami kwantowymi i ich klasyasymulowalnoseioraz z jednym z najwa zniejszych
efektéw w informacji kwantowej wykorzystujacy kwantowe splatanie -  kwantowej teleportacji
Bardziej szczeg6 owa motywacja do podijecia takiego programu badawczego zawarta jest w
kazdym dziale poSwieconym danemu zadaniu badawczemu.

Wszelkie wyniki naukowe powsta y w &cis ej wspé pracy naukowej z polskimi oraz zagra-
nicznymi oSrodkami naukowymi — Uniwersytet Wroc awski, Uniwersytet w Cambridge (Wielka Bry-
tania) oraz Uniwersytet w KopenhadzeCzes¢ rezultatéw aplikanta zosta a tak ze wypracowana w
trakcie jego stazu podoktorskiego na Uniwersytecie w Cambridge (prace [H1],[H2],[H3],[H4])
oraz na Uniwersytecie Gdahskim (prace [H5],[H6],[H7],[H8]). Ostatnie dwa artyku y [H9],[H10]
zosta y opublikowane po zatrudnieniu apliknata na stanowisku naukowo-badawczym na Uni-
wersytecie Gdanskim.

Szczeg6 owy dorobek podijetej problematyki badawczej w serii habilitacyjnej mo zna podsu-
mowac w poni zszym zestawieniu:

1. Klasy kacja i konstrukcja liniowych odwzorowan nieredukowalnie kowariantnych wzgle-
dem grup skohczonych i wybranych grup zwartych. Jest to omoéwione w dwoch artyku-
ach [H1] i [H5].

2. Rozwoj protoko 6w losowego testowania poréwnawczego (ang. randomized benchmarking
protocol, RB protocdls klasycznej symulacji obwodéw kwantowych poprzez wykorzy-
stanie nowych klas nieredukowalnie kowariantnych kana éw kwantowych. Jest to omo-
wione w artykule [H6].

3. Opracowanie nowatorskiego zestawu narzedzi matematycznych inspirowanych dualno-
Scia Schur-Weyla wraz z zastosowaniami do opracowania i opisu nowych kowariantnych
protoko 6w teleportacji kwantowej typu port-based. Wszystkie opracowane narzedzia
matematyczne sa opisane w artyku ach na temat teleportacji kwantowej w serii artyku-
ow [H2], [H10], [H3]i [H9].

4. Grupowo-teoretyczny opis istniejacych protoko 6w teleportacji kwantowej port-based dla
kazdego wariantu i dla dowolnego wymiaru przestrzeni Hilberta wraz ze szczeg6 owa
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analiza ich wydajnosci. Opis i analiza protoko u recyklingu dla deterministycznego
protoko u teleportacji kwantowej port-based. Jest to oméwione w serii trzech artyku-
ow [H3], [H4] i [H9].

5. Konstrukcja i opis nowych kowariantnych protoko éw teleportacji kwantowej typu port-
based do transmisji du zej ilosci informacji kwantowych. Badanie fundamentalnych ogra-
niczeh na ozonych na protokoy port-based przez mechanike kwantowa. Jest to omé-
wione w serii trzech artyku éw [H7], [H10] i [H8].

Rezultaty dotyczace narzedzi matematycznych oraz protoko 6w teleportaciji (multi) port-based
by y prezentowane jako referaty na najbardziej presti zowej, corocznej konferencji w dziedzinie
- Quantum Information Processing (2018: https://gipconference.org/2018/qutech.
nl/qip2018/qip-2018-program-details/index.html , 2021 https://www.mcqst.
de/qip2021/program/friday.html ).

5.2 Niezbedne pojecia wstepne z teorii reprezentacji

W celu uczynienia materia u prezentowanego w cyklu habilitacyjnym bardziej przystepnym
dla czytelnikéw, przedstawiamy tutaj krétkie wprowadzenie w niektére aspekty teorii repre-
zentacji grup. Skupiamy sie tutaj tylko na g 6wnych de nicjach, notacji i twierdzeniachu  zytych
w dalszej czesci tego autoreferatu. Po wiecej szczegd éw zachecamy czytelnikbw do zapozna-
nia sie z literatura umieszczona w niniejszym tekscie lub pracami habilitacyjnymi. Informacje
zawarte w tym podrozdziale nie sa oryginalnymi wynikami aplikanta, z wyjatkiem samej pre-
zentacji i uzytej notaciji.

Niech S, bedzie grupa symetryczna skonczonego, n elementowego zbioru (liczba uk adow).
Reprezentacja permutacyjna nazywamy odwzorowanie V : S, ! Hom ((Cd) M) grupy syme-

trycznej S, w przestrzen H (Cd) " zde niowanego poprzez dzia anie na wektory bazowe
fiaigd , d wymiarowej przestrzeni CY
N TN [ 1

p 102

8p 2 S, Vp-jali J azi J e‘ni = je‘p 1) p 1(n)|'

Poniewaz reprezentacja V jest zde niowana wzgledem wybranej bazy w przestrzeni CY jest
reprezentacja macierzowa, a operatory V, permutuja wektory bazowe zgodnie z zadana per-
mutacja p 2 S,. ReprezentacjaV w naturalny sposob rozszerza sie do algebry grupowej C[S;]
zde niowanej jako:

CISi] A n(d) = spancfVp 1p 2 Sig  Hom((C%) ™). )

W dalszej czeSci przez V(,,) rozumiemy nastepujacy operator 1; az.n 1 V(an) Pe€rmutujacy
uk ady zgodnie z permutacja p = (an) przy pominietej czesci identycznosciowej. Operator
identycznosciowy 1, z. n 1 dziaanan 1 pierwszych uk adach, oprécz ukadu a tego. Be-
dziemy u zywali konwenciji, w ktorej pomijamy operator identycznosciowy, gdy bedzie to jasno
wynika o z kontekstu prezentowanego materia u.

Do pracy z nieredukowalnymi reprezentacjami (dalej: irrep) grupy symetrycznej S, ko-
nieczne jest wprowadzenie pojecia podzia u (partycji) Podzia em a liczby naturalnej n, ozna-
czanego jakoa = n, nazywamy ciag liczb dodatnich a = (ag,ap,...,a), takich zea; a

ar oraz &{-, & = n. Kazdy podzia a mozna zobrazowac gra cznie jako diagram Younga
ktory jest zbiorem komorek u o zonych w rzedy wyréwnane do lewej - zilustrowaliSmy to w
czeSci A Rysunku 1. Dla ustalonej liczby n, ilos¢ diagramoéw Younga determinuje iloS¢ nie-
réwnowa znych nieredukowalnych reprezentacji grupy S, w rozk adzie abstrakcyjnym. Zbior
wszystkich diagraméw Younga o n komérkach jest oznaczany jako Y,. Jednakze wybierajac
jako przestrzeh reprezentacji H (Cd) " w rozk adzie grupy S, na nieredukowalne repre-
zentacje pojawiaja sie tylko takie diagramy Younga a, dla ktérych wysokoSc h(a) jest réwna
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Rysunek 1: Panel A przedstawia pie¢ mo zliwych diagraméw Younga dla n = 4, ktére odpowiadaja
wszystkim abstrakcyjnym nieredukowalnym reprezentacjom grupy S4;. Rozwazajac przestrzeh repre-
zentacji jako (CY) 4 widzimy, ze wystepuja tylko takie nieredukowalne reprezentacje grupy S, dla
ktorych wysokos¢ h( ) (d ugost pierwszej kolumny) odpowiedniego diagramu Younga jest nie wieksza
niz d. W szczegolnosci, jesli rozwazymy przypadek kubitowy (d = 2) mamy jedynie trzy dozwolone
diagramy dla n = 4: (4),(3,1),(2,2). Panel B przedstawia wszystkie mo zliwe diagramy Younga m" 4
spe niajace relaciem?2 a dla a = ( 2,1). Zielonym kolorem oznaczone sa komdrki dodane do poczatko-
wego diagramu a = ( 2,1). Nastepnie, najbardziej po prawej stronie prezentujemy wszystkie mo zliwe
diagramy Younga a = 3 spe niajace relacjea 2 mdla m= (3,1). Czerwonym kolorem oznaczyliSmy
komérki, ktére zosta y odjete od poczatkowego diagramu m=( 3, 1).

co najwyzej d. Redukuje to zbiér diagraméw Younga do zbioru diagraméw z nie wiecej ni z
d wierszami, zbior taki oznaczamy jako Y,q4. W obu zbiorach Yy, Y4 mozemy wprowadzic
strukture porzadku czeSciowego jako

a m 3)

jezeli m a; dla wszystkich i = 1,2,...|. Jeeli a m poprzez m a rozumiemy skosny
ksztat Younga powstay poprzez usuniecie z diagramu Younga mkomorek diagramu Younga
a. Rozwazmy teraz nastepujace dwa podziay a n 1orazm n. Piszacm2 arozumiemy
diagramy Younga m ktére powstay z a poprzez dodanie jednej komoérki. Podobnie, piszac
a 2 moznaczymy diagramy Younga a, ktére powstay z mpoprzez odjecie jednej komorki.
Rysunek 1 w cze&ci B ilustruje te zagadnienia. Oczywiscie zagadnienie to mozna uogolnic
na dodawanie/odejmowanie wiekszej ilosci komorek. Bedziemy tutaj u zywac tych samych
symboli m2 a, a 2 mniezalezenie od ilosci k dodanych/odjetych komérek poniewa z wartos€ k
zawsze bedzie jasno wynika a z kontekstu. Dla dowolnych a,m2 Y, méwimy, ze mpokrywa
a, albo a jest pokrywane przez mjezelia moraz

a n m n2Y,) n=alubn=m 4)

Innymi s owy, mpokrywa a wtedy i tylko wtedy, gdy a mi nif a sk ada sie przynajmniej z
jednej komorki. Majac wprowadzone pojecie diagramu Younga oraz zbiorow Yy, Y 4 de niu-
jemy kratownice Younga oraz jej zredukowana wersje. Kratownica Younga dla Y, jest grafem
niezorientowanym (nieskierowanym) z wierzcho kami, ktére sa elementami zbioru Y, oraz
krawedziami z | do mwtedy i tylko wtedy, gdy | pokrywa m Taka sama de nicja stosuje sie
do zredukowanej kratownicy Younga Y, 4, gdzie usuwamy wszystkie diagramy Younga zawie-
rajace wiecej niz d wierszy. ldea ta zosta a zilustrowana na Rysunku 2. Mo zemy réwnie z wpro-
wadzic w zbiorze wszystkich diagramow Younga dla ustalonego n porzadek leksykogra czny.

Niech| = (I 4,...,1 () orazm=(m,...,m) beda podzia ami n. Porzadek leksykogra czny jest
zde niowany w nastepujacy sposob: dla pierwszego indeksu i, dla ktérego istnieje m 6 | j, ta-
kiezem | piszemy m |.W szczegdlnosci wykorzystujemy porzadek leksykogra czny do



Rysunek 2. Kratownica Younga Yg zbudowana z szesciu kolejnych warstw numerowanych grupami
permutacji od S; do Sg. Pomarahczowe oraz czarne przerywane linie oznaczaja sciezki z irrepu | =( 1)
grupy S; doirrepu 19=(2,1,1,1,) grupy Ss. Zredukowana kratownica Younga Y62, tj. dla d = 2 jest
zde niowana jako diagram na lewo od czerwonej linii.

porzadkowania diagraméw Younga w ka zdym z wierszy (zredukowanej) kratownicy Younga
na Rysunku 2 oraz pozniej do numerowania wierszy i kolumn macierzy teleportacji opisanej
w Rozdziale 5.6.1.

Przypomnijmy teraz s ynna dualnos¢ Schura-Weyla [E8, E9], ktéra stwierdza, ze diago-
nalne dzia anie grupy unitarnej U(d) macierzy zespolonych oraz dzia anie grupy symetrycznej
S, na przestrzeni (C%) " komutuja ze soba:

[Vs,U u]= 0, (5)
gdzie s 2 S, oraz U 2 U(d), a przestrzen (CY9) " moze by¢ roz ozona w nastepujacy sposob:
M
(CchH "= HE H §. (6)
an
h(a) d

Grupa symetryczna S, dzia a nietrywialnie na przestrzeni HE, a grupa U(d) dzia a nietrywial-
nie na przestrzeni Hg, numerowanej tym samym podzia em a. Z roz adu przestrzeni opisanej
réwnaniem (6) widzimy, ze dla danego irrepu a grupy S, przestrzen H{ jest przestrzenia
krotnoSci o wymiarze mj, (krotnoSc irrepu a), podczas gdy przestrzeh HE jest przestrzenia
reprezentacji o wymiarze dy (wymiar irrepu a). Kazdy operator komutujacy z diagonalnym

dziaaniem U ", zgodnie z lematem Schura, musi by€ proporcjonalny do identycznosci na
przestrzeniach HY i posiadac swoja nietrywialna czeS¢ na przestrzeniach HE. Odwrotnie,
kazdy operator komutujacy z dzia aniem grupy permutacji S, jest nietrywialnie reprezento-
wany na przestrzeniach H{. W kazdej nieredukowalnej przestrzeni H& mozna zbudowac baze

ortonormalna fj a,iig, gdzie i = 1,...,da, wykorzystujac na przyk ad konstrukcje Younga-
Yamanouchiego [E9, E10]. Ze skonstruowanymi wektorami bazy mo zemy stowarzyszyc¢ niere-
dukowalne operatory bazowe E;']‘ dlai,j=1,...,dq postaci:

Eiej1 = leElJ j a,iiha,jog. (7

Poniewaz bazafj a, iig?j1 jest ortonormalna powy zsze operatory spe niaja nastepujace relacje:

0 0
Ei?EIilI = daa djkE-a Tr Eiejl = dj ms. (8)



Z operatoréw E;’]‘ uzywajac relacji zupe nosci &;ja,iiha,ijya = 1pa mozemy zbudowac tak

zwane projektory Younga P2 na nieredukowalne podprzestrzenie numerowane przez a:

3 lug,  PPP= PP TrP? = muda. (9)
Dla ustalonego irrepu a grupy S, operatory Ei"]-‘ z (7) oraz P? z (9) moga byt takze zapisane
za pomoca operatorow permutacji V, zde niowanych w (1) permutujacych uk ady przestrzeni
(C9 n:
da o
Ei= & fi YV, PP= 1 & cp HVp, (10)
P25 " p2S

gdzie liczby fj"’i‘(p 1) sa elementami macierzowymi nieredukowalnych reprezentacji p 2 S,
acl(p Y= a;f 3(p 1) sa odpowiednimi nieredukowalnymi charakterami. Oczywiscie, ope-
ratory dane poprzez powy zsze rbwnania spe hiaja te same relacje sk adania (8). Rzeczywiscie,
operatory Ei"’j1 rozpinaja nieredukowalne przestrzenie HE w (CY ", poniewaz dla kazdego ele-
mentu Vp 2 A n(d) mamy:

da
Vo= 4 & fi(p)E. (11)
a i,j:]_

Ostatecznie, uzywajac relacji (10) oraz (11) mozemy podac lewe dzia anie (odpowiednio prawe)
dowolnego operatora V, na operatory bazowe:

da da
VoEf = & fR(PEY  EjV, = & fi(p)E} (12)
k=1 =
Ostatnie wyra zenia rownie z dowodza, ze operatory Eﬁ-‘ rozpinaja nieredukowalna baze w ka z-
dym z irrepOw, poniewa z ich dzia anie jest zamkniete ze wzgledu na a.

5.3 Nieredukowalnie kowariantne odwzorowania liniowe

W dwoch pracach [H1], [H5] scharakteryzowaliSmy kompletna dodatnioS¢ oraz dodatniosc
odwzorowan liniowych, ktére sa kowariantne wzgledem dzia ania nieredukowalnej reprezen-

tacji grupy skonczonej. Odwzorowanie takie hazywamy nieredukowalnie kowariantnymi odwzo-
rowaniami liniowymi (ang. ICLM - irreducibly covariant linear map Moéwimy, ze odwzorowanie
liniowe F : B(H) ! B (K) jest ICLM wzgledem nieredukowalnych reprezentacji U(g),V(9)
grupy skonczonej G, jezeli dla kazdego operatora X 2 B(H) oraz dla kazdego elementug 2 G
zachodzi:

F U(g)XU(g9)" = V(gF(X)V(9)". (13)

Prze omowe wyniki w charakteryzowaniu takiej klasy odwzorowah pochodza od Scutaru [E11].
Udowodni on twierdzenie typu Stinespringa w jezyku C  algebr dla dowolnego ca kowicie
dodatniego odwzorowania liniowego, ktére jest kowariantne wzgledem unitarnej reprezentaciji
grupy lokalnie zwartej. Jego wynik nie daje jednak jednoznacznego sposobu konstruowania
takich odwzorowan, ani bardziej szczeg6 owego wgladu w ich wewnetrzna strukture. Nie-
mniej jednak odwzorowania ICLM tworzace nieredukowalnie kowariantne kanay kwantowe
(ang. ICQC - irreducibly covariant quantum channglmaja szeroki zakres zastosowan, od zyki
cia a sta ego po informatyke kwantowa. Na przyk ad SU(2)-kowariantne kanay zostay u zyte
do opisu splatania w uk adach spinowych [E12] i pozwalaja udowodni€ rozszerzona wersje
twierdzenia Lieba-Mattisa-Schultza przy u zyciu tzw. Matrix Product States [E13]. Zwiek-
szajac wymiar i biorac pod uwage grupe SU(d) mozna badat aspekty dimeryzacji kwanto-
wych ahcuchéw spinowych [E14]. W informacji kwantowej kanay kowariantne pomagaja
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analizowat w asciwost addytywnosci pojemnosci Holevo [E15] i minimalnej entropii wyjscio-
wej [E16, E17, E18, E19, E20]. W asnos¢ kowariancji pozwala réwnie udowodni¢ strong co-
nverse property dla pojemnoéci klasycznej [E21] i klasycznej pojemno&ci wspomaganej splata-
niem [E22] (ang. entanglement-assisted classical capaciBmawiana tutaj klasa kana 6w pozwala
takze na sformu owanie ciekawych rezultatow w kontekScie twierdzenia Birkhoffa [E23, E24]
oraz na konstrukcje nowych nieréwnosci macierzowych ze sto zka dodatniego [E25]. Powyz-
sza dyskusja wraz przyk adami ilustruje znaczenie (nieredukowalnie) kowariantnych kana 6w i
podkre§la potrzebe bardziej szczegd owego zrozumienia ich struktury wraz z ich w asnosciami
na bardziej ogélnym poziomie - bez wybierania konkretnej grupy, a wiec przedstawienie bar-
dziej systematycznego podejscia do zagadnienia.

W artykule [H1] podajemy szczegd owy opis matematyczny kana éw kwantowych — kom-
pletnie dodatnich, zachowujacych &slad odwzorowan liniowych (ang. CPTP- completely positive
trace preservingnieredukowalnie kowariantnych wzgledem grupy skonczonej G, w przypadku

gdy:
1. wejSciowa oraz wyjSciowa przestrzen Hilberta sa takie same, tzn. H = K,
2. rozwazana jest wyrézniona nieredukowalna reprezentacja U,

3. iloczyn tensorowy U UC€ jest prosto-redukowalny (ang. multiplicity free), gdzie U€
oznacza reprezentacje kontragradientna, tzn. dla kazdego g 2 G, U%(g) = U(g )T

U(9g).

Jak to zosta o zaobserwowane w Corollary 15 w [H1], odwzorowanie F, ktére jest ICLM musi
byt nastepujacej postaci:

F=1gP%+ § 1.P2: lig,la2 C, (14)

aBid

gdzie P @ sa ortogonalnymi projektorami rzutujacymi na nieredukowalne podprzestrzenie nu-
merowane indeksem a w rozk adzie U  U€, indeks id oznacza reprezentacje identycznoSiowa
(trywialna). Na przyk ad, je zeli za grupe G wybierzemy grupe permutacji S, to operatory
P 2 sa projektorami Younga z réwnania (9). Z powy zszego rozk adu jasno wynika, ze aby od-
wzorowanie ICLM by o ICQC na wsp6 czynniki  lig, fla0agi¢ Musza zostat narzucone pewne
dodatkowe warunki.

W celu ustalenia takich warunkéw, w pierwszym kroku, wyliczamy warunki spektralne
obrazu Choi-Jamio kowskiego J(F) dla dowolnego odwzorowania F, ktére jest ICLM. War-
tosci w asne i projektory ortogonalne, pojawiajace sie w rozk adzie spektralnym, sa wyra zone
ca kowicie przez nieredukowalne reprezentacje rozwa zanej grupy G. Zapewniajac, ze JF) O
otrzymujemy warunki konieczne i dostateczne na to, aby rozwa zane odwzorowanie liniowe F
by o ICLM (Twierdzenie 40 w [H1]). W szczegdlnosci, pokazalismy ze odwzorowanie F jest
ICLM zachowujacym Slad wtedy i tylko wtedy, gdy |y = 1 (Proposition 25 w [H1]). Dodat-
kowo, podalismy jawne wyra zenia na operatory Krausa dla rozwa zanej klasy kana 6w (Twier-
dzenie 41 w [H1]). Otrzymane rezultaty sa warunkami operacyjnymi, gdy ustalimy grupe G
oraz reprezentacje U. Dok adniej, aby zapewnit, ze rozwazane odwzorowanie jest ICQC, mu-
simy rozwiazat uk ad liniowych nieréwnosci wzgledem wspo czynnikéw z réwnania (14) — to
z kolei mo zna zrobit¢ efektywnie, przynajmniej numerycznie. Ten rezultat daje réwnie z geome-
tryczna interpretacije rozwiazan wspomnianego zbioru nieréwnosci, dla ktérego odwzorowanie
jest ICLM jest kana em ICQC. Mowiac bardziej formalnie, pokazaliSmy ze wszystkie wartoSci
w asne obrazu Choi-Jamio kowskiego odwzorowania, ktére jest ICQC musza znajdowac sie
w przecieciu zredukowanego sympleksu oraz pewnej przestrzeni generowanej przez macierz
otrzymanej ze spektralnej analizy projektoréow pojawiajacych sie w rozk adzie odwzorowania
ICLM (Proposition 43, Proposition 47 in [H1]).

Rozwiniete narzedzia i charakteryzacja, ktéra jest spe niona dla ka zdej skohczonej, prosto-
redukowalnej grupy G pozwoli a na podanie szerokiej klasy kana 6w kwantowych, ktére sa
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nieredukowalnie kowariantne bezposrednio z konstrukcji. Rezultaty te sa zawarte w Twier-
dzeniu 50 w Rozdziale 8.1 omawianego artyku u. Konstrukcja taka polega na szczegélnym
wyborze wsp6 czynnikéw fl3Qagiq in (14):

1 1

— 2 a

T gf;ch (9)f(9), (15)
gdzie na f : G! C narzucone sa pewne dodatkowe warunki, c?(g) jest nieredukowalnym
charakterem, a jj 3j oznacza wymiar irrepu a. Dodatkowo, podajemy przyk ady odwzorowan
ICQC dla wybranych grup prosto-redukowalnych: grupy symetrycznej Szi S, oraz grupy kwa-
ternionéw Q. W kazdym z przypadkéw konstruujemy odpowiednie reprezentacje macierzowe
oraz reprezentacje Krausa rozwazanych ICQC. Dodatkowo, oprécz rozwiazah analitycznych,
ilustrujemy gra cznie przestrzenie dozwolonych parametrow z (14) dla ktérych rozwa zane
odwzorowania sa ICQC. Nastepnie, dla przypadku grup Sz oraz Q, przy uzyciu kryterium
Peresa-Horodeckiego lub inaczej kryterium PPT (ang. positive partial transpo3dE26, E27], po-
dajemy warunki po spe nieniu ktérych rozwa zane odwzorowania ICQC sa kana ami amiacymi
splatanie [E28].

W artykule [H5] badaliSmy odwzorowania liniowe F z (13), spe niajace warunki 1,2 oraz
3, ale zamiastzadania spe niania warunku CPTP, chcemy aby odwzorowanie by o jedynie do-
datnie (ang. P — positivg. Zagadnienie klasy kacji konstrukcji nowych przyk adéw dodatnich
odwzorowan liniowych, nawet z dodatkowymi w asno&ciami, jest nadal zagadnieniem otwar-
tym oraz bardzo z o zonym pomimo wielu fundamentalnych rezultatow i podjetych prob w
tej dziedzinie [E29, E30, E31, E32, E33, E34, E35, E36, E37]. Jedna z g éwnych przeszkéd w
postepie na tym polu jest brak uniwersalnego operacyjnego kryterium dodatniosci. Dok ad-
niej, aby udowodni¢, ze dane odwzorowanie jest dodatnie musimy pokaza€, ze obraz Choi-
Jamio kowskiego jest blokowo dodatni, gdy do pokazania kompletnej dodatniosci wystarcza
wyliczenie wartosci w asnych 6w obrazu, co mo ze by€ zrobione efektywnie. Dlatego te z wazne
jest dostarczanie nowych przyk adéw odwzorowan dodatnich i metod ich konstrukcji, dajacych
wglad w wewnetrzna strukture rozwa zanego zbioru odwzorowan.

Nasze rozwazania rozpoczelismy od bezposredniej (z de nicji) konstrukcji odwzorowah
dodatnich ICLM dla grup skohczonych. Jednak ze, metoda ta moze efektywnie dzia ac jedynie
dla niskich wymiaréw — w naszej pracy dla przypadku kubitowego. Zbudowalismy odwzoro-
wania dodatnie dla dwu-wymiarowych nieredukowalnych reprezentacji grupy Sz oraz grupy
kwaternionéw Q. Dodatkowo, pokazalismy, ze kazde dodatnie kubitowe odwzorowanie ICLM
moze byC przedstawiona jako suma odwzorowan CP oraz CoP (ang. co-positive), ktore tak ze
sa ICLM.

Aby pozbyt sie koniecznosci sprawdzania warunku blokowej dodatniosci obrazu Choi-
Jamio kowskiego zaproponowaliSmy nowa metode konstrukcji. Metoda ta bazuje na rezul-
tatach zawartych w pracy [P1] i wykorzystuje odwzorowanie odwrotnej redukcji
R 12 End[M(d,C)] [E38, E39]:

Tr(X)
d 1

8X 2 M(d,C) R }X)= 1 X. (16)
W celu konstrukcji nowych rodzin odwzorowan dodatnich ICLM u  zywaliSmy Twierdzenia 15
z pracy [H5], ktére jest adaptacja Twierdzenia 1 z pracy [P1]. W pierwszym kroku de niu-
jemy operator W := (1 F)Pd+ dla rozwa zanego odwzorowania liniowego ICLM F, przy
czym zadamy, aby operator W by niedodatni. To zapewnia nam, ze badane odwzorowanie
na pewno nie jest odwzorowaniem CPTP. Widzimy, ze tak naprawde operator W jest obrazem
Choi-Jamio kowskiego odwzorowania F (dla wygody utrzymujemy tutaj oryginalna notacje).
Nastepnie zadamy, aby operator W = (1 R )W by dodatnio okreslony - to z kolei zapewnia,
ze rozwazane odwzorowanie F jest dodanie (na mocy Twierdzenia 15). Poniewaz dodatkowo,

11



rozwazane odwzorowanie jest ICLM, to musi by¢ ono w postaci (14). Zatem zgodnie z re-
zultatami pracy [H1], warunki na dodatnios¢ (niedodatnios¢) obrazu Choi-Jamio kowskiego
tego odwzorowania mo zna zapisac jako zbior nierébwnosci liniowych wzgledem nieznanych
wspo czynnikbw g, flagasia z (14) — Corollary 17 z pracy [H5]. U zywajac przedstawionego
tutaj podejscia skonstruowalismy odwzorowania dodatnie indukowane przez tréjwymiarowa
nieredukowalna reprezentacje grupy permutacji S, oraz reprezentacje grupy MU (d,n), ktéra
jest podgrupa grupy monomialnych macierzy unitarnych MU (d), gdzie n jest pewnym na-
turalnym parametrem. W szczego6lnosci, pokazaliSmy, ze obszar parametréw dla odwzoro-
wania ICLM generowanego przez grupe MU (3,n), dla ktérego odwzorowanie jest dodatnie,
zawiera w sobie obszar dodatniosci dla uogolnionego odwzorowania Choi [E40]. Przy czym,
obszar dodatniosci odwzorowania generowanego przez grupe MU (3,n) jest wyraznie wiek-
szy. Rezultat ten pozwala nam rozwa zac uogoélnione odwzorowanie Choi jako dodatnie od-
wzorowanie ICLM generowane przez grupe MU (3,n). Dla grupy M(d,n) bylismy tak ze w
stanie okreslic obszar dodatniosci, bezposrednio sprawdzajac blokowa dodatnios¢ obrazu Choi-
Jamio kowskiego. Obszar ten jest oczywiscie wiekszy niz wyznaczony za pomoca odwzoro-
wania odwrotnej redukcji. Rezultaty odnoszace sie do grupy M(d,n) moga by¢ interesujace
takze z innych wzgledéw. Mianowicie, odwzorowanie generowane przez ta grupe znalaz o
zastosowanie w protokole losowego testowania porownawczego (ang. randomized benchmarking
protocol, RB protocoldE41], w szczegblnym przypadku gdy rozwa zany zbiér bramek kwanto-
wych sk ada sie z elementéw grupy skonczonej, ale nie tworzy tzw. 2-design. Ponadto, grupa
M(d,n) zawiera kwantowa bramke T [E42], ktéra wraz z bramkami Clifforda tworzy zbior
uniwersalny do obliczeh kwantowych. Dodatkowo wspomniana grupa zostaa u zyta w pew-
nych zagadnieniach teorii uk adow wieloczastkowych [E43]. Zwiazek pomiedzy protoko ami
RB oraz odwzorowaniami ICLM motywowa nas do dalszych studiéw w tym zakresie, ktore sa
opisane w nastepnej sekcji autoreferatu.

Ostatnim rezultatem jest zwiazek pomiedzy s ynnymi warunkami Fujiwara-Algolet [E44]
a unitalnymi nieredukowalnie kowariantnymi kana ami kwantowymi generowanymi przez
grupe kwaternionéw Q. Pokazalismy, ze kazdy unitalny kubitowy kana kwantowy mo ze byt
przedstawiony jako nieredukowalnie kowariantny kana indukowany przez dwu-wymiarowa
nieredukowalna reprezentacje grupy Q. Ten kohcowy rezultat zawarty jest w Proposition 35
pracy [H5]. Wynik ten obowiazuje tak ze dla unitalnych odwzorowan dodatnich, dajac nam
niejako klasy kacje odwzorowan zachowujacych identycznos¢ w formie warunkéw czysto geo-
metrycznych.

5.4 Efektywny protokd losowego testowania poréwnawczego i klasyczna symula-
cja procesow kwantowych w bazie Weyla

Szum w warunkach eksperymentalnych oraz praktycznych wdro zeniach technologii kwanto-
wych jest nieunikniony ze wzgledu na oddzia ywanie z otoczeniem. Identy kacja jego zrode i
sprawna diagnostyka b edéw powsta ych w procesie ewolucji kwantowej jest jednym z kluczo-
wych krokéw w budowie skalowalnego komputera kwantowego. RGO zne implementacje maja
wiele zaleznych od specy kacji (architektury) sprzetu zréde szumu, co sprawia, ze problem
ich sprawnej detekciji jest bardzo z ozony. Jak dotad opracowano wiele ré znych metod detekciji:
protokd losowego testowania poréwnawczego (protoké RB) [E45, E46, E47, E48], tomogra-
a stanu i kana u [E49, E50], tomogra a zbioru bramek [E51] oraz bezpo&rednia estymacja
wiernosci [E52]. W ogélnoéci rézne metody detekcji szumu w obwodach kwantowych, czyli
takze potencjalnie w komputerach kwantowych, maja ré6 zne zakresy zastosowan oraz réznia
sie kosztami.

W artykule [H6] wprowadzilismy nowe podejscie do protoko u RB oraz klasycznej symu-
lacji obwodoéw kwantowych wykorzystujac operatory unitarne Weyla. Po raz pierwszy nasz
model pozwala na identy kacje wielu modeli szumu (w tym tak  ze ich mieszanki), ktéry dzia a
zaréwno dla kubitow jak i wy zej wymiarowych uk adow. W szczegolnosci, skupiliSmy sie na
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umotywowanych eksperymentalnie modelach szumu: depolarycujacy, defazujacy oraz modele
over-rotations bazujace na wp ywajacych na realizacje danej bramki. Zaproponowany protoké

jest odporny na tzw. bedy w przygotowaniu stanu i pomiaru (ang. state preparation and

measurement error - SPAM) oraz skaluje sie wraz z rozmiarem uk adu, przy naturalnym za o-
zeniu lokalnosci szumu, ale bez zak adania zadnej dodatkowej struktury obwodu. Wyniki te
w sposOb znaczacy rozszerzaja prace [E53, E54].

W tym samym artykule stosujemy rozwiniety przez nas protok6 RB do symulacji na
klasycznym komputerze wynikéw dostarczanych przez obwody kwantowe. Majac do dys-
pozycji obwod kwantowy o znanym pro lu szumu, podajemy analityczne ograniczenie na
liczbe probek wymaganych do klasycznej estymacji wynikéw obwodu z za o  zona precyzja. In-
nymi s owy, mo zemy podac nietrywialne obliczalne ograniczenie na zaszumienie bramki, ktore
trzeba dodat do kazdej bramki kwantowej w badanym obwodzie, aby zapewnit jego efektywna
klasyczna symulacje. Rozwiniete przez nas w pracy [H6] narzedzia nie zale za od geometrii
obwodu, ani struktury wybranego zbioru bramek. Te cechy odro zniaja nasze od wczeSniej ist-
niejacych metod [E55] i moga byt u zyte do badania z ozonosci klasycznej symulowalnosci dla
szerokiej klasy urzadzeh kwantowych u zywanych na przyk ad w re zimie VQE (ang. Variational
Quantum Eigensolveroraz urzadzeh kwantowych bliskiej przysz osci [E56, E57, E58].

Matematycznie, gdy implementujemy znana operacje unitarna U dzia ajaca na n kuditach,
otrzymana transformacja, z powodu wystepujacego szumu (b edu) opisanego kanaem N, jest
modelowana za pomoca kana u kwantowego postaci N U , gdzie U oznacza kana odpo-
wiadajacy unitarnemu sprze zeniu unitarnoscia U. Jednym z g éwnych celéw jest poznanie
(oszacowanie) parametrow opisujacych dany kana reprezentujacy szum N i mozna to osia-
gnat studiujac w asnie protokoy randomised benchmarking. Nasz protoké u zywa unitar-
nosci Weyla-Heisenberga fW(ab)gibio, ktére sa uogdlnieniami macierzy Pauliego na wy zsze
wymiary. Sa one zde niowane jako W,y = ZaxP, gdzie X 2 U(d) jest unitarnym operatorem
translacji, a Z 2 U(d) jest unitarnym operatorem mno zacym przez faze. Jezeli pracujemy z
uk adem n kuditow, wtedy Wy = Wia )  Wiab,) W(a, b,) j€St baza w przestrzeni
macierzy M (d",C), gdzie (a,b) 2 (Z4)?".

Jak wspomnieliSmy wczeSniej, wiele waznych z praktycznego punktu widzenia modeli
szumu, takich jak (lokalny) szum defazujacy czy (lokalny) szum depolaryzujacy, sa diagonalne
w bazie operatoréw Weyla. Sa one elementami szerszej klasy diagonalnych kana éw Weyla i
oznaczane sa przezT. Dla kazdegod 2 moga by€ one zapisane jako wypuk a kombinacja
sprzezenh operatorami Weyla [E59], [E60, Chapter 4]:

o

T(A)= &  pab)WepAW ), (17)
(ab)2(zg)>

gdzie p(a,b) jest rozk adem prawdopodobienstwa na (Z4 Z4)", a A jest dowolnym opera-
torem. Jasne jest,ze klasa kana 6w z (17) nalezy do rodziny kana 6w nieredukowalnie kowa-
riantnych omawianych w Rozdziale 5.3 niniejszego autoreferatu, a my prezentujemy tutaj ich

nowe zastosowanie. Poniewaz dyskutowane modele szumu sa diagonalne w bazie Weyla, to do
ich pe nego opisu wystarczy poznat ich diagonalne elementy T EZE; obliczone w tejze bazie.

Uzyskujemy to formu ujac i wykorzystujac protokd z o zony z nastepujacych krokéw:
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Protoko losowego testowania poréwnawczego w bazie Weyla (protok6 WRB)

Wejscie:(a,b) 2 (Z4)?" odpowiadajacy elementowi diagonalnemu, ktéry chcemy poznaé
oraz sekwencja d ugosci m. Stan poczatkowy r oraz pomiar POVM 2 E dzia ajacy na n
kuditach.

Wyjscie:liczba y.

1. Wybieramy losowo (ao,bo) 2 (Z24)?", stosujemy Wiap,), @ Nastepnie sekwencje

W = (Wi py)s - - Wianbn)) j€dnakowo prawdopodobnych, loklanych unitarnosci
Weyla dzia ajacych na n kuditéw na przemian z zaszumiona operacja unitarna U.

2. StosujemyW,

3. Wykonujemy pomiar na stanie wykorzystujac POVM fE,1 Eg.

4. Jeeli zmierzymy E wynikiem jest y = ¢ (4p)(@0,b0) = exp(i%i‘(b, a), (ag,bo)i).
W przeciwnym przypadku, wynikiem jest y = 0.

dang. positive-operator valued measureOvVM

Wybierajac sekwencje rdznej d ugosci oraz przeprowadzajac eksponencjalne dopasowanie

otrzymujemy estymacje diagonali m(a,b) = T U EZE; w bazie Weyla. Znajomos¢ na,b)

oraz fakt, ze T jest diagonalny w bazie Weyla jest wystarczajace do estymacji parametrow

opisujacych szum, poniewaz w tym przypadku: m(a,b) = U EZE; T EZE; To juz komplet-

nie charakteryzuje kana T, jezeli elementy diagonalne operacji unitarnej nie sa réwne zeru.
Maksymalna d ugost sekwenciji jest okreSlona przez przerwe spektralna | rozwazanego kana u
kwantowego. W rzeczywistosci parametr | 1 jest miara g ebokosci obwodu, na ktérej szum
bedzie juz widoczny. Twierdzenie 2 w artykule [H6] méwi, ze dla dowolnego e > 0 parametry
opisujace szum, n(a, b) moga zostat oszacowane z prawdopodobiehnstwem d, przez przeprowa-
dzenie M = O(e 2log(d tlog(1 1) 1)) eksperymentéw RB w bazie Weyla, kazdy zawiera-
jacy co najwyzej Mmax = O(I 1) bramek w pojedynczej sekwenciji. Parametr | ! moze zostat
okreslony przy u zyciu danych na temat zakresu parametrow szumu dostarczonych przez pro-
ducenta danego urzadzenia. Jednakze nasz protokd nie jest ograniczony jedynie do kana 6w
diagonalnych w bazie Weyla. Dok adniej, majac dostep do bramki Clifforda o odpowiednio ni-

skim zaszumieniu, mo zemy estymowac takze pozadiagonalne elementy N 8;23 dla dowol-
nego kana u N zapisanego w bazie Weyla. W tym przypadku rownie z udowodr{iliémy analog
przywo anego tutaj Twierdzenia 1 (Twierdzenie 2 w materia ach dodatkowych pracy [H6]).
W szczegolnosci to rozszerzenie pozwala na identy kacje parametréw innych modeli szumu
zawierajacych b edy typu przekrecenia (ang. over-rotation3.

W tym samym artykule [H6] u zywamy informacji na temat szumu w obwodzie kwanto-
wym do badania ograniczeh na z o zonos¢ ich klasycznej symulacji. Mowiac bardziej formalnie,
pracujemy w re zimie tzw. s abej symulacji. Oznacza to, ze dla danej obserwabli E mozemy kla-
sycznie symulowa¢ zaszumiony obwéd Gz = N (N) N (D dzia ajacy na produktowy stan
wejsciowy r, jezeli potra my klasycznie estymowac Tr (SE) z dok adnoScia do addytywnego
bedu e > 0, gdzie s = Gg(r). W naszej pracy zaproponowalismy algorytm prébkujacy, ba-
zujacy na prébkowaniu wzgledem normy " ; dla macierzy oraz wektoréw, ktéry wykorzystuje
wyniki testu WRB i mo ze by€ stosowany do zaszumionych obwodow dla czasu dyskretnego
jak i ciag ego:
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Algorytm probkowania obwodu

WejScie: zaszumiony obwod kwantowy okreSlony za pomoca kwantowych kana ow
N @ . N® kwantowy stan poczatkowy r oraz obserwabla E.
Wyijscie:liczba x taka, ze E(x) = Tr(Es), gdzie s = Gg(r).

1. Préba(ap, bp) z rozk adu po.

2. Dlak=1,...,n: Préba (ay, by) z px(ax+ 1, b+ 1@k, bk)
3. Wynik x jest dany jako

N
x = sign(r (ag, bo)) krk- E(an,bn) O kN ®(ay, bk, sign( N ® Ejkf’lk’gm))
k=1

. J

W Twierdzeniu 1 zawartym w pracy [H6] udowodniliSmy,  ze rzeczywiScie zaproponowany
algorytm prébkuje z rzeczywistego rozk adu oraz podajemy liczbe probek wymaganych aby
by¢ e blisko empirycznej wartosci oczekiwanej. Nastepnie ilustrujemy jak zastosowat nha-
sze wyniki do symulacji obwodéw kwantowych, tak ze w rezimie VQE. W przypadku, gdy
kanay kwantowe opisujace szum w obwodzie sa lokalne, stan poczatkowy oraz obserwable
sa produktowe pokazujemy, ze z 0zonoSt naszego algorytmu prébkujacego skaluje sie wielo-
mianowo. llekro€ stosujemy w obwodzie bramki Clifforda, to nie zwiekszaja one zo zonoSci
algorytmu, poniewa z dzia aja one jak permutacje w bazie Weyla. Dodatkowo rozszerzamy
zaproponowany algorytm probkujacy do kana 6w kwantowych postaci €, gdzie L jest opera-
torem Lindblada (rozdzia VII materia éw dodatkowych pracy [H6]).

Podsumowujac, nasze rezultaty oferuja narzedzia zaréwno dla praktykéw — poprzez do-
starczenie metod poréwnywania oraz wykrywania szerokiego wachlarza z o zonych modeli
szumoéw, oraz dla teoretykéw — dzieki dostarczeniu obliczalnych ograniczeh gornych, z jasna
operacyjna interpretacja, na faktyczna moc obliczeniowa zaszumionych urzadzeh kwantowych.

5.5 Wk ad w rozwdj teorii reprezentacji

Kolejnym wa znym elementem cyklu habilitacyjnego jest wk ad w rozwoj teorii reprezentaciji
algebry grupowej C[S,] A n(d) oraz algebry cesciowo transponowanych operatoréw permutacji

A%k)(d) wzgledem k ostatnich uk adéw:
AY(d) = spanfVv¥ :p 2 5, Hom((C% M), (18)

gdzie (k) jest skrétowym zapisem z ozenia operacji czesciowej transpozycji t, tn 1

th k+1Wzgledemukadow n,n 1,...,n k+ 1. Czasamiw literaturze algebre Aﬁk)(d) nazywa
sie takze algeba ce5sciowej transpozycji permutaii61]. Okazuje sie, ze elementy algebry A ﬁk) (d)
sa reprezentacjami macierzowymi na przestrzeni (CY%) ", zde niowanej w [E62, E63, E64] abs-
trakcyjnej Walled Brauer Algebra (WBA). Ka zdy element algebry Aﬁk)(d) spe nia relacje po-
dobna do (5), mianowicie mamy:

[X,u (W U “1=0, 8x2AP(d), (19)

gdzie kreska oznacza sprzezenie zespolone. Méwimy, ze operator, ktory spe nia relacje (19) po-
siada symetrie cesciova, w przeciwienstwie do operatoréw komutujacych z diagonalnym dzia-

aniem produktu tensorowego n operacji unitarnych (5). Widzimy, ze kazdy operator posiada-
jacy symetrie czeSciowa mo ze zostat zapisany jako kombinacja liniowa czesciowo transpono-
wanych operatoréw permutacji. Odwrotnie, ka zdy operator zapisany przy u zyciu operatorow

Vék) spe nia relacje (19). Oznacza to,ze mamy sytuacje podobna do dualizmu Schura-Weyla i
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oczekujemy analogicznego rozk adu przestrzeni (CY) " jak w (6):

M
(CH "=" H{ H yga (20)

X

gdzie suma prosta przebiega wszystkie nierownowa zne nieredukowalne reprezentacje rozwa-
zanej algebry. Numerowanie nieredukowalnych jest znane dzieki wczesniejszym pracom, na
przyk ad [E65, E64] wraz z referencjami wewnatrz tych prac. Dok adniej méwiac pokazano, ze
kazdy indeks x jest dwéjka x = (a,n), gdziea n ki m2 a jest otrzymane przez dodanie
k komérek do a. Naszym celem jest konstrukcja nieredukowalnej bazy operatorowej, pozwa-

lajacej na reprezentowanie operatoréw dzia ajacych na czesci H\);vs A» CO W rezultacie pozwoli
na efektywne obliczenia dla dowolnej ilosci uk adow n, liczby czeSciowych transpozycji k oraz
dowolnego wymiaru d.

W przypadku d = 2 mamy dysponujemy relacja U = syUsy, gdzie sy = 0 OI

macierza Pauliego. Relacja ta de niuje izomor zm pomiedzy dwiema omawianymi algebrami
Aﬁk)(Z) oraz An(2). Dla kazdego innego d > 2 nie dysponujemy ju z wspomnianym izomor -
zmem i nowa algebra Af]k)(d) nie jest juz algebra grupowa, jak to mia o0 miejsce w przypadku
An(d). Jest to bardzo atwe do zauwazenia w najprostszym przypadku, gdy k= 1, tzn. kiedy
czeSciowa transpozycja dzia a na ostatnim n tym uk adzie. Dok adniej, rozwa zmy operator
permutacji Vp 2 A,(d) dla p = (an), jasne jest,ze wtedy mamy vap’r = 1. Jednakze, wy-
bierajac Vir 2 AL (d) A 9(d), mamy V" (V)T = dvir = d?P, gdzie operator P, jest
dwu-uk adowym stanem maksymalnie splatanym. W asnos¢ ta powoduje, ze rozwazana alge-
bra rézni sie strukturalnie od algebry An(d), co czyni nasza dalsza analize bardziej skompli-
kowana. Okazuje sie, ze bezposrednie zastosowanie teorii reprezentacji dla algebry grupowej
grupy symetrycznej S, jest tutaj niewystarczajace i jest niezbedne rozwiniecie nowych narzedzi.
Jednakze z ogolnej teorii wiemy, ze kazda skohczeniewymiarowa C algebra jest suma pro-

sta algebr macierzowych i w konsekwencji jest algebra p6 prosta. Oczywiscie algebra As,k)(d)
wraz ze sprzezeniem hermitowskim t tworzy C algebre i jest zatem po prosta dla kazdej
wartoSci n oraz d. Oznacza to, ze mozemy ja roz ozy¢ na sume prosta idea 6w minimalnych
(nieredukowalnych) My:

jest

M
AP =" My with My = spancfF} : FIRY = d%F)g. (21)
X

Widzimy zatem, ze naszym g éwnym celem jest identy kacja nieredukowalnych idea 6w My i

konstrukcja nieredukowalnej bazy operatorowe;j F,T

Chronologicznie nasz praktyczny zestaw narzedzi dla nieredukowalnych reprezentacji al-
gebry Aﬁk)(d) zosta najpierw rozwiniety dla k = 1, a dopiero p6zniej zosta uogélniony na
przypadek dowolnego k. Co wiecej, wszystkie rezultaty w tej materii zostay uzyskane na
przestrzeni wielu lat w cyklu artyku 6w [H3, H9, H2, H10], ktére nie zawsze sa ca kowicie po-
Swiecone czysto matematycznym rozwa zaniom — wiekszos¢ prac jest dedykowana kwantowej
teleportacji. Tutaj jednak, aby uczyni€ niniejszy autoreferat bardziej przejrzystym zrezygnu-
jemy z chronologicznego prezentowania rezultatow. W zamian prezentujemy dyskusje dla
dowolnego k 1, dodajac odpowiednie komentarze w przypadku k = 1. W tym miejscu
bardzo wazne jest aby dodac, ze cze5€ rezultatow odnosnie przypadku k = 1 zosta a wypra-
cowana przez habilitanta podczas jego studiéw doktoranckich [P3, P4]. Jednakze, podejscie
przedstawione tam jest nieco innej natury i 0 ograniczonej praktycznej stosowalnosci — jest to
dobrze opisane w Rozdziale 2.3 oraz Rozdziale 3 artyku u [H2].

Dla przejrzystosci dalszej prezentaciji zaczniemy od krotkiego podsumowania g 6wnych
wynikéw zawartych w artyku ach z cyklu habilitacyjnego:
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1. W artykule [H10] podajemy efektywne narzedzia do obliczania Sladow czeSciowych wzgle-
dem dowolnej liczby uk adéw z nieredukowalnych operatoréw bazowych rozpinajacych
nieredukowalne reprezentacje grupy S, sugerowanych dualizmem Schura-Weyla. Dodat-
kowo dowodzimy nowych relacji ortogonalnoéci dla grupy S, motywowanych s awnymi
relacjami ortogonalnosci Schura [E66]. W szczegdlnosci méwimy tutaj o Proposition 6,
Lemacie 9 oraz Corollary 10 ze wspomnianego artyku u. Rezultaty te, w tym stopniu
0go0Inos&ci rozszerzaja wyniki z prac [E10, E67] dla operatoréw Py, i sa ca kowicie nowe
dla operatorow bazowych EEl1 . Z powodu prezentacji w dalszej czeSci autoreferatu przy-
toczymy tutaj rezultaty dotyczace wspomnianych sladéw czeSciowych:

"'ib €yp0 _ Mm_b

T By i = mp Siols

m
& e, 00 Ty Pm= & My b— P, (22)
b2m Mp

gdzie uzylismy uproszczonej notacji na slad czeSciowy wzgledem ostatnich k uk adéw
Tray = Trn 2k+1,.n k-

2. W artyku ach [H3, H10, H2] u zywamy faktu, ze algebraAﬁk)(d) czesciowo transpono-
wanych operatoréw permutacji jest reprezentacja macierzowa Walled Brauer Albegra na
przestrzeni (CY) ". Zaleznost ta, zgodnie z praca [E65], daje nam wszystkie abstrak-
cyjne ideay rozwazanej algebry (nie minimalne), pokazuje ich wzajemne zagnie zdze-
nie oraz ich zwiazek z nieredukowalnymi reprezentacjami grup permutacji S, i oraz
S, x« Rezultaty te daja nam narzedzie do konstrukcji nieredukowalnej bazy operato-
rowej macierzowych reprezentacji Walled Brauer Algebra na przestrzeni (CY) ", co jest
pierwszym w historii rezultatem tego typu. W szczegdlnosci, identy kujemy idea , ktéry
jest g bwnym obiektem naszych badan w kierunku zrozumienia protoko 6w teleportacji
kwantowej multi oraz port-based. Ta identy kacja jest mo zliwa dzieki analizie symetrii
wykazywanych przez rozwa zane protoko y teleportacji w Rozdziale 5.6.

3. Wykorzystujac zbudowana baze, w tych samych pracach, obliczamy nieredukowalne ele-
menty macierzowpodstawowych obiektéw naszych studiéw — operatorow permutacji cze-
Sciowo transponowanych wzgledem k ostatnich uk adéw, jak réwnie z operatoréw per-
mutacji nalezacych do podgrupy S, k., gdzie operacja czesciowej transpozycji nie zmienia
rozwazanych operatoréw. Ta czeS¢ jest krétko podsumowana z technicznego punktu wi-
dzenia w Rozdziale 5.5.1.

Otrzymane rezultaty sa nietrywialnym rozszerzeniem narzedzi wykorzystywanych w du-
alizmie Schura-Weyla do przypadku, gdy mamy do czynienia z symetria innego typu (symetria

czesciowa) —U (" KW U k, gdzie istniejace wczesniej narzedzia nie mog y by€ zastosowane
bezposrednio. DostarczyliSmy narzedzi do badania i lepszego zrozumienia Walled Brauer Al-
gebra na najbardziej przyjaznym poziomie z punktu widzenia praktycznych zastosowan — nie-
redukowalnych reprezentacji macierzowych. Narzedzia te pozwalaja na efektywne obliczenia
sk adania oraz sladéw czesciowych operatoréw z czesciowymi symetriami, ktére wykorzystu-
jemy pézniej w opisie protoko 6w teleportaciji kwantowej, ale nie tylko.

Okazuje sie, ze rozwazany komutant i ogolna teoria Walled Brauer Algebra odgrywa istotna
role w wielu aspektach zyki. W uk adach antyferromagnetycznych, podejscie reprezentacyjne
bazujace na algebrze WBA, pozwala na redukcje z 0zono&ci obliczeniowej przy numerycznej
diagonalizacji hamiltonianéw opisujacych badany uk ad [E68]. Nasze narzedzia moga przyczy-
nic sie do bardziej analitycznego podejscia do problemu, potencjalnie prowadzac do dalszych
uproszczen. Elementy teorii WBA moga by€ tak ze stosowane z sukcesem to wybranych zagad-
nieh zyki czastek [E69] oraz teorii grawitacji [E70, E71], gdzie ponownie podejscie reprezenta-
cyjne prowadzi do uproszczen w obliczeniach analitycznych. Narzedzia tutaj oméwione moga
byt takze stosowane w kwantowej teorii informacji — poza wspomnianymi tutaj protoko ami
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teleportacji kwantowej. Macierzy reprezentacji WBA mo zna uzy¢ do badania i charaktery-
zacji w asnosci PPT wieloczastkowych stanéw kwantowych w duchu pracy Eggelinga i Wer-
nera [E72]. Nastepnie mozna analizowat odwzorowania ICLM generowane przez rozwa zana
algebre wraz z ich k dodatnioscia [E73, E74, E25]. W szczegdblnosci, mana sie ograniczyt do
ICQC i prébowat budowat nowe przyk ady kana éw kwantowych, dla ktérych minimalna en-
tropia Rényi'ego na wyjsciu kana u nie jest addytywna [E75]. Pierwszy krok w tym kierunku
zosta zrobiony w pracy [E76], gdzie autorzy konstruuja kana y kwantowe rozwa zajac algebre
Temperley-Lieba. Majac solidne narzedzia matematyczne jesteSmy takze w stanie podac pe ny
algebraiczny opis uniwersalnych maszyn klonujacych M ! N. Dla przypadku 1 ! N zosta o
to czesciowo pokazane w pracy [P2], a nastepnie rozwiniete w [E77]. W ogdlnosci, mogliby-
Smy réwnie z sprobowat zastosowat nasze narzedzia do podania bardziej ciasnych ograniczeh
na wiernoSc¢ splatania dla przybli zonych kowariantnych kodéw b edéw [E78, E79, E80], co z ko-
lei mog oby miet implikacje dla obliczeh kwantowych odpornych na b edy (ang. fault-tolerant
guantum computing) oraz pewnych aspektéw dualnosci AdS-CFT [E81]. Wreszcie, korzystajac
z opracowanych metod, moglismy analizowa¢ operacje kwantowe wy zszego rzedu. W szcze-
goInosci motywowani pracami [E82, E83] mo zemy prébowat budowat grzebienie kwantowe
produkujace transpozycje nieznanej unitarnej operacji majac do dyspozycji jej k uzyt. Tak sze-
roki zakres wybranych zagadniefh pokazuje ogromny potencja opracowanych przez nas narze-
dzi matematycznych do zastosowan w innych problemach wspé czesnej zyki i matematyki,
co dowodzi, ze nie by y one wypracowane tylko do jednego konkretnego zastosowania.

5.5.1 Algebra cze&ciowo transponowanych operatoréw permutacji - podsumowanie tech-
niczne

Sekcja ta zawiera skrécone podsumowanie techniczne g ownych rezultatow dotyczacych

teorii reprezentacji algebry czeSciowo transponowanych operatoréw permutacji Aﬁk)(d), ktore
sa zawarte w cyklu artyku 6w [H3, H2, H10]. Zaczniemy od wprowadzenia pojecia  czesciowo
nieredukowalnych reprezenta¢ang. partially irreducible representations (PRIRyvprowadzonym
dla atwiejszego obliczania z o zeh i sladéw cze&ciowych operatoréw z symetriami czeSciowymi,
bedacym macierzowa wersja na konstrukcji Gelfand-Tsetlin'a [E9] dla grupy symetrycznej. W
pierwszej kolejnosci musimy jednak opisat¢ u zywana przez nas tutaj notacje. Rozwazmy m"
noraza n kdlak < n. Przez indeks ry 5 0znaczamy Sciezke na kratownicy Younga
prowadzaca od diagramu mdo a. Sciezka ta jest jednoznacznie wyznaczona poprzez wyboér
ancucha nakrywajacych sie diagramow Younga z mdo a, rozniacych sie miedzy soba o jedna
komorke w ka zdym kroku:

rn"la:(mrrh 1 HITh k+1!a)1 i m3 ITh 13 3 I k+13a' (23)

W szczegOblnosci oznacza to,ze indeks i, numerujacy elementy macierzowe f ™"moze by¢ przed-
stawiony jednoznacznie jako &ciezka na kratownicy Younga w postaci

im  (Fnrasla), azm (24)

gdzie |, oznacza teraz indeks przebiegajacy tylko w zakresie wyznaczonym przez irrep a.
Dodatkowo poprzez zapis d,, gdziem” noraza n Kk, rozumiemy:

qmjn = drmaen/bqalg = dmnd“h 1M 1 dﬂh k+1Mn k+1dabdlalg- (25)

Uzywajac tak wprowadzonej notacji mo zemy zilustrowa€ nasze macierzowe podejscie (PRIR)
do konstrukcji Gelfanda-Tsetlin'a. Dowolna nieredukowalna reprezentacja f ™ grupy S, moze
zawsze zosta€ unitarnie przekszta cona do PRIROw wzgledem podgrupy S, « S, w haste-
pujacy sposob M

8528, k fR(s)= dmemejf (s) = j¥(s), (26)

azm
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gdzie indeksy i,, ja przebiegaja od 1 do wymiaru irrepu a. Bloki pozadiagonalne sa macierzami
zerowymi i w ogdllno&ci nie musza by¢ kwadratowe. Dla dowolnego elementu s 2 S, forma
rozk adu (26) wzgledem podgrupy S,  jest juz bardziej skomplikowana, poniewa z pojawiaja
sie juz niezerowe bloki pozadiagonalne:

i a®
852 S fg(s)= (fFR)""n"(s) , (27)
gdzie zn6bw macierze na diagonali sa wymiaru odpowiedniego irrepu j @ grupy S, k. Majac
wprowadzone pojecie PRIR6w dowodzimy pierwszy techniczny rezultat zawarty w Lemacie

9 oraz Corollary 10 artyku u [H10] dotyczacy Sladéw czeSciowych z operatorow Ei'jn i Pz

réwnania (10):

Imib €y p0 _ Mm_b

Tr(k) Eib jbO - mb ibjb

o m
& e 0 Try Pm= @ My bm*mpm (28)
b2m b

gdzie wprowadzamy uproszczona notacje na Slad czesciowy wzgledem ostatnich k uk adéw
Trag = Trn 2k+1,..n k- Rezultaty te sa uzyte przez nas pozniej do konstrukcji nieredukowalnej

bazy operatorowej rozwa zanej algebry Aﬁk)(d). W algebrze tej, z przyczyn technicznych wyni-
kajacych z badania przez nas protoko 6w teleportacji (multi) port-based opisanych w dalszych
rozdzia ach, wyrd zniamy szczegdlny czeSciowo transponowany operator permutacji
K) .— \stn tn th ke
v = V(n 2k+ 1,n)V(n 12k+2,n 1) V(n kk,I:’Ll k+ 1)’ (29)
ktory jest z o zeniem roz acznych czeSciowo transponowanych operatorow transpozycji dzia a-

jacych na przestrzeni (C%) ". Naszym g éwnym celem by a konstrukcja nieredukowalnej bazy
operatorowej dla idea u dwustronnego M generowanego przez element V& wprowadzony

w (29) oraz elementy algebry Aﬁk)(d):
M = fvivilvLhjt,t92 s, g A Pd). (30)

Majac wyprowadzone wzory na Slady czeSciowe po dowolnej ilosci uk adow z nieredukowal-
nych operatoréw bazowych dla grupy symetrycznej (28), mo zemy zbudowac nieredukowalna
baze macierzowa dla ideau M . Jest to jeden z g 6wnych rezultatow dotyczacych narzedzi
matematycznych i jest zawarty w Twierdzeniu 11 pracy [H10]:

I'malna _ Ma 'may/(K) =T a
|:im in T |3mmmnEimla \ Ela in’ (31)

gdzie mp, m, oraz my sa krotnosciami irrepdw odpowiednio grupy S, ki Sy 2k W dualizmie
Schura-Weyla. Dodatkowo, powy zsze operatory spe niaja nastepujace prawa sk adania:

Mialwa="mbm¥b _ alndpa. 'mialnQ a
I:im in Fknp lo — dve dJnknPFim lo ~ (32)

Rezultaty zawarte w (31) oraz (32) sa analogami nieredukowalnej bazy macierzowej E;’}‘ danegj
poprzez (10) z relacjami ortogonalnosci (8) dla algebry grupowej A, (d) na przestrzeni (C%) M.
Pierwsze podejscie do konstrukcji macierzowych nieredukowalnych operatoréw bazowych zo-
sta o zaprezentowane dla k = 1 w pracy [H2] w Twierdzeniu 38. W artykule tym poczynilismy
kluczowy krok w kierunku zrozumienia ogolnej teorii ~ A9(d) przedstawionej przez autora na
jego wczesniejszym etapie kariery naukowej w pracach [P3, P4]. Mdwiac dok adniej, pozby-
lismy sie wielu technicznych probleméw, ktére powodowa y realne trudnosci ze stosowaniem
wprowadzonych wczesSniej narzedzi matematycznych nawet dla przypadku k = 1. W szcze-
g6Inosci, mozemy wspomnie€ tutaj o koniecznoci wyboru niezerowego elementu operatoréw
rozpinajacych algebre A,(d), co moze by¢ zrobione dla ustalonego n oraz d, ale nie jest moz-
liwe w ogllnym przypadku — zosta o to zilustrowane w Twierdzeniu 12 oraz Remark 13 w
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pracy [H2]. Dodatkowo, wszystkie bardzo z o zone wyrazenia opisujace algebre A%(d) dzieki
uzyciu pojecia czesciowo nieredukowalnych reprezentaciji moga zostat znacznie uproszczone —
zosta 0 to omowione z Rozdziale 4 pracy [H2]. Pomimo poczynionego postepu w tym temacie
nadal istnia a potrzeba analizy dla wiekszych wartosci k, co jest prezentowane w pracy [H10].

Idac dalej, w tym samym Twierdzeniu 11 z pracy [H10] udowadniamy, ze element V(K
generujacy idea M , moze zostac zapisany poprzez operatory z (31), co jest relacja podobna do
wzoru (11):

o o MpMp Iia €va

vik=3 & 4§

MmN ryaBya la

(33)

m, la fmya €vala’

Ten szczegOlny rezultat jest uogolnieniem wyniku zawartego w Twierdzeniu 38 w [H2] dla
dowolnej liczby czesciowych transpozycji k. Relacja ta, razem z w asno&ciami nieredukowal-
nej bazy operatorowej dla An,(d) pozwala nam na udowodnienie Lematu 12 z omawianego
artyku u, w ktérym obliczamy odpowiednie lewe dzia ania operatoréw bazowych:

P
MM v r
Ima fnva kK- & 2 n mg Tnflg o ar
vi¥=3 a —— dwale (34)
ky r r | ky r r |
b 'mb 'n/fg lg nPf,rp,g mg b 'm'b mO/g g
oraz
fma 'nia V - o n (t)Frrﬂarn/a (35)
Ko Fyb Tg lg 8~ A Dk \L)F 04

n

gdzie fﬂkn(t) sa elementami macierzowymi Vi dlat 2 S, , ktére moga zostac obliczone
z relacji (11). Rezultaty te pozwalaja na wyprowadzenie wyra zeh na elementy macierzowe
nieredukowalnych reprezentac;ji interesujacych nas obiektéw (Lemat 13 [H10]):

P
V(k) fmra f/a — (1( | drrﬂ alnf bdrn/ aln/ g MM (36)
Ko Tnib Tig lg b my
oraz r
rmfafva _ Mm
(Vt )Irr: h: = g arn/admin Wn é_ f E]mim(t ), (37)
Km

Jak widzimy elementy z réwnan (36) i (37) sa powiazane z parametrami opisujacymi irrepy
grupy symetrycznej S, oraz S, . Skonstruowalismy réwnie z projektory, ktére sa analogami
projektoréw Younga z (10). Ka zdy taki projektor w swoim dzia aniu powoduje organicznie do

nieredukowalnych blokow algebry Aﬁk)(d) w ideale M (De nicja 15 w pracy [H10]):

8a8m2a Fqa):= § § FR"We. (38)

m
'ma Km

Operatory tego typu zostay po raz pierwszy podane dla k = 1 w Twierdzeniu 1 w arty-
kule [H3] w kontekscie protoko 6w teleportaciji port-based. Ponadto, operatory te spe niaja
reguy ortogonalnosci podobne do tych z (9) w indeksach a,m(Lemat 15 w [H10]. Piszac
dok adniej mamy:

Fr(2) Fn(b) = d"PPFy(a). (39)

Zobaczymy pOzniej, ze projektory te odgrywaja centralna role w opisie pomiaréw w proto-
ko ach teleportacji (multi) port-based. Motywowani tym zastosowaniem dowodzimy bardziej
technicznych lematéw i faktéw w duchu relacji (28). W szczegolnosci, g éwne rezultaty sa
zawarte w Lemacie 18, Lemacie 19 oraz Lemacie 21 artyku u [H10]. Poniewaz nie opisujemy
tutaj szczeg6 owo wszystkich dowodow dotyczacych schematéw teleportacii, zdecydowaliSmy
sie wiec nie wypisywac tutaj tych wyra zeh wprost.
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5.6 Warianty protoko u teleportacji kwantowej port-based

Protokd port-based teleportation (PBT) zosta wprowadzony w roku 2008 przez Hiroshime i
Ishizake w cyklu dwoch prac [E84, E85]. Jego prze omowosE polega na tym, ze odbiorca tele-
portowanego stanu nie musi stosowac ju z unitarnej korekgcji, tak jak to ma miejsce oryginalnym
protokole teleportacji wprowadzonym w 1993 roku w pracy [E86]. To w aSnie brak wspomnia-
nej korekcji pozwoli na ca kowicie nowe zastosowania protoko u PBT, gdzie zwyk y protokd
teleportacji nie mo ze byt stosowany.

Pierwszym wa znym zastosowaniem PBT jest podanie nowej architektury dla uniwersalnych
programowalnych procesoréw kwantowych, przeprowadzajacych obliczenia z wykorzystaniem
teleportacji [E7, E87, E84, E85]. Schemat PBT zosta tale z powodzeniem uzyty w kwanto-
wej kryptogra i (ang. port-based cryptography), gdzie posu zy do budowy protoko 6w do
natychmiastowej implementacji pomiaréw i obliczeh. To zastosowanie pozwoli 0 na podanie
nowych atakow kryptogra cznych, dla ktorych ilos€ zasobu mierzona poprzez ilos€ zu  zytego
splatania, zosta a zredukowana z podwojnie eksponencjalnej do eksponencjalnej [E88]. Wersja
kubitowa protoko u PBT pozwoli a na podanie zwiazku pomiedzy teoria zo zonosci komu-
nikacyjnej, a amaniem nierobwnosci Bella [E89]. To ca kowicie nowe zastosowanie pozwoli 0
wykazat, ze kazda dla kwantowej przewagi w z o zonosci komunikacyjnej zawsze jest mozli-
woS¢€ otrzymania takiej statystyki pomiardw, ktéra amie jaka$ nierownos¢ Bella. Istnieje zatem
g eboka zaleznos€ pomiedzy nielokalnoécia, a przewaga kwantowa w z 0  zonosci komunikacyj-
nej. Kubitowe PBT moze byt réwniez interpretowane jako uniwersalny symulator dla kana 6w
kubitowych [E90], poprawiajac symulacje kana u t umiacego amplitude (ang. amplitude dam-
ping channél. Rozszerzajac protoké PBT do tzw. protokou PBT strechingmozemy podac
fundamentalne ograniczenia na mo zliwo&¢ rozré zniania kana éw kwantowych [E91]. Ostatnio,
niektére aspekty protoko u PBT odegray role w analizie i konstrukcji uniwersalnych obwo-
dow kwantowych produkujacych odwrotnoS¢ dowolnej nieznanej operacji unitarnej [E92, E82],
w teorii przechowywania i odzyskiwania unitarnych kana 6w kwantowych [E93], a tak ze w
kontekscie dualnosci ADS/CFT [E94]. Ta szeroka gama zastosowan i mozliwos¢ dalszego roz-
woju w wielu problemach wspé czesnej teorii informacji kwantowej motywuje nas do bardziej
szczeg6 owego badania protoko u PBT we wszystkich jego wariantach, zw aszcza w przypadku
Wy zSzego wymiaru.

W kazdej z wersji protoko u PBT nadawca (Alicja) oraz odbiorca (Bob) wsp6 dziela N par
maksymalnie splatanych, ka zda z nich zwana portem jest to zilustrowane na Rysunku 3. Zbior
wszystkich stanéw splatanych (portéw) jest z kolei nazywany stanem zasohktéry jest postaci

jiYiag =(Oa 18)jY'iag =(Oa 1g)iyTiam i Y ias, j yTiagey,  (40)

gdzie A = Aj;A, AN, B = BiB, By oraz Op, wraz z warunkiem normalizacyjnym
Tr(O’,&OA) = dV, jest pewna globalna operacja zwiekszajaca wydajnose protoko u [E85, E95], [H3,
H4]. W nieoptymalnym protokole PBT mamy Oj = 1,, podczas gdy dla optymalnego sche-
matu jej jawna postac jest znana i dyskutowana w [E85] i [H4]. Alicja, aby przes at do Boba
nieznany stan Y ¢ czasteczki, dokonuje globalnego pomiaru P iAC na stanie Y ¢ oraz swojej cze-
&ci stanu zasobu A, otrzymujac klasyczny wynik 1 i N. Nastepnie za posrednictwem
klasycznego kana u Alicja komunikuje indeks i Bobowi, wskazujac port na ktorym dokona a
sie teleportacja i zadna dalsza korekcja przes anego stanu nie jest jiz wymagana.

Rozr6zniamy dwa warianty PBT:

1. Deterministyczny PBT (dPBT)Nieznany stan kwantowy Y jest zawsze przesy any do
odbiorcy, ale transmisja nie jest doskona a. Kana teleportacyjny N moze byt zapisany
jako:

h [

N
N (Yc)= & Trac P Oa 1gs,g Oh 1g yc . (41)
i=1
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Rysunek 3: Lewy rysunek przedstawia kon guracje protoko u teleportacji kwantowej wprowadzonej

w [E86]. W tym protokole odbiorca aby odzyskac teleportowany stan musi zastosowac operacje unitarnej
korekciji, ktéra zale zy od klasycznej informaciji przes anej przez nadawce. Prawy rysunek przedstawia
kon guracje protoko u PBT [E84, E85]. W tym przypadku, przeciwnie do standardowej teleportaciji,
nadawca i odbiorca wspé dziela N maksymalnie splatanych par (portéw). Odbiorca, aby odzyskat
teleportowany stan musi jedynie wybrat jeden z portow wskazanych przez klasyczna informacje od
nadawcy. Zadna dalsza procedura korekcji nie jest juz potrzebna. Jednakze z powodu twierdzenia
0 zakazie programowania [E96], przesy nie jest idealny i wiernos¢ teleportacji jest mniejsza ni z 1.
Doskonay przesy jest mozliwy jedynie w asymptotycznym scenariuszu, gdy N ! ¥ .

gdzie przez Tr oc 0znaczamy Slad czesciowy po uk adach AC z wy aczeniem uk adu B.
Stany s A,g S& Nazywane stanami sygna owymii maja nastepujaca postac:

1
SAiB = S| = Wlil P;i81 (42)

gdzie P;_B jest projektorem na stan maksymalnie splatany pomiedzy uk adem A; orazB.

Aby poznat efektywnost kana u teleportacji mo zemy zapytac jak dobrze przesy a on nie-
klasyczne korelacje. Oznacza to,ze interesuje nas obliczenie wiernosci splatania F(N )
pomiedzy stanem na wyjsciu kana u teleportujacego N, gdy dokonujemy przesy u po-
duk adu C ze stanu maksymalnie splatanego P{;D, a stanem po idealnym przesyle P;D:

h i
Tr Of 1g Pf® Oa 1gs,5 . (43)
1

h i
1
FIN)= T Pio(Ne 10)(Plp) =

Qo

W szczegdélnosci, w artykule [E85] pokazano, ze kana teleportacji N jest kana em depola-
ryzujacym i jako rezultat jego dzia ania otrzymujemy stan izotropowy z parametrem mie-
szania p = p(N,d) zwiazanym z wiernoscia splatania F(N ) w nastepujacy sposo6b [E91]:

FIN)= 1 p+ 5. (44)

Zgodnie z ostatnimi wynikami zawartymi w artykule [E97], wiemy  ze pomiary postaci
square-root measurementSRM) sa optymalne w kazdej wersji protoko u PBT (w nie- i
optymalnym PBT). Przy czym pomiary optymalne (POVM) w wersji nieoptymalnej pro-
toko u PBT maja postac:

. 1 1 \
81 i N pPAC = P—Sach where 1= § sac. (45)

Operator r ! jest okreSlony na nosniku operatora r, zatem aby zapewnic sumowanie
sie wszystkich POVM6w do identycznosci 1ac na ca ej przestrzeni (C9) N*1 musimy
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do kazdego z P A° dodat dodatkowy wyraz D = & 1ac &]L,;PAC . Okazuje sie, ze

ten zabieg nie zmienia wierno&ci splatania F(N ) kana u N, poniewaz dodatkowy wyraz
D jest ortogonalny do przestrzeni, na kérej okreSlone sa operatory opisujace PBT [E85,
E84], [H3].

2. Probabilistyczny PBT (pPBT)W tym wariancie teleportacji nieznany stan jest transmito-
wany do Boba z wiernoscia F = 1, jednak nadawca i odbiorca musza zaakceptowat
niezerowe prawdopodobienstwo, ze protoké zakonczy sie niepowodzeniem (brakiem te-
leportacji). W tym protokole Alicja ma dostep do N + 1 POVMéw fP 8¢, P ¢, ... PR g,
przy czym za niepowodzenie teleportacji odpowiada pomiar PQC. Efektywnos¢ proto-
ko u jest opisana poprzez srednie prawdopodobienstwo sukcesu teleportacji psuco ktére
jest rowne [E85], [H3]:

_ 1
Psuce= GN+1

h i
Tr OAPACO, . (46)
1

1 Qo=

Wymaég idealnego przesy u stanu teleportowanego nak ada dodatkowe warunki na po-
miary dostepne dla Alicji, a dok adniej méwiac moga one byt tylko nastepujacej po-
staci [E85], [H3]:

81 i N Pf°=Pi. Qa, (47)

gdzie forma dodatnich operatoréw Qx, musi zosta€ znaleziona i zostanie to przedyskuto-

wane pozniej. W tym przypadku A; oznacza, ze operator dzia a na wszystkich uk adach
A;  Ap, oprocz uk adu A;. Optymalna forma operatorow Qa W obu wersjach proto-
ko u probabilistycznego (nieoptymalnej i optymalnej) zosta a podana dla kubitéw w [E85]

i dla wiekszych wymiaréw przestrzeni w [H3].

ZwroEmy tutaj uwage na pewna konwencije notacyjna. Zaréwno w przypadku deterministycz-
nych oraz probabilistycznym operacje optymalizujaca oznaczamy jako Oa. Nalezy przy tym
pamietact, ze jest ona r@&na dla r6znych wersji protoko u, to samo dotyczy pomiar6éw wykorzy-
stywanych przez Alicje. To o jakiej operacji Oa, czy pomiarach méwimy, zawsze bedzie jasno
wynika o z kontekstu.

W kazdym z przypadkow idealna transmisja z jednostkowa wiernoscia lub z jednostkowym
prawdopodobiehstwem jest mo zliwa tylko w przypadku asymptotycznym, gdy N ! ¥ . Wa-
snosc¢ ta jest konsekwencja twierdzenia no-go dla uniwersalnych procesoréw o skonczonych
rozmiarach (ang. no-programming theorepfE96]. To ograniczenie na PBT rodzi fundamentalne
pytanie, zw aszcza w Swietle wymienionych na poczatku zastosowan, jak dobrze strony moga
przesy at stany kwantowe poprzez protokoy PBT o skonczonej liczbie N portéw oraz jego
dowolnym wymiarze d.

Jasne jest,ze bezpoSrednie zastosowanie obliczeh numerycznych nie daje dobrych rezul-
tatbw, poniewa z wymiary macierzy wszystkich obiektéw opisujacych PBT rosa jak dN*1, co
powoduje realne komplikacje obliczeniowe. Do tej pory analiza wydajnosci protoko 6w PBT
znana by a tylko w przypadku kubitowym, gdy d = 2 [E84, E85]. Wiazaca analize uzyskano
uzywajac formalizmu teorii momentu pedu  SU(2) N, w tym teorii wsp6 czynnikéw Clebscha-
Gordana wraz z metodami programowania wypuk ego. Narzedzia te dzia aja jednak efektyw-
nie tylko w przypadku kubitowym i nie daja sie zastosowac do analizy wwy  zszych wymiarach.
W przypadku d > 2 znane by y jedynie czastkowe rezultaty pokazujace dolne/gérne ograni-
czenia na wiernosc F, na prawdopodobienstwo sukcesu psucc W funkcji wymiaru oraz liczby
portéw [E88, E85, E98] dla protoko 6w nieoptymalnych. Dla przypadku deterministycznego,
ograniczenia polegay na analizie spektralnej operatora r [E85], oraz zwiazku z protoko em
rozrézniania stanéw kwantowych [E88]. W przypadku probabilistycznym z kolei, ogranicze-
nie bazowa o na zakazie kwantowego klonowania i zasadzie niesygnalizowania [E98]. Jednak
we wszystkich przypadkach nie wiadomo by o do kohca jak bliskie sa one rzeczywistych war-
tosci dla skohczonej liczby portéw N i w dowolnego wymiaru d. Pierwsze bezposrednie ana-
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lityczne podejscie do opisu wydajnosci PBT w wy zszych wymiarach zosta o zaproponowane
w [E99] dzieki wykorzystaniu gra cznych metod dla algebry Temperley-Lieb. Autorzy podali
wyra zenia na wiernosc splatania oraz prawdopodobienstwo sukcesu dla dowolnego wymiaru
doraz N 2 f 2,3, 4. Metody gra czne réwnie z nie sa zadowalajace ze wzgledu na bardzo du za
liczbe przypadkow niezbednych do rozwa zenia, ktora roSnie eksponencjalnie z liczba portow.
Dlatego istnia a koniecznos¢ wypracowania nowych, bardziej efektywnych metod do analizy
protoko 6w PBT. W tym celu zdecydowaliSmy sie zidenty kowac, a nastepnie wykorzystac ist-
niejace w problemie symetrie, co pozwala na zastosowanie elementéw teorii reprezentaciji grup

i algebr skonczonych. Ponizej podam i oméwie najwa zniejsze uzyskane wyniki dotyczace ba-
dania efektywnosci PBT w wy zszych wymiarach.

5.6.1 Protokd teleportaciji kwantowej port-based dla dowolnego wymiaru przestrzeni

Jak to opisaliSmy w poprzednim rozdziale, wielkim otwartym problemem by o znalezienie
opisu PBT w wy zszych wymiarach oraz ich optymalnej wersji w najbardziej ogolnej kon -
guracji — z optymalnym pomiarem, ktory dzia a dla dowolnego wymiaru i liczby portéw, a
takze ustalenie ich wydajnosci wraz z dostarczeniem mo zliwie atwych do analizy wyra zeh na
wiernos€ splatania i prawdopodobiefnstwo sukcesu. W pracach [H3, H4, H2], wraz z wspé au-
torami, poda em pe na charakteryzacije wydajnosci wszystkich istniejacych wariantéw PBT dla
dowolnego wymiaru d oraz dowolnej liczby portéw N. Mozliwos¢ pe nego opisu wszystkich
protoko 6w PBT wynika a z dwdch kluczowych innowacji opisanych w rozdziale 5.5:

1) Nowatorskie po aczenie protoko 6w PBT z algebra cze&ciowo transponowanych operatorow
permutacji AJ(n).

2) Nowe i efektywne narzedzia (analityczne i numeryczne) do obliczania z o zeh operatoréw z
symetriami czeSciowymi wraz z ich Sladami czeSciowymi i czeSciowymi transpozycjami.

W pierwszej kolejnosci zidenty kowaliSmy symetrie wystepujace w protoko ach PBT oraz po-
kazalismy ich zwiazek z nieredukowalnymi reprezentacjami algebry cze&ciowo transponowa-
nych operatoréw permutacji Ag(n). Przypomnijmy, ze kazdy stan maksymalnie splatany jest
U U niezmienniczy [E100], gdzie kreska oznacza sprzezenie zespolone elementuU z grupy
unitarnej U(d). Implikuje to nastepujace symetrie dla wszystkich stanéw sygna owych siAB
Z (42):

[uN U,;s*®=0 8U2U(d), (48)

gdzie U dziaana B, aU N dziaanaukadach A = A; Ay. Konstrukcja siAB pozwala na
zidenty kowanie dodatkowej symetrii — kowariancji wzgledem elementéw grupy symetrycznej
S, dzia ajacych na pierwszych N uk adach:

VosBV) = s28. 8p 2 sy (49)
W szczegolnosci, wybierajac dowolny stan sygna owy z ca ego zbioru, na przyk ad s,{?B, to
kazdy inny mo ze byt z niego wygenerowany poprzez zadzia anie elementem z warstwy Sy/ Sy 1,
gdzie elementy te w reprezentacji V sa postaciV(;y 1), dlai=1,...,N 1. Takie same relacje
kowariancji jak w (49) zachodza réwnie z dla pomiaréw fP i’*cgi’\il we wszystkich wariantach
PBT:

VePACV] = PAG, 8p 2 Sy (50)

Przypomnijmy teraz, ze operator r (45) jest suma wszystkich mozliwych stanéw S,QB:

(Ai0) v & Vi (51)
ha



Przy czym w drugim wyra zeniu przenumerowalismy uk ady zgodnie z regua A1 7! 1,A, 7!
2,...,AN 7! N,C 7! n = N+ 1. Dla notacyjnej przejrzystosci przez  oznaczamy czesciowa
transpozycje wzgledem n tego uk adu. Relacja (51) implikuje to, ze operator r réwnie z po-
siada symetrie opisane réwnaniem (48) oraz dodatkowo jest on niezmienniczy wzgledem dzia-
ania grupy symetrycznej Sy. W dalszej czeSci tego podrozdzia u bedziemy w du zym stopniu
korzystac z tej w asciwosci. Widzimy zatem, ze g 6wne elementy niezbedne do efektywnego
opisu PBT moga byt zapisane przy pomocy czeSciowo transponowanych operatoréw permuta-
cji z algebry A9(n).

Wykorzystujac opisane wy zej symetrie wraz z narzedziami matematycznymi opisanymi w
Rozdziale 5.5.1, dowodzimy Twierdzenia 1 oraz Proposition 2 w artykule [H3], méwiace ze
operator r z réwnania (51) posiada nastepujacy rozk ad spektralny:

r= a almaFia), (52)
a'n 2n2a

gdzie F(a) sa projektorami na nieredukowalne komponenty algebry A9(d) z réwnania (38)
dla k = 1, ktérym odpowiadaja nastepujace wartosci w asne

_ N Mnda
| (@) = &N mad

(53)

Wynik ten pozwala na rozwiazanie pierwszej technicznej przeszkody, mianowicie pozwala na
obliczenie r ' oraz 1/ " T z réwniania (45). Dzieki temu z kolei mo zemy obliczy¢ wiernos¢
splatania kana u teleportujacego F(N) z (43), gdy Oa = 1A (nieoptymalne deterministyczne
PBT), w terminach czysto teoriogrupowych parametréw opisujacych irrepy Sy w dualizmie
Shura-Weyla (Twierdzenie 12 w [H3]):

1 o o 9 —
F= dN+2 a a dn‘ﬂqm . (54)
an 2 nka

Wielkoéci z ostatniego wyra zenia sa juz efektywnie obliczalne. W tym celu stworzylismy de-
dykowane oprogramowanie napisane w jezyku Python z wykorzystaniem pakietu Sage [E101].
Wyniki numerycznych obliczeh przedstawione sa na rysunku 4. Widzimy z niego, ze wiernosc
splatania maleje wraz ze wzrostem wymiaru portu d, ale zmierza do 1 dla ustalonego d i ro-
shacej ilosci portdow N. Dodatkowo w artykule [H2] dowodzimy, ze faktycznie wyra zenie (54)
osiagaldlaN! ¥ (Twierdzenie 52) dla dowolnego wymiaru d.

W artykule [H4] dostarczamy analizy wydajnosci optymalnego deterministycznego PBT,
tzn. gdy Alicja optymalizuje pomiary oraz stan zasobu przy pomocy operacji Op z (40). W
tym przypadku sytuacja jest bardziej skomplikowana w poréwnaniu do nieoptymalnego de-
terministycznego PBT, poniewaz musimy tak ze poda¢ wyrazenia na optymalne pomiary oraz
operacje optymalizujaca Opa, zapewniajaca maksymalizacje wiernosci splatania F. Moze to zo-
stat zrealizowane poprzez sformu owanie, a nastepnie rozwiazanie odpowiedniego problemu
prymalnego i dualnego SDP (Rozdzia 5.1 z Twierdzeniem 30 oraz Rozdzia 5.2 z Twierdzeniem
31 w [H4]). W tym przypadku wykorzystujac wewnetrzne symetrie wystepujace w proble-
mie mozemy rozwiazat odpowiednie problemy optymalizacyjne SDP analitycznie. Co wiecej,
rozwiazanie problemu prymalnego i dualnego pokrywaja sie, dajac nam wyra zenie na opty-
malna wiernoS¢ splatania Fopt 0raz optymalne postaci rozwa zanych operatorow (Proposition 32
w [H4]), jest to tzw. w asnoSC strong duality. Optymalna wiernoSc splatania Fopt jest opisana za
pomoca statycznego obiektu — minoréw g dwnych tzw. macierzy teleportacji B wprowadzonej

w Rozdziale 4 pracy [H4]):
1. 4.
Fopt = @” M g”¥ . (55)

Na rysunku 4 przedstawione sa wartoSci numeryczne optymalnej wiernosci platania  Fopt Z (55)
w poréwnaniu z wiernoscia splatania F dana wzorem (54) dla protoko u nieoptymalnego —
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widzimy wieksza wydajnos¢ protoko u optymalnego. Jak zatem widzimy, aby obliczy¢ wier-
noS¢ Fypt musimy poznat maksymalna warto5¢ w asna | max(M ‘F’) minoréw g éwnych macierzy
teleportacji M3, musimy zatem poznat jej strukture wewnetrzna. Okazuje sie, ze wiersze i
kolumny macierzy teleportacji sa numerowane diagramami Younga o N komorkach, uszere-
gowanych w malejacym porzadku leksykogra cznym. Nastepnie ka zdy element macierzowy
koduje wzajemna relacje pomiedzy diagramami Younga o N oraz N 1 komérkach. Dok ad-
niej, kazdy element macierzy ME jest nastepujacej postaci (De nicja 4 w [H4]):

ME = ( Nihyn + Dimn)., (56)

gdzie npjest liczba diagraméw Younga a™ N 1, dla ktérych a 2 m oraz

ljezelimn=
mn ) . . (57)
0 w przeciwnym razie.
Symbol nf n =  oznacza diagramy Younga mn, ktGre moga zosta¢ otrzymane jeden z dru-

Rysunek 4: Wykres przedstawia poréwnanie nieoptymalnego oraz optymalnego deterministycznego
protoko u PBT. Symbolem dX ENT oznaczamy wiernos¢ protoko u deterministycznego, gdy stan zasobu
sk ada sie z par maksymalnie splatanych, a pomiary sa w postaci square-root measuremnt& odpowiada
wymiarowi portu. Symbol dX OPT odpowiada najlepsza mo zliwa wartos¢ wierno&ci osiagnieta poprzez
optymalizacje stanu zasobu oraz pomiarow réwnocze$nie, tzn. gdy rozwa zamy optymalny wariant
protoko u teleportaciji.

giego poprzez przemieszczenie jednej komorki. Na rysunku 5 przedstawiamy jawna postac
macierzy teleportacji dla r6 znych wartosci wymiaru portu d oraz ilosci portdow N. Okazuje sie,
ze jawna analityczna postac | max(M ‘F’) jest znana tylko w dwoch przypadkach, gdy d N (Co-
rollary 8 w [H4]) oraz d = 2 w Rozdziale 5.3 w [H4]). W pierwszym przypadku maksymalna
wartoS¢ w asna jest rowna N dajac w rezultacie wiernoS¢ splatania Fopt = N/ d?. W drugim
przypadku, macierz teleportacji jest macierza trojdiagonalna, dla ktorej zagadnienie w asne
Zosta o rozwiazane w artykule Losonczi'ego [E102]. Wykorzystujac te rezultaty odtwarzamy
wynik na optymalna wiernos¢ w przypadku kubitowym [E85], ktdry jest nastepujacy:

Fopt = COS (). (58)
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Rysunek 5: Gra ka przedstawia macierze teleportacji dla optymalnego deterministycznego PBT przy
ustalonej liczbie portbw N = 5 i roznych wymiaréw portéw d = 2,3,4 orazd 5. Na rysunku
zaznaczylismy kolejne minory g éwne, ktére sa zde niowane przez diagramy Younga o wysokosci hie
wiekszej niz d. Caa macierz odpowiada przypadkowi, gdy wymiar portu jest nie mniejszy ni z 5.
Zielona przerywana linia odpowiada przypadkowi d = 4. Nastepnie, mamy odpowiednio d= 3 (z0ty)
oraz d = 2 (czarny). Puste komérki wype niamy zerami.

W pozosta ych przypadkach musimy u zywat efektywnych metod numerycznych opisanych
w Rozdziale 5.4 w pracy [H4]. Ostatecznie, jak juz wspomnieliSmy, rozwiazanie probleméw
optymalizacyjnych, pozwala nie tylko na wyliczenie optymalnej wiernosci splatania ale tak ze
na podanie wyra zen na optymalne pomiary Alicji, ktére sa elementami algebry A9(d):

r__

dN ma Vm

81 i N P;=PsP, gdze P=p—8 & —-2-—"Fqa), (59)
N a nPa da Mm

gdzie F{a) sa projektorami z wyra zenia 38 dlak = 1. Optymalna operacja Op z (40) nalezy
do algebry grupowej A, (d):

On= dV& p™ _p 60
A a P——>"Pn (60)
m driMm

W dwdch powy zszych wyrazeniach liczby v, sa elementami wektora w asnego macierzy te-
leportacji odpowiadajacego jej maksymalnej wartosci w asnej. Na liczby te mo zna poda¢ od-
powiednie wyra zenia analityczne dla d N oraz d = 2, w innych przypadkach musimy
posi kowat sie metodami numerycznymi.

W przypadku obu protoko 6w probabilistycznych kluczowa role tak  ze odgrywaja narzedzia
wywodzace sie z teorii reprezentacji grupy symetrycznej Sy, algebry czeSciowo transponowa-
nych operatorow permutacji A9(d) oraz metod SDP (ang. semide nite programming Jednak w
przeciwienstwie do deterministycznego protoko u PBT, tutaj w obu przypadkach optymalna
forma pomiaréw musi byt znaleziona — pomiary nie sa w postaci square-root measurements
(SRM), tak jak w (45), oraz dodatkowo musza one spe niat zaleznosc (47) aby zapewnit jed-
nostkowa wiernos¢ w procesie teleportacji. Formu ujac i rozwiazujac analitycznie odpowiednie
problemy pierwotne i dualne pokazalismy, ze ich rozwiazania sa takie same dajac ham opty-
malne wartosci Sredniego prawdopodobiehnstwa sukcesu oraz optymalne postaci pomiaréw.

W nieoptymalnym przypadku, gdy obserwatorzy wspo dziela N kopii stanu maksymalnie
splatanego, optymalna wartos¢ Sredniego prawdopodobiefnstwa sukcesu dana jest wyra zeniem
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(Twierdzenie 3 w [H3]):
1, . d

Psucc= diaé{ m§ rrrrlﬂlg mfn;, (61)
gdzie minimalizacja jest przeprowadzana po wszystkich m~ N, ktére moga byc otrzymane z
danegoa = N 1 poprzez dodanie jednej komorki. WartoSci numeryczne Sredniego praw-
dopodobiehnstwa sukcesu psucc Z Wyra zenia (61) sa przedstawione na rysunku 6. Optymalna
forma operatoréw fQi—gi’i 1» @ co za tym idzie optymalnych pomiarow f Pigi’i 1 Z (47), jest naste-
pujaca (Proposition 7 w [H3]):

o d
P — P,
i i,n aN. 19m (a) a

a

(62)

gdzie wielkoSt gm (a) jest maksymalna wartoscia w asna operatora dNr przy ustalonym a a
P, jest projektorem Younga z (9) dzia ajacym na wszystkich uk adach z wyjatkiem i tego oraz
n tego. Pomiar P OAC odpowiadajacy pora zce w protokole mo ze zostat otrzymany z warunku
normalizacyjnego &N PAC = 1ac.

Rysunek 6: Linie kropkowane przedstawiaja prawdopodobienstwo sukcesu, gdzie Alicja optymalizuje
jedynie po pomiarach, a stan zasobu dany jest jako N par maksymalnie splatanych. Linie ciag e pre-
zentuja prawdopodobienstwo sukcesu dla protoko u optymalnego, gdzie Alicja optymalizuje po stanie
zasobu i pomiarach. Widzimy, ze protoké optymalny daje wyraznie wy zsze prawdopodobiehstwo
sukcesu dla ustalonego wymiaru d.

W przypadku protoko u optymalnego, gdzie Alicja optymalizuje jednoczeénie stan zasobu
oraz pomiary, ogélna strategia postepowania jest podobna — jednak ze bardziej wymagajaca z
technicznego punktu widzenia. Aby to sobie unaoczni¢ zachecam do poréwnania odpowied-
nich programéw SDP danymi réwnaniami (24), (25) w [H3]) oraz réwnaniami (19), (20) w
tym samym artykule. Pomimo to, nadal mo zemy rozwiazat problemy optymalizacyjne ana-
litycznie, nadal maja w asnoS¢ strong duality (rozwiazania problemu pierwotnego i dualnego
porywaja sie), przez co nasze rozwiazania na srednie prawdopodobienstwo sukcesu psyccOraz
odpowiednie pomiary fP igi'\i 1 sa optymalne (Twierdzenie 8 w [H3]):
¢ 1 pAC = pt " g M

N+ & 1 N N&p MG ;G

Psucc= 1 Pa. (63)

Numeryczne wartosci dla sredniego prawdopodobienstwa sukcesu psycc W tym przypadku
sa przedstawione na rysunku 6 — widzimy wyrazna przewage schematu optymalnego nad
nieoptymalnym. Tym razem wyra zenie na optymalne Srednie prawdopodobienstwo sukcesu
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Psucc zalezy tylko od parametrow globalnych opisujacych protokd , takich jak liczba portéw

N czy ich wymiar d. Z powy zszego wyrazania bezposrednio odczytujemy asymptotyczne
zachowanie sie rozwazanego protokou. Na przykad dla d = 2 widzimy, ze psycc = 1
O(1/ N), co reprodukuje rezultat z [E85], natomiast dla d > 2 otrzymujemy ca kowicie nowe
wyniki i analize. Wa zne jest, aby podkreSli¢ tutaj, ze tak zwarte wyra zenie na psyccz (63) by o
mozliwe do uzyskania dzieki udowodnieniu czysto teoriogrupowych technicznych lematéw
znajdujacych sie w dodatku E artyku u [H3].

5.6.2 Struktura pomiaréw i stanéw sygna owych w protokole teleportacji kwantowej port-
based

Jak wspomnieliSmy wczeéniej, stany sygna owe oraz pomiary nale za do algebry A(d). Ozna-
cza to, ze mozemy stosowac rozwiniety przez nas zestaw narzedzi matematycznych do ich
szczeg6 owego opisu. Na osobna uwage zas uguja rezultaty zawarte w artyku ach [H2] and [H9],
ktére pozwoliy na analize protoko u recyklingu dla PBT oméwionego w nastepnej sekcji.
Omowimy tutaj rezultaty SciSle zwiazane z tytu em rozdzia u, rozwa zania czysto teoretyczno-
reprezentacyjne zosta y podsumowane w Rozdziale 5.5.1.

Zacznijmy od podsumowania rezultatéw zawartych w pracy [H2]. G 6wnym osiagnieciem
by o podanie analitycznych wyra zeh na wektory w asne operatoréw V(%n), gdziel a n 1
— zosta o0 to pokazane w Proposition 54. Operatory te to nieunormowane stany sygna owe S; z
rownania (42). Uzywajac tych wynikow byliSmy z kolei wstanie pokazac, ze wiernoS¢ splatania
F z rbwnania (54) zmierzado 1, gdy N ! ¥ dla kazdegod 2. Rezultat ten jest zawarty w
twierdzeniu 52, w ktérym tak ze jako wynik dodatkowy otrzymalismy ograniczenie dolne na
F, ktére zalezy jedynie od parametrow globalnych, ktérymi sa liczba portéw N oraz wymiar

portu d:
N
F N 1 (64)
Odzyskalismy w ten sposéb wynik z pracy Koéning'a oraz Beigi [E88], ale uzyskalismy go
poprzez zastosowanie ca kowicie innych, czysto teoriogrupowych narzedzi, bez zadnego od-
wo ywania sie do problemu dyskryminacji stanéw kwantowych.

W artykule [H9] zajeliSmy sie dalsza analiza pomiaréw fP igi'i 1 Z rownania (45). W pierw-
szej kolejnosci, w Proposition 4, przy u zyciu Lematu 35 z pracy [H2], wyliczyliSmy niereduko-
walne elementy macierzowe operatoréw V&n). Rezultat ten pozwoli nam na wyprowadzenie
regu sk adania dla dwoch dowolnych pomiardéw, co zosta o sformu owane w Proposition 5
i pozwoli o na bardzo ciekawe wnioski. Mianowicie, je zeli tylko lokalny wymiar przestrzeni
jest odpowiednio du zy, tzn. gdy h(a) < d, gdzie a numeruje irrepy grupy symetrycznej Sy 1,
to rozwazane POVMy sa pomiarami projektywnymi — spe niaja nastepujaca regu e sk adania
PiP; = djP;. We wszystkich innych przypadkach rozwa zane POVMy sa sa pseudoprojekto-
rami na kazdym z irrepow algebry A9(d) z r6zna staa. Posiadajac te rezultaty moglismy roz-
wiazat jeden z naszych g éwnych problemow, ktérym by o wyliczenie nieredukowalnych ele-
mentow macierzowych pierwiastka kwadratowego dowolnego POVMa (Proposition 6), wraz
Z jego Sladem z operatorem V(Oan) (Twierdzenie 8). Rezultaty te sa bardzo techniczne, dlatego
tez nie bedziemy ich bezpoSrednio przywo ywac w tym podsumowaniu. Czytelnika odsy amy
do rozdziau IV w pracy [H9] w celu zapoznania sie ze szczeg6 ami technicznymi. Tutaj, ze
wzgledu na koherentnos¢ prezentacji przywo amy jedynie ostateczny rezultat dotyczacy obli-
czenia wyzej wspomnianego Sladu (Twierdzenie 8 w [H9]):

by

P— 1 p
T PV, = & — a md, +
ah(a)<d n2a | (65)
1 P da p__°?
+ 3 p p 2 é. mpdn

a
a:h(a)=d (n 1)da qu(n 1) né q
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gdzie n = N+ 1. Widzimy, ze ostateczny wynik zalezy jedynie od parametréw teoriogru-
powych, takich jak krotnosci oraz wymiary irrepéw grupy symetrycznej Sy oraz Sy 1 w du-
alizmie Schura-Weyla oraz nie zalezy od wyboru indeksu 1 a N. Symbolem dy ozna-
czamy wymiary irrepow grupy Sy, ktére nie pojawiaja sie w rozk adzie, gdy wymiar portu
jest zbyt may. Piszac bardziej formalnie, nieredukowalne reprezentacje g naleza do nastepuja-
cego zbioru:

Q:=fg Njg2a N 1lwith h(a)= dand h(g) = d+ 1g. (66)

Gdy rozwa zymy nieredukowalne reprezentacje grupy Sy 1, dla ktérych h(a) < d to zbiér
Q jest pusty. Dodatkowo podaliSmy zwarte wyra zenia na wszystkie opisane tutaj wielkosci w
przypadku kubitowym, ktére zale za jedynie od ilosci portéw N (Lemat 9). By o to mozliwe, po-
niewaz w tym przypadku wszystkie diagramy Younga numerujace odpowiednie irrepy moga
mie€ co najwyzej dwa wiersze.

5.6.3 Recykling stanu zasobu w deterministycznym protokole teleportacji kwantowej port-
based

Z rozdziau 5.6.1 wiemy, ze niezaleznie od wybranej wersji protoko u PBT, nadawca i
odbiorca, aby uzyskat zadowalajaca efektywnoSc protoko u, mierzona wiernoscia splatania
(dPBT) czy prawdopodobienstwem sukcesu (pPBT), musza uzy€ znacznej ilosci portéw N. To
Z kolei rodzi pytanie jak bardzo protoko y typu PBT, w ka zdym mo zliwym wariancie, sa kosz-
towne w terminach ilosci maksymalnie splatanych par, ktére musza zostat przygotowane przed
wykonaniem protoko u. Je zeli stan zasobu po jednej turze teleportacji jest bardzo mocno zabu-
rzony, to mo ze okazac sie,ze nie jest juz przydatnym zasobem dla PBT. To z kolei prowadzi do
wniosku, ze nawet po jednej turze teleportacji nalezy przygotowac i rozpropagowaéc nowy stan
zasobu — jest to oczywiscie powazne praktyczne ograniczenie. Okazuje sie, ze sytuacja hie jest
az tak niekorzystna — w artykule [E103] autorzy pokazuja, ze istnieje wariant protoko u PBT na-
zywany protoko em recyklingu dla PBT, w ktorym strony moga ponownie u  zy€ stanu zasobu
pozosta ym po wczesniejszej turze teleportacji, ca 'y czas uzyskujac asymptotycznie idealna te-
leportacije. Protokd recyklingu w ka zdym wariancie PBT mo ze by¢ podsumowany nastepujaco:

1. Alicja przeprowadza pomiar fP iACgi'\il, otrzymujac wynik 1 i N.

2. Alicja wysy a kana em klasycznym wynik i do Boba.

3. Strony stosuja permutacje (SWAP) pomiedzy i tym, a pierwszym portem.
4

. Strony nie uzywaja pierwszego portu w nastepnej turze protoko u teleportacji— u zywaja
tylko pozostaych N 1 portéw.

5. Strony powtarzaja kroki 1-4 u zywajac pozosta ych portéw, a z dokonaja teleportacji k sta-
noéw.

Jak to zosta o wyjasSnione w pracy [E103], protoké recyklingu Pre(N, 2,k) jest rzeczywiscie
wydajny jesli wiernos¢ F(PeN, 2,1)) pomiedzy stanami zasobu w przypadku sytuacji wy-
idealizowanej, gdy stan zostaje teleportowany, a pozosta e porty nie doznay uszczerbku, oraz
pomiedzy prawdziwym stanem zasobu po teleportaciji, jest odpowiednio du za. W przypadku
kubitowym dla dPBT autorzy pracy [E103] udowodnili nastepujace ograniczenie dolne:
11 1

F(Preg(N,2,0) 1 ,5+0 =5 . (67)
Nastepnie majac juz ograniczenie dolne na F(P.e(N, 2, 1)) po jednej turze teleportacji, bylismy
w stanie wyprowadzi¢ analogiczne ograniczenie po k rundach protoko u (Lemma 2 w [E103]):

11k

F(Pred(N,2,k)) 1 N (68)
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Rysunek 7: Schematyczne przedstawienie protoko u recyklingu dla teleportacji dwdch nieznanych
standw kwantowych yc,¥c. Po lewej widzimy zwyky protok6 PBT, gdzie transmisja odby a sie z
wykorzystaniem i tego portu. Po przesyle, strony pozostaja z N 1 portami, poniewa z port yzi B

zosta zuzyty do teleportacji stanu y ¢ — rysunek prawy. Po pomiarze w pierwszej turze, ka zdy z portéw
nie jest juz w postaci stanu maksymalnie splatanego i pomiedzy portami wystepuja ju z pewne korelacje
(jasnoniebieska elipsa). W drugiej rundzie strony chca przesy ac¢ stan ¥c, do czego musza wykorzystac
zaburzony stan zasobu.

Widzimy, ze bad w kazdej turze teleportacji jest co najwyzej addytywny w ilosci rund k.
Wyniki te méwia, ze po kazdej turze teleportacji Alicja mo ze uzywac¢ optymalnych pomiaréw
square-root otrzymujac wysoka wydajno&¢ przy ponownym u zyciu pozosta ych portéw.

W artykule [H9] skupiliSmy sie na rozszerzeniu rezultatéw dotyczacych protoko u recy-
klingu dla deterministycznego PBT (dPBT) poza przypadek kubitowy oraz jako pierwsi anali-
zujemy recykling dla optymalnego protoko u dPBT. Co wiecej podajemy jawne wyra zenia na
F(Pred N, d, 1)) w kazdym z dwoch dyskutowanych wariantéw dPBT. Omoéwmy teraz pokrétce
nasze rezultaty.

Pierwszym i zasadniczym krokiem w kierunku uzyskania wynikéw kohcowych by a ana-
liza wewnetrznej struktury obiektoéw opisujacych protokd recyklingu z punktu widzenia teorii
reprezentacji. Jak to napisaliSmy w Rozdziale 5.6.1, rozwazane pomiary naleza do algebry
Ag(n) i narzedzia wypracowane w artyku ach [H3, H2] moga by¢ tutaj u zyte w sposdéb efek-
tywny. W pracy tej, udowodnilismy szereg lematdw, wsrdd nich najwa zniejszymi sa: prawo
sk adania pomiaréw, wyliczenie elementéw macierzowych pomiaréw na nieprzywiedinych
reprezentacjach i nalnie obliczenie pierwiastka kwadratowego z rozwa zanych pomiaréw w
dPBT wraz z odpowiednimi Sladami. Wyniki te zostay omowione w poprzednim rozdziale
niniejszego autoreferatu.

Wykorzystujac wspomniane rezultaty techniczne wyliczyliSmy jawne wyra zenie na wiel-
kost F(PreN,d, 1)), w przypadku nieoptymalnego oraz optymalnego dPBT dla dowolnego
wymiaru d 2. W przypadku nieoptymalnego protoko u dPBT mamy (Twierdzenie 12 [H9]):

2 I .3
°N 1 p 2 1 P p 2
F(Prec(N,d, 1)) = gN+1 4 é N é Mpdn  + é. pP————p= é Madn 2,
ah(a)<d n2a ach(a)=d Nda dq N e q

(69)

gdy dla przypadku optymalnego dPBT zachodzi (twierdzenie 14 [H9]):

. p
o o Vana ngq Madn

F(Pre(N,d, 1)) = pn2a (70)

Wz a a —_—
d1/2 N 1n2a mé/Z Nda dq

Liczby v, vny Sa elementami wektora w asnego odpowiadajacego maksymalnej wartosci w a-
shej macierzy teleportaciji omowionej pokrétce w Rozdziale 5.6.1 oraz szczegd owo w pracy [H4].
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Rysunek 8: Lewy rysunek przedstawia wartosci wiernosci F(Pred(N,d, 1)) obliczone dla nieoptymal-
nego (linie przerywane) oraz optymalnego (linie ciag e) dPBT. Z wykresu wnioskujemy, ze stan zasobu
dla optymalnego dPBT nie jest koniecznie lepszy dla protoko u recyklingu ni z stan zasobu dla odpo-
wiednika nieoptymalnego. W szczegoélnosci dla d = 2 wartosci F(Pe(N, 2, 1)) dla optymalnej wersji sa
nawet nizsze niz dla przypadku nieoptymalnego. Przerywana linia czerwona przedstawia ograniczenie
dolne dane réwnaniem (67) z dok adnoscia do wyrazéw rzedu O(1/ N?). Prawy rysunek przedsta-
wia ograniczenie dolne na F(PedN, 2,k)) (przypadek kubitowy) dla r6 znej liczby tur teleportacji k. Z
rysunku widzimy, ze F(Ped(N,2,k)) przyjmuje relatywnie wysokie wartosci nawet dla niezbyt du zej
liczby portow.

Parametry teoriogrupowe by y obliczane numerycznie z wykorzystaniem pakietu SAGE [E101].
W szczegolnoSci dla d = 2 podaliSmy atwo obliczalne wyra zenia, ktore zaleza jedynie od
liczby portow N i nie ma potrzeby do odwo ywania sie do specjalistycznego oprogramowania
—Lemat 13 oraz Lemat 14 w pracy [H9]. Majac wyra zenia na F(Ped N, d, 1)) w obu wariantach
dPBT, moglismy podac ograniczenie dolne na wielkos¢ F(PedN,d, k)) po k turach teleportacji:

F( PI'EC( N ’ d, k)) 1 2k(1 F( PI'EC( N ’ d! 1))) ’ (71)

ktoére oczywiscie zbiega do 1, gdy F(Ped(N,d,1)) ! 1. Nasze wyniki analityczne podsumo-
wuje na Rysunku 8 zaczerpnietym z pracy [H9]. Ostatecznie z naszych rezultatéw wniosku-
jemy, ze nie ma zaleznoSci pomiedzy typem protoko u dPBT (tym samym stanem zasobu), a
wartoscia F(Ped(N, d, 1)). Méwiac dok adniej, widzimy ze wiernos¢ splatania F(jY i ag,jYiag)
pomiedzy stanem zasobu dla protoko u nieoptymalnego i optymalnego maleje gdy zwiek-
szamy iloS¢ portow N (Lemat 16 w [H9]), a wartosci F(P.edN,d, 1)) nie r6znia sie mocno od
siebie.

5.7 Teleportacja du zej ilosci kwantowej informacji: protoko y teleportacji kwanto-
wej multiport-based

W dyskutowanych powy zej rozdzia ach dotyczacych protoko u port-based teleportation,
rozwa zaliSmy transmisje pojedynczego stanu kwantowego przy u zyciu N portéw, ka zdy o wy-
miarze d. Naturalne staje sie zatem pytanie w jaki sposéb efektywnie przesy a¢ stan uk adu
z ozonego lub wiele oddzielnych stanéw kwantowych za pomoca r6 znych wariantéw proto-
ko 6w PBT - a wiec du zej ilosci kwantowej informacji. Mo zemy wyobrazi¢ sobie nastepujace
scenariusze:

1. Zastosowanie PBT do kazdego uk adu z osobna. Wada tego podejscia jest angazowanie
znacznej ilosci oddzielnych stanéw zasobéw oraz pomiardw — ka zdy stan zasobu i zbiér
pomiaréw dla pojedynczego uk adu. Jednak naszym celem jest praca z zasobem o ustalo-
nej liczbie portbw N, bez mozliwosci posiadania nowego, oddzielnego stanu zasobu dla
obydwu stron. Z tego powodu ten wariant nie bedzie dla nas interesujacy.
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2. Zastosowanie protoko u recyklingu dla deterministycznego PBT [E103] [H9]. Zgodnie
Z tym jak to zosta o0 opisane w Rozdziale 5.6.3, w protokole tym strony ponownie u zy-
waja stanu zasobu do nastepnych tur teleportacji, w ka zdej kolejnej majac do dyspozycji
zaburzony stan zasobu z jednym portem mniej. Rezultaty dla tego protoko u zosta y wy-
pracowane do&¢ niedawno, dla deterministycznego przypadku (nie-)optymalnego, bez
jawnych wyra zeh na wiernost kana u teleportujacego. W szczegdélnosci, obecnie nie jest
znana analiza protoko u recyklingu dla wariantu probabilistycznego. Dodatkowo, w ka  z-
dym kroku konieczne jest zastosowanie nowego zestawu pomiaréw, zatem réwnie z nie
jest to przypadek interesujacy.

3. Zastosowanie PBT z odpowiednio duzym wymiarem portu, rownym d = DK, gdzie k
to liczba teleportowanych uk adéw, a D ich lokalny wymiar. Scenariusz taki nie jest
efektywny, poniewa z wiernost oraz Srednie prawdopodobienstwo sukcesu drastycznie
spadaja, gdy wymiar portu rosnie. Powoduje to, ze musimy uzy€ znacznej ilosci wspo -
dzielonych par splatanych w stanie zasobu, co zilustrowalismy w Tabeli 1.

| Protoké teleportacji | Wiernos¢ splatania F \
Nieoptymalny dPBT F=1 diN1+ O N 38/2+d
5 9/2
Optymalny dPBT F o1 ¢ ;Ogj,z )to N 3

Protoko teleportacji | Srednie prawdopodobienstwo sukcesu  psucc

Nieoptymalny pPBT Psuce= 1 oEll max(G)]+ 0 N 172

d? 1
d?2 1+ N

Optymalny pPBT Psucc= 1

Tablica 1: Asymptotyczne zachowanie protoko u dPBT oraz pPBT dla dowolnego wymiaru portu  d i
liczby portéw N. Wszystkie rezultaty zosta y zaczerpniete z [E95] oraz [H3].

4. Zastosowanie upakowanego PBT (@ng. packaged PB;Tgdzie N portéw dzielimy na kgrup,
po czym na kazdej z tych grup (ka zdy z pakietow sk ada sie z N/ k portéw) przeprowa-
dzamy protoké teleportacji PBT, tak jak ma to miejsce na rysunku 9. Ca kowita wiernoS¢
splatania Fyac(N, k) jest réwna iloczynowi wiernoSci splatania F(N/ k, 1) dla kazdego z
pakietow z osobna, zatem Fyac(N,K) := F(N/ K, 1)X. Protok6 ten zosta po raz pierwszy
zaproponowany w pracy [E103], a nastepnie rozwiniety w artykule [H7].

5. Zastosowanie wieloportowego protoko u PBT ( ang. multi port-based teleportation (MPBJT)
Istnienie takiego protoko u zosta o zasugerowane dla nieoptymalnego protoko u determi-
nistycznego w pracy [E103], jednakze jego rygorystyczny opis wraz z analiza wydajnosci
nie by znany, az do pojawienia sie prac [H10, H8, H7]. W podstawowe]j wersji protoko u
nadawca wraz z odbiorca wspo dziela N par maksymalnie splatanych, ale tym razem
ich zadaniem jest transmisja z ozonego stanu k czastkowego Yc = Yc,c, ¢, badz po
prostu k niezaleznych standw Yc = y¢, VY, Y ¢, (rysunek 9). Aby tego dokonac
nadawca wykonuje aczny pomiar na stanie Y ¢ oraz czeSci swojego stanu zasobu otrzy-
mujac wynik w formie multi-indeksu i = fiq,iy,...,ikg, ktéry jest przesy any kana em
klasycznym do odbiorcy. Bob chcac odzyskat teleportowany stan musi jedynie wybrat k
portéw w porzadku wskazanym przez i. Warto zauwazy¢, ze w tym przypadku Alicja
musi dysponowat k!(E) pomiarami, zatem tyle te z mamy mo zliwych indekséw i. Jedy-
nie w przypadku probabilistycznym dochodzi jeden dodatkowy indeks odpowiadajacy
pomiarowi zwiazanemu z pora zka procesu teleportacji. Oznaczamy zbidr wszystkich
mozliwych wartosci indeksu i jako | .

Jak podkreslilismy powy zej, ze wzgledu na brak narzedzi technicznych, brakowa o analizy
wydajnosci protoko u MPBT, jego uogolnienia na optymalny przypadek deterministyczny, jak
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