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2 Posiadane dyplomy, stopnie naukowe lub artystyczne - z podaniem
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prawy doktorskiej
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2. Stopień magistra astronomii – 01.07.2010
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Promotor:dr hab. Maria Przybylska
Ocena:bardzo dobry
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Praca licencjacka:Badanie ca�kowalności wybranych klas wymiernych jednorodnych po-
tencja�ów
Promotor:dr hab. Maria Przybylska
Ocena:bardzo dobry

3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach nauko-
wych lub artystycznych
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Bezpośredni prze�o�zony: dr hab. Marek Krośnicki, prof. UG

• 01.01.2019-01.01.2022, adiunkt naukowy (sta�z podoktorski)
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Źród�o �nansowania:Narodowe Centrum Nauki (Polska), grant: Sonatina 2 (2018/28/C/ST2/00004),
kierownik
Bezpośredni prze�o�zony: dr hab. Marcin Marciniak, prof. UG/dr hab. Marek Krośnicki,
prof. UG

• 01.01.2016-31.12.2018, sta�z podoktorski
Instytucja: Department of Applied Mathematics and Theoretical Physics, The University
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Opiekun naukowy:prof. Richard Jozsa
Źród�o �nansowania:Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wy �zszego, grant: Mobilność Plus
IV (1271/MOB/IV/ 2015/0)

• 06.2015-31.01.2106, adiunkt naukowy (sta�z podoktorski)
Instytucja: Wydzia� Matematyki, Fizyki i Informatyki/Krajowe Centrum Informatyki Kwan-
towej (KCIK), Uniwersytet Gdański, Gdańsk, Polska
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4 Omówienie osi �agni�eć, o których mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2
Ustawy

4.1 Tytu� osi �agni�ecia naukowego

Jednotematyczny cykl publikacji pt.: Teoria reprezentacji grup i algebr jako narz�edzie do opisu i
konstrukcji nowych kwantowych protoko�ów przetwarzania informacji.

4.2 Publikacje (autor/autorzy, tytu�/tytu�y publikacji, rok wydania, nazwa wydaw-
nictwa, recenzenci wydawniczy)

1. Square-root measurements and degradation of the resource state in port-based teleportation scheme
M. Studziński, M. Mozrzymas, P. Kopszak
Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 55 375302 (2022)
IF: 1.996 / punkty MNiSW: 100
https://arxiv.org/abs/2105.14886

2. Ef�cient multi-port teleportation schemes
M. Studziński, M. Mozrzymas, P. Kopszak, M. Horodecki
IEEE Transactions on Information Theory 68(12)7892-7912 (2022)
IF: 2.978 / punkty MNiSW: 200
https://arxiv.org/abs/2008.00984

3. Optimal Multi-port-based Teleportation Schemes,
M. Mozrzymas, M. Studziński, P. Kopszak
Quantum 5, 477 (2021)
IF: 2.921 / punkty MNiSW: 140
https://arxiv.org/abs/2105.14886

4. Ef�cient Classical Simulation and Benchmarking of Quantum Processes in the Weyl Basis,
D. S. França, S. Strelchuk, M. Studziński
Physical Review Letters 126210502 (2021)
IF: 9.185 / punkty MNiSW: 200
https://arxiv.org/abs/2008.12250

5. Multiport based teleportation – protocol and its performance
P. Kopszak, M. Mozrzymas, M. Studziński, M. Horodecki
Quantum 5, 576 (2021)
IF: 2.921 / punkty MNiSW: 140
https://arxiv.org/abs/2008.00856
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6. Positive Maps From Irreducibly Covariant Operators
P. Kopszak, M. Mozrzymas, M. Studziński
Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 53 395306 (2020)
IF: 1.996 / punkty MNiSW: 100
https://arxiv.org/abs/1911.13137

7. Simpli�ed formalism of the algebra of partially transposed permutation operators with applications
M. Mozrzymas, M. Studziński, M. Horodecki
Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 51 125202 (2018)
IF: 1.996 / punkty MNiSW: 100
https://arxiv.org/abs/1708.02434

8. Optimal Port-based Teleportation
M. Mozrzymas, M. Studziński, S. Strelchuk, M. Horodecki
New Journal of Physics 20.5(2018): 053006
IF: 3.539 / punkty MNiSW: 140
https://arxiv.org/abs/1707.08456

9. Port-based teleportation in arbitrary dimension
M. Studziński, S. Strelchuk, M. Mozrzymas, M. Horodecki
Scienti�c Reports 7: 10871 (2017)
IF: 3.998 / punkty MNiSW: 140
https://arxiv.org/abs/1612.09260

10. Structure of irreducibly covariant quantum channels for �nite groups
M. Mozrzymas, M. Studziński, N. Datta
Journal of Mathematical Physics 58, 052204 (2017)
IF: 1.488 punkty MNiSW: 70
https://arxiv.org/abs/1610.05657

5 Omówienie celu naukowego/artystycznego ww. pracy/prac i osi �a-
gni�etych wyników wraz z omówieniem ich ewentualnego wyko-
rzystania

Moje osi �agni �ecia naukowe s �a cz �eści �a prac zbiorowych. Mój wk�ad do ka �zdej z prac opisany jest
w rozdziale I.2 osobno za� �aczonego dokumentu Wykaz osi�agni�eć naukowych albo artystycznych,
stanowi�acych znaczny wk�ad w rozwój określonej dyscypliny.Wk�ad pozosta�ych wspó�autorów
prac w formie ich oświadczeń jest za� �aczony jako osobny dokument. Dodatkowo, w niniejszej
prezentacji, pos�uguj �e si �e nast �epuj �ac �a konwencj �a dotycz �ac �a referencji:

• publikacje nale �z �ace do cyklu habilitacyjnego cytowane s �a jako [H1]-[H10],

• inne publikacje, których jestem wspó�autorem, nienale �z �ace do cyklu habilitacyjnego, s �a
cytowane jako [P1]-[P15],

• pozosta�e publikacje s �a cytowane jako [E1]-[E107].

5.1 Wst�ep

Zjawisko spl �atania kwantowego uwa �za si �e za najbardziej zdumiewaj �ace i wymykaj �ace si �e sche-
matom klasycznego myślenia. Fakt ten zosta� zauwa �zony bezpośrednio po sformu�owaniu
matematycznych zasad nierelatywistycznej mechaniki kwantowej [E1]. Naukowcy badaj �acy
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wspomniane efekty mechaniki kwantowej zdali sobie spraw�e, �ze gdybyśmy mogli je kontro-
lować i stosować, otworzy�oby to zupe�nie nowe, niedost �epne dla klasycznych implementacji
obszary [E2]. Dziś wykorzystujemy te odkrycia i rozwijamy teori �e bezpiecznych algorytmów
kwantowych [E3, E4], kryptogra�i kwantowej [E5] lub obliczeń kwantowych [E6, E7] - przy-
toczyliśmy tutaj tylko kilka klasycznych wyników. Tak obiecuj �ace perspektywy praktycznej
implementacji w�aściwości kwantowych jako zasobu, dobitnie pokazuj �a wag �e podejmowanych
wysi�ków na rzecz poprawy teoretycznego zrozumienia tego zjawiska, a tak �ze jego ekspery-
mentalnej implementacji, w końcu komercjalizacji, któr �a mo �zna zaobserwować we wspó�cze-
snym rozkwicie rozwoju technologii kwantowych. Oprócz ogromnego post �epu w tej dziedzi-
nie w ostatnich dziesi �ecioleciach, informacja kwantowa jest nadal bogatym obszarem nowych
i wa �znych wyników, pochodz �acych z obu kierunków - wdro �zeń teoretycznych i praktycznych.
Jednym ze sposobów osi �agni �ecia post �epu w tej dziedzinie mo �ze być wykorzystanie i rozwi-
janie podejścia matematycznego. W naszym przypadku zosta�o to osi �agni �ete poprzez wy-
korzystanie wewn �etrznych symetrii rozwa �zanego uk�adu. Powszechnie wiadomo, �ze ilekroć
uk�ad posiada jakieś symetrie, jego opis staje si �e znacznie prostszy i mo�zna otrzymać cz �esto
zamkni �ete formu�y opisuj �ace jego pewne w�asności. Aby zidenty�kować i wykorzystać ukryte
symetrie, mo �zemy u �zyć pot �e �znego narz �edzia, jakim jest teoria reprezentacji grup i algebr, która
w wi �ekszości przypadków pozwala nam zredukować z�o �zoność problemu. To jest powód, dla
którego tak wa �zne jest dog� �ebne zrozumienie abstrakcyjnych narz �edzi wraz z ich praktycznym
t�umaczeniem.

Celem niniejszej serii habilitacyjnej jest dostarczenie nowych zaawansowanych narz�edzi ma-
tematycznychbazuj �acych na teorii reprezentacji, dostarczenie nowych wyników dotycz �acych
zbioru kowariantnych kana�ów kwantowychi ich zastosowań w problemach zwi �azanych z zaszu-
mionymi obwodami kwantowymi i ich klasyczn�a symulowalności�a oraz z jednym z najwa �zniejszych
efektów w informacji kwantowej wykorzystuj �acy kwantowe spl �atanie - kwantowej teleportacji.
Bardziej szczegó�owa motywacja do podj �ecia takiego programu badawczego zawarta jest w
ka �zdym dziale poświ �econym danemu zadaniu badawczemu.

Wszelkie wyniki naukowe powsta�y w ścis�ej wspó�pracy naukowej z polskimi oraz zagra-
nicznymi ośrodkami naukowymi – Uniwersytet Wroc�awski, Uniwersytet w Cambridge (Wielka Bry-
tania) oraz Uniwersytet w Kopenhadze. Cz �eść rezultatów aplikanta zosta�a tak �ze wypracowana w
trakcie jego sta�zu podoktorskiego na Uniwersytecie w Cambridge (prace [H1],[H2],[H3],[H4])
oraz na Uniwersytecie Gdańskim (prace [H5],[H6],[H7],[H8]). Ostatnie dwa artyku�y [H9],[H10]
zosta�y opublikowane po zatrudnieniu apliknata na stanowisku naukowo-badawczym na Uni-
wersytecie Gdańskim.

Szczegó�owy dorobek podj �etej problematyki badawczej w serii habilitacyjnej mo �zna podsu-
mować w poni �zszym zestawieniu:

1. Klasy�kacja i konstrukcja liniowych odwzorowań nieredukowalnie kowariantnych wzgl �e-
dem grup skończonych i wybranych grup zwartych. Jest to omówione w dwóch artyku-
�ach [H1] i [H5].

2. Rozwój protoko�ów losowego testowania porównawczego (ang. randomized benchmarking
protocol, RB protocols) i klasycznej symulacji obwodów kwantowych poprzez wykorzy-
stanie nowych klas nieredukowalnie kowariantnych kana�ów kwantowych. Jest to omó-
wione w artykule [H6].

3. Opracowanie nowatorskiego zestawu narz �edzi matematycznych inspirowanych dualno-
ści �a Schur-Weyla wraz z zastosowaniami do opracowania i opisu nowych kowariantnych
protoko�ów teleportacji kwantowej typu port-based. Wszystkie opracowane narz �edzia
matematyczne s �a opisane w artyku�ach na temat teleportacji kwantowej w serii artyku-
�ów [H2], [H10], [H3] i [H9].

4. Grupowo-teoretyczny opis istniej �acych protoko�ów teleportacji kwantowej port-based dla
ka �zdego wariantu i dla dowolnego wymiaru przestrzeni Hilberta wraz ze szczegó�ow �a
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analiz �a ich wydajności. Opis i analiza protoko�u recyklingu dla deterministycznego
protoko�u teleportacji kwantowej port-based. Jest to omówione w serii trzech artyku-
�ów [H3], [H4] i [H9].

5. Konstrukcja i opis nowych kowariantnych protoko�ów teleportacji kwantowej typu port-
based do transmisji du �zej ilości informacji kwantowych. Badanie fundamentalnych ogra-
niczeń na�o �zonych na protoko�y port-based przez mechanik �e kwantow �a. Jest to omó-
wione w serii trzech artyku�ów [H7], [H10] i [H8].

Rezultaty dotycz �ace narz �edzi matematycznych oraz protoko�ów teleportacji (multi) port-based
by�y prezentowane jako referaty na najbardziej presti �zowej, corocznej konferencji w dziedzinie
- Quantum Information Processing (2018: https://qipconference.org/2018/qutech.
nl/qip2018/qip-2018-program-details/index.html , 2021: https://www.mcqst.
de/qip2021/program/friday.html ).

5.2 Niezb�edne poj�ecia wst�epne z teorii reprezentacji

W celu uczynienia materia�u prezentowanego w cyklu habilitacyjnym bardziej przyst �epnym
dla czytelników, przedstawiamy tutaj krótkie wprowadzenie w niektóre aspekty teorii repre-
zentacji grup. Skupiamy si �e tutaj tylko na g�ównych de�nicjach, notacji i twierdzeniach u �zytych
w dalszej cz �eści tego autoreferatu. Po wi �ecej szczegó�ów zach �ecamy czytelników do zapozna-
nia si �e z literatur �a umieszczon �a w niniejszym tekście lub pracami habilitacyjnymi. Informacje
zawarte w tym podrozdziale nie s �a oryginalnymi wynikami aplikanta, z wyj �atkiem samej pre-
zentacji i u �zytej notacji.

Niech Sn b �edzie grup �a symetryczn �a skończonego, n elementowego zbioru (liczba uk�adów).
Reprezentacj �a permutacyjn �a nazywamy odwzorowanie V : Sn ! Hom ((Cd) 
 n) grupy syme-
trycznej Sn w przestrzeń H � (Cd) 
 n zde�niowanego poprzez dzia�anie na wektory bazowe
fj ekig d

k= 1 d� wymiarowej przestrzeni Cd:

8p 2 Sn Vp .jei1 i 
 j ei2 i 
 � � � 
 j ein i := jeip � 1(1)
i 
 j eip � 1(2)

i 
 � � � 
 j eip � 1(n)
i . (1)

Poniewa �z reprezentacja V jest zde�niowana wzgl �edem wybranej bazy w przestrzeni Cd jest
reprezentacj �a macierzowa, a operatory Vp permutuj �a wektory bazowe zgodnie z zadan �a per-
mutacj �a p 2 Sn. ReprezentacjaV w naturalny sposób rozszerza si �e do algebry grupowej C[Sn]
zde�niowanej jako:

C[Sn] � A n(d) := spanCf Vp : p 2 Sng � Hom ((Cd) 
 n). (2)

W dalszej cz �eści przez V(a,n) rozumiemy nast �epuj �acy operator 11...a...n� 1 
 V(a,n) permutuj �acy
uk�ady zgodnie z permutacj �a p = ( a, n) przy pomini �etej cz �eści identycznościowej. Operator
identycznościowy 11...a...n� 1 dzia�a na n � 1 pierwszych uk�adach, oprócz uk�adu a� tego. B �e-
dziemy u �zywali konwencji, w której pomijamy operator identycznościowy, gdy b �edzie to jasno
wynika�o z kontekstu prezentowanego materia�u.

Do pracy z nieredukowalnymi reprezentacjami (dalej: irrep) grupy symetrycznej Sn ko-
nieczne jest wprowadzenie poj �ecia podzia�u (partycji). Podzia�em a liczby naturalnej n, ozna-
czanego jako a ` n, nazywamy ci �ag liczb dodatnich a = ( a1, a2, . . . ,ar ), takich �ze a1 � a2 �
� � � � ar oraz å r

i= 1 ai = n. Ka�zdy podzia� a mo �zna zobrazować gra�cznie jako diagram Younga,
który jest zbiorem komórek u�o �zonych w rz �edy wyrównane do lewej - zilustrowaliśmy to w
cz �eści A Rysunku 1. Dla ustalonej liczby n, ilość diagramów Younga determinuje ilość nie-
równowa �znych nieredukowalnych reprezentacji grupy Sn w rozk�adzie abstrakcyjnym. Zbiór
wszystkich diagramów Younga o n komórkach jest oznaczany jako Yn. Jednak�ze wybieraj �ac
jako przestrzeń reprezentacji H � (Cd) 
 n, w rozk�adzie grupy Sn na nieredukowalne repre-
zentacje pojawiaj �a si �e tylko takie diagramy Younga a, dla których wysokość h(a) jest równa
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Rysunek 1: Panel A przedstawia pi �eć mo �zliwych diagramów Younga dla n = 4, które odpowiadaj �a
wszystkim abstrakcyjnym nieredukowalnym reprezentacjom grupy S4. Rozwa�zaj �ac przestrzeń repre-
zentacji jako (Cd) 
 4 widzimy, �ze wyst �epuj �a tylko takie nieredukowalne reprezentacje grupy S4, dla
których wysokość h(�) (d�ugość pierwszej kolumny) odpowiedniego diagramu Younga jest nie wi �eksza
ni �z d. W szczególności, jeśli rozwa�zymy przypadek kubitowy (d = 2) mamy jedynie trzy dozwolone
diagramy dla n = 4: (4), (3, 1), (2, 2). Panel B przedstawia wszystkie mo �zliwe diagramy Younga m` 4
spe�niaj �ace relacj �em2 a dla a = ( 2, 1). Zielonym kolorem oznaczone s �a komórki dodane do pocz �atko-
wego diagramu a = ( 2, 1). Nast �epnie, najbardziej po prawej stronie prezentujemy wszystkie mo �zliwe
diagramy Younga a ` 3 spe�niaj �ace relacj �ea 2 m dla m = ( 3, 1). Czerwonym kolorem oznaczyliśmy
komórki, które zosta�y odj �ete od pocz �atkowego diagramu m= ( 3, 1).

co najwy �zej d. Redukuje to zbiór diagramów Younga do zbioru diagramów z nie wi �ecej ni �z
d wierszami, zbiór taki oznaczamy jako Yn,d. W obu zbiorach Yn,Yn,d mo �zemy wprowadzić
struktur �e porz �adku cz �eściowego jako

a � m, (3)

je�zeli mi � ai dla wszystkich i = 1, 2, . . . ,l . Je�zeli a � m poprzez m/ a rozumiemy skośny
kszta�t Younga powsta�y poprzez usuni �ecie z diagramu Younga mkomórek diagramu Younga
a. Rozwa�zmy teraz nast �epuj �ace dwa podzia�y a ` n � 1 oraz m ` n. Pisz �ac m2 a rozumiemy
diagramy Younga m, które powsta�y z a poprzez dodanie jednej komórki. Podobnie, pisz �ac
a 2 m oznaczymy diagramy Younga a, które powsta�y z m poprzez odj �ecie jednej komórki.
Rysunek 1 w cz �eści B ilustruje te zagadnienia. Oczywiście zagadnienie to mo �zna uogólnić
na dodawanie/odejmowanie wi �ekszej ilości komórek. B �edziemy tutaj u �zywać tych samych
symboli m2 a, a 2 mniezale�zenie od ilości k dodanych/odj �etych komórek poniewa �z wartość k
zawsze b �edzie jasno wynika�a z kontekstu. Dla dowolnych a, m2 Yn mówimy, �ze mpokrywa
a, albo a jest pokrywane przez mje�zeli a � moraz

a � n � m, n 2 Yn ) n = a lub n = m. (4)

Innymi s�owy, mpokrywa a wtedy i tylko wtedy, gdy a � mi m/ a sk�ada si �e przynajmniej z
jednej komórki. Maj �ac wprowadzone poj �ecie diagramu Younga oraz zbiorów Yn,Yn,d de�niu-
jemy kratownice Younga oraz jej zredukowan �a wersj �e. Kratownica Younga dla Yn jest grafem
niezorientowanym (nieskierowanym) z wierzcho�kami, które s �a elementami zbioru Yn oraz
kraw�edziami z l do mwtedy i tylko wtedy, gdy l pokrywa m. Taka sama de�nicja stosuje si �e
do zredukowanej kratownicy Younga Yn,d, gdzie usuwamy wszystkie diagramy Younga zawie-
raj �ace wi �ecej ni �z d wierszy. Idea ta zosta�a zilustrowana na Rysunku 2. Mo �zemy równie �z wpro-
wadzić w zbiorze wszystkich diagramów Younga dla ustalonego n porz �adek leksykogra�czny.
Niech l = ( l 1, . . . ,l k) oraz m= ( m1, . . . ,ml ) b �ed �a podzia�ami n. Porz �adek leksykogra�czny jest
zde�niowany w nast �epuj �acy sposób: dla pierwszego indeksu i, dla którego istnieje mi 6= l i , ta-
kie �ze mi � l i piszemy m� l . W szczególności wykorzystujemy porz �adek leksykogra�czny do
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Rysunek 2: Kratownica Younga Y6 zbudowana z sześciu kolejnych warstw numerowanych grupami
permutacji od S1 do S6. Pomarańczowe oraz czarne przerywane linie oznaczaj �a ście�zki z irrepu l = ( 1)
grupy S1 do irrepu l 0 = ( 2, 1, 1, 1, 1) grupy S6. Zredukowana kratownica Younga Y6,2, tj. dla d = 2 jest
zde�niowana jako diagram na lewo od czerwonej linii.

porz �adkowania diagramów Younga w ka �zdym z wierszy (zredukowanej) kratownicy Younga
na Rysunku 2 oraz później do numerowania wierszy i kolumn macierzy teleportacji opisanej
w Rozdziale 5.6.1.

Przypomnijmy teraz s�ynn �a dualność Schura-Weyla [E8, E9], która stwierdza, �ze diago-
nalne dzia�anie grupy unitarnej U(d) macierzy zespolonych oraz dzia�anie grupy symetrycznej
Sn na przestrzeni (Cd) 
 n komutuj �a ze sob �a:

[Vs ,U 
 � � � 
 U ] = 0, (5)

gdzie s 2 Sn oraz U 2 U(d), a przestrzeń (Cd) 
 n mo �ze być roz�o �zona w nast �epuj �acy sposób:

(Cd) 
 n =
M

a` n
h(a)� d

H a
U 
 H a

S. (6)

Grupa symetryczna Sn dzia�a nietrywialnie na przestrzeni H a
S, a grupa U(d) dzia�a nietrywial-

nie na przestrzeni H a
U, numerowanej tym samym podzia�em a. Z roz�adu przestrzeni opisanej

równaniem (6) widzimy, �ze dla danego irrepu a grupy Sn, przestrzeń H a
U jest przestrzeni �a

krotności o wymiarze ma (krotność irrepu a), podczas gdy przestrzeń H a
S jest przestrzeni �a

reprezentacji o wymiarze da (wymiar irrepu a). Ka�zdy operator komutuj �acy z diagonalnym
dzia�aniem U 
 n, zgodnie z lematem Schura, musi być proporcjonalny do identyczności na
przestrzeniach H a

U i posiadać swoj �a nietrywialn �a cz �eść na przestrzeniach H a
S. Odwrotnie,

ka �zdy operator komutuj �acy z dzia�aniem grupy permutacji Sn jest nietrywialnie reprezento-
wany na przestrzeniach H a

U. W ka �zdej nieredukowalnej przestrzeni H a
S mo �zna zbudować baz �e

ortonormaln �a fj a, i ig , gdzie i = 1, . . . ,da, wykorzystuj �ac na przyk�ad konstrukcj �e Younga-
Yamanouchiego [E9, E10]. Ze skonstruowanymi wektorami bazy mo �zemy stowarzyszyć niere-
dukowalne operatory bazowe Ea

ij , dla i, j = 1, . . . ,da postaci:

Ea
ij := 1H a

U

 j a, i iha, j jH a

S
. (7)

Poniewa �z baza fj a, i ig da
i= 1 jest ortonormalna powy �zsze operatory spe�niaj �a nast �epuj �ace relacje:

Ea
ij E

a0

kl = daa0
djkEa

il , Tr Ea
ij = di j ma. (8)
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Z operatorów Ea
ij , u �zywaj �ac relacji zupe�ności å i ja, i iha, i jH a

S
= 1H a

S
mo �zemy zbudować tak

zwane projektory Younga Pa na nieredukowalne podprzestrzenie numerowane przez a:

Pa :=
da

å
i= 1

Ea
ii = 1H a

U

 1H a

S
, PaPa0

= daa0
Pa, Tr Pa = mada. (9)

Dla ustalonego irrepu a grupy Sn operatory Ea
ij z (7) oraz Pa z (9) mog �a być tak �ze zapisane

za pomoc �a operatorów permutacji Vp zde�niowanych w (1) permutuj �acych uk�ady przestrzeni
(Cd) 
 n:

Ea
ij =

da

n! å
p 2Sn

f a
ji (p � 1)Vp , Pa =

da

n! å
p 2Sn

c a(p � 1)Vp , (10)

gdzie liczby f a
ji (p � 1) s �a elementami macierzowymi nieredukowalnych reprezentacji p 2 Sn,

a c l (p � 1) = å i f a
ii (p � 1) s �a odpowiednimi nieredukowalnymi charakterami. Oczywiście, ope-

ratory dane poprzez powy �zsze równania spe�niaj �a te same relacje sk�adania (8). Rzeczywiście,
operatory Ea

ij rozpinaj �a nieredukowalne przestrzenie H a
S w (Cd) 
 n, poniewa �z dla ka �zdego ele-

mentu Vp 2 A n(d) mamy:

Vp = å
a

da

å
i ,j= 1

f a
ij (p )Ea

ij . (11)

Ostatecznie, u�zywaj �ac relacji (10) oraz (11) mo�zemy podać lewe dzia�anie (odpowiednio prawe)
dowolnego operatora Vp na operatory bazowe:

Vp Ea
ij =

da

å
k= 1

f a
ki(p )Ea

kj, Ea
ij Vp =

da

å
l= 1

f a
jl (p )Ea

il . (12)

Ostatnie wyra �zenia równie �z dowodz �a, �ze operatory Ea
ij rozpinaj �a nieredukowaln �a baz �e w ka �z-

dym z irrepów, poniewa �z ich dzia�anie jest zamkni �ete ze wzgl �edu na a.

5.3 Nieredukowalnie kowariantne odwzorowania liniowe

W dwóch pracach [H1], [H5] scharakteryzowaliśmy kompletn �a dodatniość oraz dodatniość
odwzorowań liniowych, które s �a kowariantne wzgl �edem dzia�ania nieredukowalnej reprezen-
tacji grupy skończonej. Odwzorowanie takie nazywamy nieredukowalnie kowariantnymi odwzo-
rowaniami liniowymi (ang. ICLM - irreducibly covariant linear map). Mówimy, �ze odwzorowanie
liniowe F : B(H ) ! B (K ) jest ICLM wzgl �edem nieredukowalnych reprezentacji U (g), V (g)
grupy skończonej G, je�zeli dla ka �zdego operatora X 2 B (H ) oraz dla ka �zdego elementu g 2 G
zachodzi:

F
�

U (g)XU (g)†
�

= V (g)F (X)V (g)†. (13)

Prze�omowe wyniki w charakteryzowaniu takiej klasy odwzorowań pochodz �a od Scutaru [E11].
Udowodni� on twierdzenie typu Stinespringa w j �ezyku C� � algebr dla dowolnego ca�kowicie
dodatniego odwzorowania liniowego, które jest kowariantne wzgl �edem unitarnej reprezentacji
grupy lokalnie zwartej. Jego wynik nie daje jednak jednoznacznego sposobu konstruowania
takich odwzorowań, ani bardziej szczegó�owego wgl �adu w ich wewn �etrzn �a struktur �e. Nie-
mniej jednak odwzorowania ICLM tworz �ace nieredukowalnie kowariantne kana�y kwantowe
(ang. ICQC - irreducibly covariant quantum channels) maj �a szeroki zakres zastosowań, od �zyki
cia�a sta�ego po informatyk �e kwantow �a. Na przyk�ad SU(2)-kowariantne kana�y zosta�y u �zyte
do opisu spl �atania w uk�adach spinowych [E12] i pozwalaj �a udowodnić rozszerzon �a wersj �e
twierdzenia Lieba-Mattisa-Schultza przy u �zyciu tzw. Matrix Product States [E13]. Zwi �ek-
szaj �ac wymiar i bior �ac pod uwag �e grup �e SU(d) mo �zna badać aspekty dimeryzacji kwanto-
wych �ańcuchów spinowych [E14]. W informacji kwantowej kana�y kowariantne pomagaj �a
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analizować w�aściwość addytywności pojemności Holevo [E15] i minimalnej entropii wyjścio-
wej [E16, E17, E18, E19, E20]. W�asność kowariancji pozwala równie�z udowodnić strong co-
nverse property dla pojemności klasycznej [E21] i klasycznej pojemności wspomaganej spl �ata-
niem [E22] (ang. entanglement-assisted classical capacity). Omawiana tutaj klasa kana�ów pozwala
tak �ze na sformu�owanie ciekawych rezultatów w kontekście twierdzenia Birkhoffa [E23, E24]
oraz na konstrukcje nowych nierówności macierzowych ze sto �zka dodatniego [E25]. Powy �z-
sza dyskusja wraz przyk�adami ilustruje znaczenie (nieredukowalnie) kowariantnych kana�ów i
podkreśla potrzeb �e bardziej szczegó�owego zrozumienia ich struktury wraz z ich w�asnościami
na bardziej ogólnym poziomie - bez wybierania konkretnej grupy, a wi �ec przedstawienie bar-
dziej systematycznego podejścia do zagadnienia.

W artykule [H1] podajemy szczegó�owy opis matematyczny kana�ów kwantowych – kom-
pletnie dodatnich, zachowuj �acych ślad odwzorowań liniowych (ang. CPTP– completely positive
trace preserving) nieredukowalnie kowariantnych wzgl �edem grupy skończonej G, w przypadku
gdy:

1. wejściowa oraz wyjściowa przestrzeń Hilberta s �a takie same, tzn. H = K ,

2. rozwa �zana jest wyró �zniona nieredukowalna reprezentacja U,

3. iloczyn tensorowy U 
 Uc jest prosto-redukowalny (ang. multiplicity free), gdzie Uc

oznacza reprezentacj �e kontragradientn �a, tzn. dla ka �zdego g 2 G, Uc(g) = U (g� 1)T �
U (g).

Jak to zosta�o zaobserwowane w Corollary 15 w [H1], odwzorowanie F , które jest ICLM musi
być nast �epuj �acej postaci:

F = l id P id + å
a6= id

laP a : l id , la 2 C, (14)

gdzie P a s �a ortogonalnymi projektorami rzutuj �acymi na nieredukowalne podprzestrzenie nu-
merowane indeksem a w rozk�adzie U 
 Uc, indeks id oznacza reprezentacj �e identycznośiow �a
(trywialn �a). Na przyk�ad, je �zeli za grup �e G wybierzemy grup �e permutacji Sn to operatory
P a s �a projektorami Younga z równania (9). Z powy �zszego rozk�adu jasno wynika, �ze aby od-
wzorowanie ICLM by�o ICQC na wspó�czynniki l id , f laga6= id musz �a zostać narzucone pewne
dodatkowe warunki.

W celu ustalenia takich warunków, w pierwszym kroku, wyliczamy warunki spektralne
obrazu Choi-Jamio�kowskiego J(F ) dla dowolnego odwzorowania F , które jest ICLM. War-
tości w�asne i projektory ortogonalne, pojawiaj �ace si �e w rozk�adzie spektralnym, s �a wyra �zone
ca�kowicie przez nieredukowalne reprezentacje rozwa �zanej grupy G. Zapewniaj �ac, �ze J(F ) � 0
otrzymujemy warunki konieczne i dostateczne na to, aby rozwa �zane odwzorowanie liniowe F
by�o ICLM (Twierdzenie 40 w [H1]). W szczególności, pokazaliśmy �ze odwzorowanie F jest
ICLM zachowuj �acym ślad wtedy i tylko wtedy, gdy l id = 1 (Proposition 25 w [H1]). Dodat-
kowo, podaliśmy jawne wyra �zenia na operatory Krausa dla rozwa �zanej klasy kana�ów (Twier-
dzenie 41 w [H1]). Otrzymane rezultaty s �a warunkami operacyjnymi, gdy ustalimy grup �e G
oraz reprezentacj �e U. Dok�adniej, aby zapewnić, �ze rozwa �zane odwzorowanie jest ICQC, mu-
simy rozwi �azać uk�ad liniowych nierówności wzgl �edem wspó�czynników z równania (14) – to
z kolei mo �zna zrobić efektywnie, przynajmniej numerycznie. Ten rezultat daje równie �z geome-
tryczn �a interpretacj �e rozwi �azań wspomnianego zbioru nierówności, dla którego odwzorowanie
jest ICLM jest kana�em ICQC. Mówi �ac bardziej formalnie, pokazaliśmy �ze wszystkie wartości
w�asne obrazu Choi-Jamio�kowskiego odwzorowania, które jest ICQC musz �a znajdować si �e
w przeci �eciu zredukowanego sympleksu oraz pewnej przestrzeni generowanej przez macierz
otrzymanej ze spektralnej analizy projektorów pojawiaj �acych si �e w rozk�adzie odwzorowania
ICLM (Proposition 43, Proposition 47 in [H1]).

Rozwini �ete narz �edzia i charakteryzacja, która jest spe�niona dla ka �zdej skończonej, prosto-
redukowalnej grupy G pozwoli�a na podanie szerokiej klasy kana�ów kwantowych, które s �a
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nieredukowalnie kowariantne bezpośrednio z konstrukcji. Rezultaty te s �a zawarte w Twier-
dzeniu 50 w Rozdziale 8.1 omawianego artyku�u. Konstrukcja taka polega na szczególnym
wyborze wspó�czynników f laga6= id in (14):

la =
1

jGj
1

j j aj å
g2 G

c a(g) f (g), (15)

gdzie na f : G ! C narzucone s �a pewne dodatkowe warunki, c a(g) jest nieredukowalnym
charakterem, a j j aj oznacza wymiar irrepu a. Dodatkowo, podajemy przyk�ady odwzorowań
ICQC dla wybranych grup prosto-redukowalnych: grupy symetrycznej S3 i S4 oraz grupy kwa-
ternionów Q. W ka �zdym z przypadków konstruujemy odpowiednie reprezentacje macierzowe
oraz reprezentacje Krausa rozwa�zanych ICQC. Dodatkowo, oprócz rozwi �azań analitycznych,
ilustrujemy gra�cznie przestrzenie dozwolonych parametrów z (14) dla których rozwa �zane
odwzorowania s �a ICQC. Nast �epnie, dla przypadku grup S3 oraz Q, przy u �zyciu kryterium
Peresa-Horodeckiego lub inaczej kryterium PPT (ang. positive partial transpose) [E26, E27], po-
dajemy warunki po spe�nieniu których rozwa �zane odwzorowania ICQC s �a kana�ami �ami �acymi
spl �atanie [E28].

W artykule [H5] badaliśmy odwzorowania liniowe F z (13), spe�niaj �ace warunki 1,2 oraz
3, ale zamiast �z �adania spe�niania warunku CPTP, chcemy aby odwzorowanie by�o jedynie do-
datnie (ang. P – positive). Zagadnienie klasy�kacji konstrukcji nowych przyk�adów dodatnich
odwzorowań liniowych, nawet z dodatkowymi w�asnościami, jest nadal zagadnieniem otwar-
tym oraz bardzo z�o �zonym pomimo wielu fundamentalnych rezultatów i podj �etych prób w
tej dziedzinie [E29, E30, E31, E32, E33, E34, E35, E36, E37]. Jedn �a z g�ównych przeszkód w
post �epie na tym polu jest brak uniwersalnego operacyjnego kryterium dodatniości. Dok�ad-
niej, aby udowodnić, �ze dane odwzorowanie jest dodatnie musimy pokazać, �ze obraz Choi-
Jamio�kowskiego jest blokowo dodatni, gdy do pokazania kompletnej dodatniości wystarcza
wyliczenie wartości w�asnych ów obrazu, co mo �ze być zrobione efektywnie. Dlatego te �z wa �zne
jest dostarczanie nowych przyk�adów odwzorowań dodatnich i metod ich konstrukcji, daj �acych
wgl �ad w wewn �etrzn �a struktur �e rozwa �zanego zbioru odwzorowań.

Nasze rozwa �zania rozpocz �eliśmy od bezpośredniej (z de�nicji) konstrukcji odwzorowań
dodatnich ICLM dla grup skończonych. Jednak �ze, metoda ta mo�ze efektywnie dzia�ać jedynie
dla niskich wymiarów – w naszej pracy dla przypadku kubitowego. Zbudowaliśmy odwzoro-
wania dodatnie dla dwu-wymiarowych nieredukowalnych reprezentacji grupy S3 oraz grupy
kwaternionów Q. Dodatkowo, pokazaliśmy, �ze ka�zde dodatnie kubitowe odwzorowanie ICLM
mo �ze być przedstawiona jako suma odwzorowań CP oraz CoP (ang. co-positive), które tak �ze
s �a ICLM.

Aby pozbyć si �e konieczności sprawdzania warunku blokowej dodatniości obrazu Choi-
Jamio�kowskiego zaproponowaliśmy now �a metod �e konstrukcji. Metoda ta bazuje na rezul-
tatach zawartych w pracy [P1] i wykorzystuje odwzorowanie odwrotnej redukcji
R� 1 2 End[M (d,C)] [E38, E39]:

8X 2 M (d,C) R� 1(X) =
Tr(X)
d � 1

1 � X. (16)

W celu konstrukcji nowych rodzin odwzorowań dodatnich ICLM u �zywaliśmy Twierdzenia 15
z pracy [H5], które jest adaptacj �a Twierdzenia 1 z pracy [P1]. W pierwszym kroku de�niu-
jemy operator W := ( 1 
 F )P+

d dla rozwa �zanego odwzorowania liniowego ICLM F , przy
czym �z �adamy, aby operator W by� niedodatni. To zapewnia nam, �ze badane odwzorowanie
na pewno nie jest odwzorowaniem CPTP. Widzimy, �ze tak naprawd �e operator W jest obrazem
Choi-Jamio�kowskiego odwzorowania F (dla wygody utrzymujemy tutaj oryginaln �a notacj �e).
Nast �epnie �z �adamy, aby operator eW = ( 1 
 R� 1)W by� dodatnio określony - to z kolei zapewnia,
�ze rozwa �zane odwzorowanie F jest dodanie (na mocy Twierdzenia 15). Poniewa �z dodatkowo,
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rozwa �zane odwzorowanie jest ICLM, to musi być ono w postaci (14). Zatem zgodnie z re-
zultatami pracy [H1], warunki na dodatniość (niedodatniość) obrazu Choi-Jamio�kowskiego
tego odwzorowania mo �zna zapisać jako zbiór nierówności liniowych wzgl �edem nieznanych
wspó�czynników l id , f laga6= id z (14) – Corollary 17 z pracy [H5]. U �zywaj �ac przedstawionego
tutaj podejścia skonstruowaliśmy odwzorowania dodatnie indukowane przez trójwymiarow �a
nieredukowaln �a reprezentacj �e grupy permutacji S4 oraz reprezentacje grupy MU (d, n), która
jest podgrup �a grupy monomialnych macierzy unitarnych MU (d), gdzie n jest pewnym na-
turalnym parametrem. W szczególności, pokazaliśmy, �ze obszar parametrów dla odwzoro-
wania ICLM generowanego przez grup �e MU (3,n), dla którego odwzorowanie jest dodatnie,
zawiera w sobie obszar dodatniości dla uogólnionego odwzorowania Choi [E40]. Przy czym,
obszar dodatniości odwzorowania generowanego przez grup �e MU (3,n) jest wyraźnie wi �ek-
szy. Rezultat ten pozwala nam rozwa �zać uogólnione odwzorowanie Choi jako dodatnie od-
wzorowanie ICLM generowane przez grup �e MU (3,n). Dla grupy M (d, n) byliśmy tak �ze w
stanie określić obszar dodatniości, bezpośrednio sprawdzaj �ac blokow �a dodatniość obrazu Choi-
Jamio�kowskiego. Obszar ten jest oczywiście wi �ekszy ni �z wyznaczony za pomoc �a odwzoro-
wania odwrotnej redukcji. Rezultaty odnosz �ace si �e do grupy M (d, n) mog �a być interesuj �ace
tak �ze z innych wzgl �edów. Mianowicie, odwzorowanie generowane przez t �a grup �e znalaz�o
zastosowanie w protokole losowego testowania porównawczego (ang. randomized benchmarking
protocol, RB protocols) [E41], w szczególnym przypadku gdy rozwa �zany zbiór bramek kwanto-
wych sk�ada si �e z elementów grupy skończonej, ale nie tworzy tzw. 2-design. Ponadto, grupa
M (d, n) zawiera kwantow �a bramk �e T [E42], która wraz z bramkami Clifforda tworzy zbiór
uniwersalny do obliczeń kwantowych. Dodatkowo wspomniana grupa zosta�a u �zyta w pew-
nych zagadnieniach teorii uk�adów wielocz �astkowych [E43]. Zwi �azek pomi �edzy protoko�ami
RB oraz odwzorowaniami ICLM motywowa� nas do dalszych studiów w tym zakresie, które s �a
opisane w nast �epnej sekcji autoreferatu.

Ostatnim rezultatem jest zwi �azek pomi �edzy s�ynnymi warunkami Fujiwara-Algolet [E44]
a unitalnymi nieredukowalnie kowariantnymi kana�ami kwantowymi generowanymi przez
grup �e kwaternionów Q. Pokazaliśmy, �ze ka�zdy unitalny kubitowy kana� kwantowy mo �ze być
przedstawiony jako nieredukowalnie kowariantny kana� indukowany przez dwu-wymiarow �a
nieredukowaln �a reprezentacj �e grupy Q. Ten końcowy rezultat zawarty jest w Proposition 35
pracy [H5]. Wynik ten obowi �azuje tak �ze dla unitalnych odwzorowań dodatnich, daj �ac nam
niejako klasy�kacj �e odwzorowań zachowuj �acych identyczność w formie warunków czysto geo-
metrycznych.

5.4 Efektywny protokó� losowego testowania porównawczego i klasyczna symula-
cja procesów kwantowych w bazie Weyla

Szum w warunkach eksperymentalnych oraz praktycznych wdro �zeniach technologii kwanto-
wych jest nieunikniony ze wzgl �edu na oddzia�ywanie z otoczeniem. Identy�kacja jego źróde� i
sprawna diagnostyka b� �edów powsta�ych w procesie ewolucji kwantowej jest jednym z kluczo-
wych kroków w budowie skalowalnego komputera kwantowego. Ró �zne implementacje maj �a
wiele zale �znych od specy�kacji (architektury) sprz �etu źróde� szumu, co sprawia, �ze problem
ich sprawnej detekcji jest bardzo z�o �zony. Jak dot �ad opracowano wiele ró �znych metod detekcji:
protokó� losowego testowania porównawczego (protokó� RB) [E45, E46, E47, E48], tomogra-
�a stanu i kana�u [E49, E50], tomogra�a zbioru bramek [E51] oraz bezpośrednia estymacja
wierności [E52]. W ogólności ró �zne metody detekcji szumu w obwodach kwantowych, czyli
tak �ze potencjalnie w komputerach kwantowych, maj �a ró �zne zakresy zastosowań oraz ró�zni �a
si �e kosztami.

W artykule [H6] wprowadziliśmy nowe podejście do protoko�u RB oraz klasycznej symu-
lacji obwodów kwantowych wykorzystuj �ac operatory unitarne Weyla. Po raz pierwszy nasz
model pozwala na identy�kacj �e wielu modeli szumu (w tym tak �ze ich mieszanki), który dzia�a
zarówno dla kubitów jak i wy �zej wymiarowych uk�adów. W szczególności, skupiliśmy si �e na
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umotywowanych eksperymentalnie modelach szumu: depolarycuj �acy, defazuj �acy oraz modele
over-rotations bazuj �ace na wp�ywaj �acych na realizacj �e danej bramki. Zaproponowany protokó�
jest odporny na tzw. b� �edy w przygotowaniu stanu i pomiaru (ang. state preparation and
measurement error - SPAM) oraz skaluje si �e wraz z rozmiarem uk�adu, przy naturalnym za�o-
�zeniu lokalności szumu, ale bez zak�adania �zadnej dodatkowej struktury obwodu. Wyniki te
w sposób znacz �acy rozszerzaj �a prace [E53, E54].

W tym samym artykule stosujemy rozwini �ety przez nas protokó� RB do symulacji na
klasycznym komputerze wyników dostarczanych przez obwody kwantowe. Maj �ac do dys-
pozycji obwód kwantowy o znanym pro�lu szumu, podajemy analityczne ograniczenie na
liczb �e próbek wymaganych do klasycznej estymacji wyników obwodu z za�o �zon �a precyzj �a. In-
nymi s�owy, mo �zemy podać nietrywialne obliczalne ograniczenie na zaszumienie bramki, które
trzeba dodać do ka �zdej bramki kwantowej w badanym obwodzie, aby zapewnić jego efektywn �a
klasyczn �a symulacj �e. Rozwini �ete przez nas w pracy [H6] narz �edzia nie zale �z �a od geometrii
obwodu, ani struktury wybranego zbioru bramek. Te cechy odró �zniaj �a nasze od wcześniej ist-
niej �acych metod [E55] i mog �a być u �zyte do badania z�o �zoności klasycznej symulowalności dla
szerokiej klasy urz �adzeń kwantowych u �zywanych na przyk�ad w re �zimie VQE (ang. Variational
Quantum Eigensolver) oraz urz �adzeń kwantowych bliskiej przysz�ości [E56, E57, E58].

Matematycznie, gdy implementujemy znan �a operacj �e unitarn �a U dzia�aj �ac �a na n kuditach,
otrzymana transformacja, z powodu wyst �epuj �acego szumu (b� �edu) opisanego kana�em N , jest
modelowana za pomoc �a kana�u kwantowego postaci N � U , gdzie U oznacza kana� odpo-
wiadaj �acy unitarnemu sprz �e �zeniu unitarności �a U. Jednym z g�ównych celów jest poznanie
(oszacowanie) parametrów opisuj �acych dany kana� reprezentuj �acy szum N i mo �zna to osi �a-
gn �ać studiuj �ac w�aśnie protoko�y randomised benchmarking. Nasz protokó� u �zywa unitar-
ności Weyla-Heisenberga f W(a,b)g

d� 1
a,b= 0, które s �a uogólnieniami macierzy Pauliego na wy �zsze

wymiary. S �a one zde�niowane jako W(a,b) = ZaXb, gdzie X 2 U (d) jest unitarnym operatorem
translacji, a Z 2 U (d) jest unitarnym operatorem mno �z �acym przez faz �e. Je�zeli pracujemy z
uk�adem n kuditów, wtedy W(a,b) := W(a1,b1) 
 W(a2,b2) 
 � � � 
 W(an,bn) jest baz �a w przestrzeni
macierzy M (dn,C), gdzie (a,b) 2 (Zd)2n.

Jak wspomnieliśmy wcześniej, wiele wa �znych z praktycznego punktu widzenia modeli
szumu, takich jak (lokalny) szum defazuj �acy czy (lokalny) szum depolaryzuj �acy, s �a diagonalne
w bazie operatorów Weyla. S �a one elementami szerszej klasy diagonalnych kana�ów Weyla i
oznaczane s �a przezT . Dla ka �zdego d � 2 mog �a być one zapisane jako wypuk�a kombinacja
sprz �e �zeń operatorami Weyla [E59], [E60, Chapter 4]:

T (A) = å
(a,b)2 (Z d)2n

p(a, b)W(a,b) AW †
(a,b) , (17)

gdzie p(a, b) jest rozk�adem prawdopodobieństwa na (Zd � Zd)n, a A jest dowolnym opera-
torem. Jasne jest,�ze klasa kana�ów z (17) nale�zy do rodziny kana�ów nieredukowalnie kowa-
riantnych omawianych w Rozdziale 5.3 niniejszego autoreferatu, a my prezentujemy tutaj ich
nowe zastosowanie. Poniewa�z dyskutowane modele szumu s �a diagonalne w bazie Weyla, to do

ich pe�nego opisu wystarczy poznać ich diagonalne elementy


T

� (a,b)
(a,b) obliczone w tej �ze bazie.

Uzyskujemy to formu�uj �ac i wykorzystuj �ac protokó� z�o �zony z nast �epuj �acych kroków:
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Protokó� losowego testowania porównawczego w bazie Weyla (protokó� WRB)

Wejście:(a,b) 2 (Zd)2n odpowiadaj �acy elementowi diagonalnemu, który chcemy poznać
oraz sekwencja d�ugości m. Stan pocz �atkowy r oraz pomiar POVM a E dzia�aj �acy na n
kuditach.
Wyjście:liczba y.

1. Wybieramy losowo (a0, b0) 2 (Zd)2n, stosujemy W(a0,b0) , a nast �epnie sekwencj �e
W̄ = ( W(a1,b1) , . . . ,W(am,bm) ) jednakowo prawdopodobnych, loklanych unitarności
Weyla dzia�aj �acych na n kuditów na przemian z zaszumion �a operacj �a unitarn �a U.

2. StosujemyW̄†.

3. Wykonujemy pomiar na stanie wykorzystuj �ac POVM f E, 1 � Eg.

4. Je�zeli zmierzymy E wynikiem jest y = c (a,b) (a0, b0) = exp( i 2p
d h(b, � a), (a0, b0)i ).

W przeciwnym przypadku, wynikiem jest y = 0.

aang. positive-operator valued measure- POVM

Wybieraj �ac sekwencje ró�znej d�ugości oraz przeprowadzaj �ac eksponencjalne dopasowanie

otrzymujemy estymacj �e diagonali m(a,b) =


T � U

� (a,b)
(a,b) w bazie Weyla. Znajomość m(a,b)

oraz fakt, �ze T jest diagonalny w bazie Weyla jest wystarczaj �ace do estymacji parametrów

opisuj �acych szum, poniewa �z w tym przypadku: m(a,b) =


U

� (a,b)
(a,b)



T

� (a,b)
(a,b) . To ju �z komplet-

nie charakteryzuje kana� T , je�zeli elementy diagonalne operacji unitarnej nie s �a równe zeru.
Maksymalna d�ugość sekwencji jest określona przez przerw�e spektraln �a l rozwa �zanego kana�u
kwantowego. W rzeczywistości parametr l � 1 jest miar �a g� �ebokości obwodu, na której szum
b �edzie ju �z widoczny. Twierdzenie 2 w artykule [H6] mówi, �ze dla dowolnego e > 0 parametry
opisuj �ace szum, m(a,b) mog �a zostać oszacowane z prawdopodobieństwem d, przez przeprowa-
dzenie M = O(e� 2 log(d� 1 log(1 � l ) � 1)) eksperymentów RB w bazie Weyla, ka �zdy zawiera-
j �acy co najwy �zej Mmax = O( l � 1) bramek w pojedynczej sekwencji. Parametr l � 1 mo �ze zostać
określony przy u �zyciu danych na temat zakresu parametrów szumu dostarczonych przez pro-
ducenta danego urz �adzenia. Jednak�ze nasz protokó� nie jest ograniczony jedynie do kana�ów
diagonalnych w bazie Weyla. Dok�adniej, maj �ac dost �ep do bramki Clifforda o odpowiednio ni-

skim zaszumieniu, mo �zemy estymować tak �ze pozadiagonalne elementy


N

� (a1,b1)
(a2,b2) dla dowol-

nego kana�u N zapisanego w bazie Weyla. W tym przypadku równie �z udowodniliśmy analog
przywo�anego tutaj Twierdzenia 1 (Twierdzenie 2 w materia�ach dodatkowych pracy [H6]).
W szczególności to rozszerzenie pozwala na identy�kacj �e parametrów innych modeli szumu
zawieraj �acych b� �edy typu przekr �ecenia (ang. over-rotations).

W tym samym artykule [H6] u �zywamy informacji na temat szumu w obwodzie kwanto-
wym do badania ograniczeń na z�o �zoność ich klasycznej symulacji. Mówi �ac bardziej formalnie,
pracujemy w re �zimie tzw. s�abej symulacji. Oznacza to, �ze dla danej obserwabli E mo �zemy kla-
sycznie symulować zaszumiony obwód CB = N (N ) � � � � � N (1) dzia�aj �acy na produktowy stan
wejściowy r , je�zeli potra�my klasycznie estymować Tr (sE) z dok�adności �a do addytywnego
b� �edu e > 0, gdzie s = CB(r ). W naszej pracy zaproponowaliśmy algorytm próbkuj �acy, ba-
zuj �acy na próbkowaniu wzgl �edem normy `1 dla macierzy oraz wektorów, który wykorzystuje
wyniki testu WRB i mo �ze być stosowany do zaszumionych obwodów dla czasu dyskretnego
jak i ci �ag�ego:
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Algorytm próbkowania obwodu

Wejście: zaszumiony obwód kwantowy określony za pomoc �a kwantowych kana�ów
N (1) , . . . ,N (N ) , kwantowy stan pocz �atkowy r oraz obserwabla E.
Wyjście:liczba x taka, �ze E(x) = Tr(Es), gdzie s = CB(r ).

1. Próba (a0, b0) z rozk�adu p0.

2. Dla k = 1, . . . ,n: Próba (ak, bk) z pk(ak+ 1, bk+ 1jak, bk)
3. Wynik x jest dany jako

x = sign(r (a0, b0)) kr k`1
E(an, bn) �

N

Õ
k= 1

kN (k) (ak, bk)k`1
sign(



N (k) � (ak,bk)

(ak+ 1,bk+ 1) )

W Twierdzeniu 1 zawartym w pracy [H6] udowodniliśmy, �ze rzeczywiście zaproponowany
algorytm próbkuje z rzeczywistego rozk�adu oraz podajemy liczb �e próbek wymaganych aby
być e� blisko empirycznej wartości oczekiwanej. Nast �epnie ilustrujemy jak zastosować na-
sze wyniki do symulacji obwodów kwantowych, tak �ze w re �zimie VQE. W przypadku, gdy
kana�y kwantowe opisuj �ace szum w obwodzie s �a lokalne, stan pocz �atkowy oraz obserwable
s �a produktowe pokazujemy, �ze z�o�zoność naszego algorytmu próbkuj �acego skaluje si �e wielo-
mianowo. Ilekroć stosujemy w obwodzie bramki Clifforda, to nie zwi �ekszaj �a one z�o �zoności
algorytmu, poniewa �z dzia�aj �a one jak permutacje w bazie Weyla. Dodatkowo rozszerzamy
zaproponowany algorytm próbkuj �acy do kana�ów kwantowych postaci etL , gdzie L jest opera-
torem Lindblada (rozdzia� VII materia�ów dodatkowych pracy [H6]).

Podsumowuj �ac, nasze rezultaty oferuj �a narz �edzia zarówno dla praktyków – poprzez do-
starczenie metod porównywania oraz wykrywania szerokiego wachlarza z�o �zonych modeli
szumów, oraz dla teoretyków – dzi �eki dostarczeniu obliczalnych ograniczeń górnych, z jasn �a
operacyjn �a interpretacj �a, na faktyczn �a moc obliczeniow �a zaszumionych urz �adzeń kwantowych.

5.5 Wk�ad w rozwój teorii reprezentacji

Kolejnym wa �znym elementem cyklu habilitacyjnego jest wk�ad w rozwój teorii reprezentacji
algebry grupowej C[Sn] � A n(d) oraz algebry cz�eściowo transponowanych operatorów permutacji

A (k)
n (d) wzgl �edem k ostatnich uk�adów:

A (k)
n (d) := spanCf V (k)

p : p 2 Sng � Hom ((Cd) 
 n), (18)

gdzie (k) jest skrótowym zapisem z�o �zenia operacji cz �eściowej transpozycji tn � tn� 1 � � � � �
tn� k+ 1 wzgl �edem uk�adów n, n � 1, . . . ,n � k+ 1. Czasami w literaturze algebr �e A (k)

n (d) nazywa

si �e tak �ze algebr�a cz�eściowej transpozycji permutacji[E61]. Okazuje si �e, �ze elementy algebry A (k)
n (d)

s �a reprezentacjami macierzowymi na przestrzeni (Cd) 
 n, zde�niowanej w [E62, E63, E64] abs-

trakcyjnej Walled Brauer Algebra (WBA). Ka �zdy element algebry A (k)
n (d) spe�nia relacj �e po-

dobn �a do (5), mianowicie mamy:

[X,U 
 (n� k) 
 � � � 
 U

 k

] = 0, 8X 2 A (k)
n (d), (19)

gdzie kreska oznacza sprz �e�zenie zespolone. Mówimy, �ze operator, który spe�nia relacj �e (19) po-
siada symetri�e cz�eściow�a, w przeciwieństwie do operatorów komutuj �acych z diagonalnym dzia-
�aniem produktu tensorowego n operacji unitarnych (5). Widzimy, �ze ka�zdy operator posiada-
j �acy symetri �e cz �eściow �a mo �ze zostać zapisany jako kombinacja liniowa cz �eściowo transpono-
wanych operatorów permutacji. Odwrotnie, ka �zdy operator zapisany przy u �zyciu operatorów

V (k)
p spe�nia relacj �e (19). Oznacza to, �ze mamy sytuacj �e podobn �a do dualizmu Schura-Weyla i
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oczekujemy analogicznego rozk�adu przestrzeni (Cd) 
 n jak w (6):

(Cd) 
 n =
M

x

H x
U 
 H x

WBA , (20)

gdzie suma prosta przebiega wszystkie nierównowa �zne nieredukowalne reprezentacje rozwa-
�zanej algebry. Numerowanie nieredukowalnych jest znane dzi �eki wcześniejszym pracom, na
przyk�ad [E65, E64] wraz z referencjami wewn �atrz tych prac. Dok�adniej mówi �ac pokazano, �ze
ka �zdy indeks x jest dwójk �a x = ( a, m), gdzie a ` n � k i m2 a jest otrzymane przez dodanie
k komórek do a. Naszym celem jest konstrukcja nieredukowalnej bazy operatorowej, pozwa-
laj �acej na reprezentowanie operatorów dzia�aj �acych na cz �eści H x

WBA , co w rezultacie pozwoli
na efektywne obliczenia dla dowolnej ilości uk�adów n, liczby cz �eściowych transpozycji k oraz
dowolnego wymiaru d.

W przypadku d = 2 mamy dysponujemy relacj �a U = syUsy, gdzie sy =
�

0 � i
i 0

�
jest

macierz �a Pauliego. Relacja ta de�niuje izomor�zm pomi �edzy dwiema omawianymi algebrami

A (k)
n (2) oraz A n(2). Dla ka �zdego innego d > 2 nie dysponujemy ju �z wspomnianym izomor�-

zmem i nowa algebra A (k)
n (d) nie jest ju �z algebr �a grupow �a, jak to mia�o miejsce w przypadku

A n(d). Jest to bardzo �atwe do zauwa�zenia w najprostszym przypadku, gdy k = 1, tzn. kiedy
cz �eściowa transpozycja dzia�a na ostatnim n� tym uk�adzie. Dok�adniej, rozwa �zmy operator
permutacji Vp 2 A n(d) dla p = ( a, n), jasne jest, �ze wtedy mamy Vp V†

p = 1. Jednak�ze, wy-

bieraj �ac V tn
p 2 A (1)

n (d) � A 0
n(d), mamy V tn

p (V tn
p )† = dV tn

p = d2P+
an, gdzie operator P+

an jest
dwu-uk�adowym stanem maksymalnie spl �atanym. W�asność ta powoduje, �ze rozwa �zana alge-
bra ró �zni si �e strukturalnie od algebry A n(d), co czyni nasz �a dalsz �a analiz �e bardziej skompli-
kowan �a. Okazuje si �e, �ze bezpośrednie zastosowanie teorii reprezentacji dla algebry grupowej
grupy symetrycznej Sn jest tutaj niewystarczaj �ace i jest niezb �edne rozwini �ecie nowych narz �edzi.
Jednak�ze z ogólnej teorii wiemy, �ze ka�zda skończeniewymiarowa C� � algebra jest sum �a pro-

st �a algebr macierzowych i w konsekwencji jest algebr �a pó�prost �a. Oczywiście algebra A (k)
n (d)

wraz ze sprz �e �zeniem hermitowskim † tworzy C� � algebr �e i jest zatem pó�prosta dla ka �zdej
wartości n oraz d. Oznacza to, �ze mo�zemy j �a roz�o �zyć na sum�e prost �a idea�ów minimalnych
(nieredukowalnych) M x:

A (k)
n (d) �=

M

x

M x with M x = spanCf Fx
ij : Fx

ij F
q
kl = dxqdjkFx

il g. (21)

Widzimy zatem, �ze naszym g�ównym celem jest identy�kacja nieredukowalnych idea�ów M x i

konstrukcja nieredukowalnej bazy operatorowej Fx
ij .

Chronologicznie nasz praktyczny zestaw narz �edzi dla nieredukowalnych reprezentacji al-

gebry A (k)
n (d) zosta� najpierw rozwini �ety dla k = 1, a dopiero później zosta� uogólniony na

przypadek dowolnego k. Co wi �ecej, wszystkie rezultaty w tej materii zosta�y uzyskane na
przestrzeni wielu lat w cyklu artyku�ów [H3, H9, H2, H10], które nie zawsze s �a ca�kowicie po-
świ �econe czysto matematycznym rozwa �zaniom – wi �ekszość prac jest dedykowana kwantowej
teleportacji. Tutaj jednak, aby uczynić niniejszy autoreferat bardziej przejrzystym zrezygnu-
jemy z chronologicznego prezentowania rezultatów. W zamian prezentujemy dyskusj �e dla
dowolnego k � 1, dodaj �ac odpowiednie komentarze w przypadku k = 1. W tym miejscu
bardzo wa �zne jest aby dodać, �ze cz �eść rezultatów odnośnie przypadku k = 1 zosta�a wypra-
cowana przez habilitanta podczas jego studiów doktoranckich [P3, P4]. Jednak �ze, podejście
przedstawione tam jest nieco innej natury i o ograniczonej praktycznej stosowalności – jest to
dobrze opisane w Rozdziale 2.3 oraz Rozdziale 3 artyku�u [H2].

Dla przejrzystości dalszej prezentacji zaczniemy od krótkiego podsumowania g�ównych
wyników zawartych w artyku�ach z cyklu habilitacyjnego:

16



1. W artykule [H10] podajemy efektywne narz �edzia do obliczania śladów cz �eściowych wzgl �e-
dem dowolnej liczby uk�adów z nieredukowalnych operatorów bazowych rozpinaj �acych
nieredukowalne reprezentacje grupy Sn sugerowanych dualizmem Schura-Weyla. Dodat-
kowo dowodzimy nowych relacji ortogonalności dla grupy Sn motywowanych s�awnymi
relacjami ortogonalności Schura [E66]. W szczególności mówimy tutaj o Proposition 6,
Lemacie 9 oraz Corollary 10 ze wspomnianego artyku�u. Rezultaty te, w tym stopniu
ogólności rozszerzaj �a wyniki z prac [E10, E67] dla operatorów Pm i s �a ca�kowicie nowe
dla operatorów bazowych Em

kl. Z powodu prezentacji w dalszej cz �eści autoreferatu przy-
toczymy tutaj rezultaty dotycz �ace wspomnianych śladów cz �eściowych:

Tr(k) E
rm/ b erm/ b0

ib jb0
=

mm

mb
Eb

ib jb
drm/ berm/ b0, Tr(k) Pm = å

b2m

mm/ b
mm

mb
Pb, (22)

gdzie u �zyliśmy uproszczonej notacji na ślad cz �eściowy wzgl �edem ostatnich k uk�adów
Tr(k) = Trn� 2k+ 1,...,n� k.

2. W artyku�ach [H3, H10, H2] u �zywamy faktu, �ze algebra A (k)
n (d) cz �eściowo transpono-

wanych operatorów permutacji jest reprezentacj �a macierzow �a Walled Brauer Albegra na
przestrzeni (Cd) 
 n. Zale�zność ta, zgodnie z prac �a [E65], daje nam wszystkie abstrak-
cyjne idea�y rozwa �zanej algebry (nie minimalne), pokazuje ich wzajemne zagnie �zd �ze-
nie oraz ich zwi �azek z nieredukowalnymi reprezentacjami grup permutacji Sn� k oraz
Sn� 2k. Rezultaty te daj �a nam narz �edzie do konstrukcji nieredukowalnej bazy operato-
rowej macierzowych reprezentacji Walled Brauer Algebra na przestrzeni (Cd) 
 n, co jest
pierwszym w historii rezultatem tego typu. W szczególności, identy�kujemy idea�, który
jest g�ównym obiektem naszych badań w kierunku zrozumienia protoko�ów teleportacji
kwantowej multi oraz port-based. Ta identy�kacja jest mo �zliwa dzi �eki analizie symetrii
wykazywanych przez rozwa �zane protoko�y teleportacji w Rozdziale 5.6.

3. Wykorzystuj �ac zbudowan �a baz �e, w tych samych pracach, obliczamy nieredukowalne ele-
menty macierzowepodstawowych obiektów naszych studiów – operatorów permutacji cz �e-
ściowo transponowanych wzgl �edem k ostatnich uk�adów, jak równie �z operatorów per-
mutacji nale �z �acych do podgrupy Sn� k, gdzie operacja cz �eściowej transpozycji nie zmienia
rozwa �zanych operatorów. Ta cz �eść jest krótko podsumowana z technicznego punktu wi-
dzenia w Rozdziale 5.5.1.

Otrzymane rezultaty s �a nietrywialnym rozszerzeniem narz �edzi wykorzystywanych w du-
alizmie Schura-Weyla do przypadku, gdy mamy do czynienia z symetri �a innego typu (symetria

cz �eściowa) – U 
 (n� k) 
 U

 k

, gdzie istniej �ace wcześniej narz �edzia nie mog�y być zastosowane
bezpośrednio. Dostarczyliśmy narz �edzi do badania i lepszego zrozumienia Walled Brauer Al-
gebra na najbardziej przyjaznym poziomie z punktu widzenia praktycznych zastosowań – nie-
redukowalnych reprezentacji macierzowych. Narz �edzia te pozwalaj �a na efektywne obliczenia
sk�adania oraz śladów cz �eściowych operatorów z cz �eściowymi symetriami, które wykorzystu-
jemy później w opisie protoko�ów teleportacji kwantowej, ale nie tylko.

Okazuje si �e, �ze rozwa �zany komutant i ogólna teoria Walled Brauer Algebra odgrywa istotn �a
rol �e w wielu aspektach �zyki. W uk�adach antyferromagnetycznych, podejście reprezentacyjne
bazuj �ace na algebrze WBA, pozwala na redukcj �e z�o �zoności obliczeniowej przy numerycznej
diagonalizacji hamiltonianów opisuj �acych badany uk�ad [E68]. Nasze narz �edzia mog �a przyczy-
nić si �e do bardziej analitycznego podejścia do problemu, potencjalnie prowadz �ac do dalszych
uproszczeń. Elementy teorii WBA mog �a być tak �ze stosowane z sukcesem to wybranych zagad-
nień �zyki cz �astek [E69] oraz teorii grawitacji [E70, E71], gdzie ponownie podejście reprezenta-
cyjne prowadzi do uproszczeń w obliczeniach analitycznych. Narz �edzia tutaj omówione mog �a
być tak �ze stosowane w kwantowej teorii informacji – poza wspomnianymi tutaj protoko�ami
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teleportacji kwantowej. Macierzy reprezentacji WBA mo �zna u �zyć do badania i charaktery-
zacji w�asności PPT wielocz �astkowych stanów kwantowych w duchu pracy Eggelinga i Wer-
nera [E72]. Nast �epnie mo�zna analizować odwzorowania ICLM generowane przez rozwa �zan �a
algebr �e wraz z ich k� dodatniości �a [E73, E74, E25]. W szczególności, mo�zna si �e ograniczyć do
ICQC i próbować budować nowe przyk�ady kana�ów kwantowych, dla których minimalna en-
tropia Rényi'ego na wyjściu kana�u nie jest addytywna [E75]. Pierwszy krok w tym kierunku
zosta� zrobiony w pracy [E76], gdzie autorzy konstruuj �a kana�y kwantowe rozwa �zaj �ac algebr �e
Temperley-Lieba. Maj �ac solidne narz �edzia matematyczne jesteśmy tak �ze w stanie podać pe�ny
algebraiczny opis uniwersalnych maszyn klonuj �acych M ! N. Dla przypadku 1 ! N zosta�o
to cz �eściowo pokazane w pracy [P2], a nast �epnie rozwini �ete w [E77]. W ogólności, mogliby-
śmy równie �z spróbować zastosować nasze narz �edzia do podania bardziej ciasnych ograniczeń
na wierność spl �atania dla przybli �zonych kowariantnych kodów b� �edów [E78, E79, E80], co z ko-
lei mog�oby mieć implikacje dla obliczeń kwantowych odpornych na b� �edy (ang. fault-tolerant
quantum computing) oraz pewnych aspektów dualności AdS-CFT [E81]. Wreszcie, korzystaj �ac
z opracowanych metod, mogliśmy analizować operacje kwantowe wy �zszego rz �edu. W szcze-
gólności motywowani pracami [E82, E83] mo �zemy próbować budować grzebienie kwantowe
produkuj �ace transpozycj �e nieznanej unitarnej operacji maj �ac do dyspozycji jej k u �zyć. Tak sze-
roki zakres wybranych zagadnień pokazuje ogromny potencja� opracowanych przez nas narz �e-
dzi matematycznych do zastosowań w innych problemach wspó�czesnej �zyki i matematyki,
co dowodzi, �ze nie by�y one wypracowane tylko do jednego konkretnego zastosowania.

5.5.1 Algebra cz�eściowo transponowanych operatorów permutacji - podsumowanie tech-
niczne

Sekcja ta zawiera skrócone podsumowanie techniczne g�ównych rezultatów dotycz �acych

teorii reprezentacji algebry cz �eściowo transponowanych operatorów permutacji A (k)
n (d), które

s �a zawarte w cyklu artyku�ów [H3, H2, H10]. Zaczniemy od wprowadzenia poj �ecia cz�eściowo
nieredukowalnych reprezentacji(ang. partially irreducible representations (PRIR)) wprowadzonym
dla �atwiejszego obliczania z�o �zeń i śladów cz �eściowych operatorów z symetriami cz �eściowymi,
b �ed �acym macierzow �a wersj �a na konstrukcji Gelfand-Tsetlin'a [E9] dla grupy symetrycznej. W
pierwszej kolejności musimy jednak opisać u �zywan �a przez nas tutaj notacj �e. Rozwa �zmy m `
n oraz a ` n � k dla k < n. Przez indeks rm/ a oznaczamy ście�zk �e na kratownicy Younga
prowadz �ac �a od diagramu mdo a. Ście�zka ta jest jednoznacznie wyznaczona poprzez wybór
�ańcucha nakrywaj �acych si �e diagramów Younga z mdo a, ró �zni �acych si �e mi �edzy sob �a o jedn �a
komórk �e w ka �zdym kroku:

rm/ a = ( m, mn� 1, . . . ,mn� k+ 1, a), i m3 mn� 1 3 � � � 3 mn� k+ 1 3 a. (23)

W szczególności oznacza to,�ze indeks imnumeruj �acy elementy macierzowe f mmo �ze być przed-
stawiony jednoznacznie jako ście�zka na kratownicy Younga w postaci

im � (rm/ a, la), a 2 m, (24)

gdzie la oznacza teraz indeks przebiegaj �acy tylko w zakresie wyznaczonym przez irrep a.
Dodatkowo poprzez zapis dimjn, gdzie m` n oraz a ` n � k, rozumiemy:

dimjn = drm/ aern/ bdlal0b
= dmndmn� 1nn� 1 � � � dmn� k+ 1nn� k+ 1dabdlal0b

. (25)

U �zywaj �ac tak wprowadzonej notacji mo �zemy zilustrować nasze macierzowe podejście (PRIR)
do konstrukcji Gelfanda-Tsetlin'a. Dowolna nieredukowalna reprezentacja f m grupy Sn mo �ze
zawsze zostać unitarnie przekszta�cona do PRIRów wzgl �edem podgrupy Sn� k � Sn w nast �e-
puj �acy sposób

8s 2 Sn� k f m
R(s) =

�
drm/ aerm/ b j a

ia ja(s)
�

=
M

a2m

j a(s), (26)
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gdzie indeksy ia, ja przebiegaj �a od 1 do wymiaru irrepu a. Bloki pozadiagonalne s �a macierzami
zerowymi i w ogólności nie musz �a być kwadratowe. Dla dowolnego elementu s 2 Sn forma
rozk�adu (26) wzgl �edem podgrupy Sn� k jest ju�z bardziej skomplikowana, poniewa �z pojawiaj �a
si �e ju �z niezerowe bloki pozadiagonalne:

8s 2 Sn f m
R(s) =

�
(f m

R)
rm/ a,erm/ b

ia jb
(s)

�
, (27)

gdzie znów macierze na diagonali s �a wymiaru odpowiedniego irrepu j a grupy Sn� k. Maj �ac
wprowadzone poj �ecie PRIRów dowodzimy pierwszy techniczny rezultat zawarty w Lemacie
9 oraz Corollary 10 artyku�u [H10] dotycz �acy śladów cz �eściowych z operatorów Em

ij i Pm z
równania (10):

Tr(k) E
rm/ b erm/ b0

ib jb0
=

mm

mb
Eb

ib jb
drm/ berm/ b0, Tr(k) Pm = å

b2m

mm/ b
mm

mb
Pb, (28)

gdzie wprowadzamy uproszczon �a notacj �e na ślad cz �eściowy wzgl �edem ostatnich k uk�adów
Tr(k) = Trn� 2k+ 1,...,n� k. Rezultaty te s �a u �zyte przez nas później do konstrukcji nieredukowalnej

bazy operatorowej rozwa �zanej algebry A (k)
n (d). W algebrze tej, z przyczyn technicznych wyni-

kaj �acych z badania przez nas protoko�ów teleportacji (multi) port-based opisanych w dalszych
rozdzia�ach, wyró �zniamy szczególny cz �eściowo transponowany operator permutacji

V (k) := V tn
(n� 2k+ 1,n)V

tn� 1
(n� 2k+ 2,n� 1) � � � V tn� k+ 1

(n� k,n� k+ 1) , (29)

który jest z�o �zeniem roz� �acznych cz �eściowo transponowanych operatorów transpozycji dzia�a-
j �acych na przestrzeni (Cd) 
 n. Naszym g�ównym celem by�a konstrukcja nieredukowalnej bazy
operatorowej dla idea�u dwustronnego M generowanego przez element V (k) wprowadzony

w (29) oraz elementy algebry A (k)
n (d):

M := f Vt V (k)V†
t 0 j t , t 0 2 Sn� kg � A (k)

n (d). (30)

Maj �ac wyprowadzone wzory na ślady cz �eściowe po dowolnej ilości uk�adów z nieredukowal-
nych operatorów bazowych dla grupy symetrycznej (28), mo �zemy zbudować nieredukowaln �a
baz �e macierzow �a dla idea�u M . Jest to jeden z g�ównych rezultatów dotycz �acych narz �edzi
matematycznych i jest zawarty w Twierdzeniu 11 pracy [H10]:

F
rm/ arn/ a

im jn
=

ma
p

mmmn
E

rm/ a

im 1a
V (k) Ern/ a

1a jn
, (31)

gdzie mm, mn oraz ma s �a krotnościami irrepów odpowiednio grupy Sn� k i Sn� 2k w dualizmie
Schura-Weyla. Dodatkowo, powy �zsze operatory spe�niaj �a nast �epuj �ace prawa sk�adania:

F
rm/ arn/ a

im jn
F

rm0/ brn0/ b

km0 ln0
= drn/ arm0/ bdjnkm0F

rm/ arn0/ a
im ln0

. (32)

Rezultaty zawarte w (31) oraz (32) s �a analogami nieredukowalnej bazy macierzowej Ea
ij danej

poprzez (10) z relacjami ortogonalności (8) dla algebry grupowej A n(d) na przestrzeni (Cd) 
 n.
Pierwsze podejście do konstrukcji macierzowych nieredukowalnych operatorów bazowych zo-
sta�o zaprezentowane dla k = 1 w pracy [H2] w Twierdzeniu 38. W artykule tym poczyniliśmy
kluczowy krok w kierunku zrozumienia ogólnej teorii A 0

n(d) przedstawionej przez autora na
jego wcześniejszym etapie kariery naukowej w pracach [P3, P4]. Mówi �ac dok�adniej, pozby-
liśmy si �e wielu technicznych problemów, które powodowa�y realne trudności ze stosowaniem
wprowadzonych wcześniej narz �edzi matematycznych nawet dla przypadku k = 1. W szcze-
gólności, mo �zemy wspomnieć tutaj o konieczności wyboru niezerowego elementu operatorów
rozpinaj �acych algebr �e A n(d), co mo�ze być zrobione dla ustalonego n oraz d, ale nie jest mo�z-
liwe w ogólnym przypadku – zosta�o to zilustrowane w Twierdzeniu 12 oraz Remark 13 w
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pracy [H2]. Dodatkowo, wszystkie bardzo z�o �zone wyra �zenia opisuj �ace algebr �e A 0
n(d) dzi �eki

u �zyciu poj �ecia cz �eściowo nieredukowalnych reprezentacji mog �a zostać znacznie uproszczone –
zosta�o to omówione z Rozdziale 4 pracy [H2]. Pomimo poczynionego post �epu w tym temacie
nadal istnia�a potrzeba analizy dla wi �ekszych wartości k, co jest prezentowane w pracy [H10].

Id �ac dalej, w tym samym Twierdzeniu 11 z pracy [H10] udowadniamy, �ze element V (k)

generuj �acy idea� M , mo �ze zostać zapisany poprzez operatory z (31), co jest relacj �a podobn �a do
wzoru (11):

V (k) = å
m,n

å
rm/ a,ern/ a

å
la

p
mmmn

ma
F

rm/ a ern/ a

la rm/ a ern/ a la
. (33)

Ten szczególny rezultat jest uogólnieniem wyniku zawartego w Twierdzeniu 38 w [H2] dla
dowolnej liczby cz �eściowych transpozycji k. Relacja ta, razem z w�asnościami nieredukowal-
nej bazy operatorowej dla A n(d) pozwala nam na udowodnienie Lematu 12 z omawianego
artyku�u, w którym obliczamy odpowiednie lewe dzia�ania operatorów bazowych:

F
rm/ a rn/ a

kb rm/ b rn/ g lg
V (k) = å

m0
å

rm0/ g

p mnmm0

mg
F

rm/ g rm0/ g

kb rm/ b rm0/ g lg
drn/ arn/ g (34)

oraz
F

rm/ a rn/ a

kb rm/ b rn/ g lg
Vt = å

kn

f n
jnkn

(t )F
rm/ arn/ a

im kn
(35)

gdzie f n
jnkn

(t ) s �a elementami macierzowymi Vt dla t 2 Sn� k, które mog �a zostać obliczone
z relacji (11). Rezultaty te pozwalaj �a na wyprowadzenie wyra �zeń na elementy macierzowe
nieredukowalnych reprezentacji interesuj �acych nas obiektów (Lemat 13 [H10]):

�
V (k)

� rm/ a rn/ a

kb rm/ b rn/ g lg
= dkb lg drm/ arm/ bdrn/ arn/ g

p
mmmn

ma
, (36)

oraz

(Vt )
rm/ arn/ a

im jn
= drm/ arn/ adimjn

r
mm

mn
å
km

f m
kmim

(t ), (37)

Jak widzimy elementy z równań (36) i (37) s �a powi �azane z parametrami opisuj �acymi irrepy
grupy symetrycznej Sn oraz Sn� 2k. Skonstruowaliśmy równie �z projektory, które s �a analogami
projektorów Younga z (10). Ka �zdy taki projektor w swoim dzia�aniu powoduje organicznie do

nieredukowalnych bloków algebry A (k)
n (d) w ideale M (De�nicja 15 w pracy [H10]):

8a 8m2 a Fm(a) := å
rm/ a

å
km

F
rm/ arm/ a

km km
. (38)

Operatory tego typu zosta�y po raz pierwszy podane dla k = 1 w Twierdzeniu 1 w arty-
kule [H3] w kontekście protoko�ów teleportacji port-based. Ponadto, operatory te spe�niaj �a
regu�y ortogonalności podobne do tych z (9) w indeksach a, m (Lemat 15 w [H10]. Pisz �ac
dok�adniej mamy:

Fm(a)Fn(b) = dmndabFm(a). (39)

Zobaczymy później, �ze projektory te odgrywaj �a centraln �a rol �e w opisie pomiarów w proto-
ko�ach teleportacji (multi) port-based. Motywowani tym zastosowaniem dowodzimy bardziej
technicznych lematów i faktów w duchu relacji (28). W szczególności, g�ówne rezultaty s �a
zawarte w Lemacie 18, Lemacie 19 oraz Lemacie 21 artyku�u [H10]. Poniewa�z nie opisujemy
tutaj szczegó�owo wszystkich dowodów dotycz �acych schematów teleportacji, zdecydowaliśmy
si �e wi �ec nie wypisywać tutaj tych wyra �zeń wprost.
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5.6 Warianty protoko�u teleportacji kwantowej port-based

Protokó� port-based teleportation (PBT) zosta� wprowadzony w roku 2008 przez Hiroshim �e i
Ishizak �e w cyklu dwóch prac [E84, E85]. Jego prze�omowość polega na tym, �ze odbiorca tele-
portowanego stanu nie musi stosować ju �z unitarnej korekcji, tak jak to ma miejsce oryginalnym
protokole teleportacji wprowadzonym w 1993 roku w pracy [E86]. To w�aśnie brak wspomnia-
nej korekcji pozwoli� na ca�kowicie nowe zastosowania protoko�u PBT, gdzie zwyk�y protokó�
teleportacji nie mo �ze być stosowany.

Pierwszym wa �znym zastosowaniem PBT jest podanie nowej architektury dla uniwersalnych
programowalnych procesorów kwantowych, przeprowadzaj �acych obliczenia z wykorzystaniem
teleportacji [E7, E87, E84, E85]. Schemat PBT zosta� tak�ze z powodzeniem u �zyty w kwanto-
wej kryptogra�i (ang. port-based cryptography), gdzie pos�u �zy� do budowy protoko�ów do
natychmiastowej implementacji pomiarów i obliczeń. To zastosowanie pozwoli�o na podanie
nowych ataków kryptogra�cznych, dla których ilość zasobu mierzona poprzez ilość zu �zytego
spl �atania, zosta�a zredukowana z podwójnie eksponencjalnej do eksponencjalnej [E88]. Wersja
kubitowa protoko�u PBT pozwoli�a na podanie zwi �azku pomi �edzy teori �a z�o �zoności komu-
nikacyjnej, a �amaniem nierówności Bella [E89]. To ca�kowicie nowe zastosowanie pozwoli�o
wykazać, �ze ka�zda dla kwantowej przewagi w z�o �zoności komunikacyjnej zawsze jest mo �zli-
wość otrzymania takiej statystyki pomiarów, która �amie jak �aś nierówność Bella. Istnieje zatem
g� �eboka zale�zność pomi �edzy nielokalności �a, a przewag �a kwantow �a w z�o �zoności komunikacyj-
nej. Kubitowe PBT mo �ze być równie �z interpretowane jako uniwersalny symulator dla kana�ów
kubitowych [E90], poprawiaj �ac symulacj �e kana�u t�umi �acego amplitud �e (ang. amplitude dam-
ping channel). Rozszerzaj �ac protokó� PBT do tzw. protoko�u PBT strechingmo �zemy podać
fundamentalne ograniczenia na mo �zliwość rozró �zniania kana�ów kwantowych [E91]. Ostatnio,
niektóre aspekty protoko�u PBT odegra�y rol �e w analizie i konstrukcji uniwersalnych obwo-
dów kwantowych produkuj �acych odwrotność dowolnej nieznanej operacji unitarnej [E92, E82],
w teorii przechowywania i odzyskiwania unitarnych kana�ów kwantowych [E93], a tak �ze w
kontekście dualności AdS/CFT [E94]. Ta szeroka gama zastosowań i mo �zliwość dalszego roz-
woju w wielu problemach wspó�czesnej teorii informacji kwantowej motywuje nas do bardziej
szczegó�owego badania protoko�u PBT we wszystkich jego wariantach, zw�aszcza w przypadku
wy �zszego wymiaru.

W ka �zdej z wersji protoko�u PBT nadawca (Alicja) oraz odbiorca (Bob) wspó�dziel �a N par
maksymalnie spl �atanych, ka �zd �a z nich zwan �a portem, jest to zilustrowane na Rysunku 3. Zbiór
wszystkich stanów spl �atanych (portów) jest z kolei nazywany stanem zasobu, który jest postaci

jY i AB = ( OA 
 1B)jY+ i AB = ( OA 
 1B)jy + i A1B1 
 j y + i A2B2 
 � � � 
 j y + i AN BN , (40)

gdzie A = A1A2 � � � AN , B = B1B2 � � � BN oraz OA , wraz z warunkiem normalizacyjnym
Tr(O†

AOA ) = dN , jest pewn �a globaln �a operacj �a zwi �ekszaj �ac �a wydajność protoko�u [E85, E95], [H3,
H4]. W nieoptymalnym protokole PBT mamy OA = 1A , podczas gdy dla optymalnego sche-
matu jej jawna postać jest znana i dyskutowana w [E85] i [H4]. Alicja, aby przes�ać do Boba
nieznany stan YC cz �asteczki, dokonuje globalnego pomiaru P AC

i na stanie YC oraz swojej cz �e-
ści stanu zasobu A, otrzymuj �ac klasyczny wynik 1 � i � N. Nast �epnie za pośrednictwem
klasycznego kana�u Alicja komunikuje indeks i Bobowi, wskazuj �ac port na którym dokona�a
si �e teleportacja i �zadna dalsza korekcja przes�anego stanu nie jest ju�z wymagana.

Rozró �zniamy dwa warianty PBT:

1. Deterministyczny PBT (dPBT):Nieznany stan kwantowy YC jest zawsze przesy�any do
odbiorcy, ale transmisja nie jest doskona�a. Kana� teleportacyjny N mo �ze być zapisany
jako:

N (YC) =
N

å
i= 1

TrAC

h
P AC

i

� �
OA 
 1eB

�
sA i eB

�
O†

A 
 1eB

�

 y C

�i
, (41)

21



Rysunek 3: Lewy rysunek przedstawia kon�guracje protoko�u teleportacji kwantowej wprowadzonej
w [E86]. W tym protokole odbiorca aby odzyskać teleportowany stan musi zastosować operacj �e unitarnej
korekcji, która zale �zy od klasycznej informacji przes�anej przez nadawc �e. Prawy rysunek przedstawia
kon�guracj �e protoko�u PBT [E84, E85]. W tym przypadku, przeciwnie do standardowej teleportacji,
nadawca i odbiorca wspó�dziel �a N maksymalnie spl �atanych par (portów). Odbiorca, aby odzyskać
teleportowany stan musi jedynie wybrać jeden z portów wskazanych przez klasyczn �a informacj �e od
nadawcy. �Zadna dalsza procedura korekcji nie jest ju �z potrzebna. Jednak�ze z powodu twierdzenia
o zakazie programowania [E96], przesy� nie jest idealny i wierność teleportacji jest mniejsza ni �z 1.
Doskona�y przesy� jest mo �zliwy jedynie w asymptotycznym scenariuszu, gdy N ! ¥ .

gdzie przez Tr AC oznaczamy ślad cz �eściowy po uk�adach AC z wy� �aczeniem uk�adu eB.
Stany sAaeB s �a nazywane stanami sygna�owymii maj �a nast �epuj �ac �a postać:

sA i eB := si :=
1

dN � 1 1A i

 P+

A i eB
, (42)

gdzie P+
A i eB

jest projektorem na stan maksymalnie spl �atany pomi �edzy uk�adem A i orazeB.

Aby poznać efektywność kana�u teleportacji mo �zemy zapytać jak dobrze przesy�a on nie-
klasyczne korelacje. Oznacza to, �ze interesuje nas obliczenie wierności spl �atania F(N )
pomi �edzy stanem na wyjściu kana�u teleportuj �acego N , gdy dokonujemy przesy�u po-
duk�adu C ze stanu maksymalnie spl �atanego P+

CD, a stanem po idealnym przesyle P+
eBD

:

F(N ) = Tr
h
P+

eBD
(NC 
 1D )( P+

CD)
i

=
1
d2

N

å
i= 1

Tr
h�

O†
A 
 1eB

�
P A eB

i

�
OA 
 1eB

�
sA i eB

i
. (43)

W szczególności, w artykule [E85] pokazano, �ze kana� teleportacji N jest kana�em depola-
ryzuj �acym i jako rezultat jego dzia�ania otrzymujemy stan izotropowy z parametrem mie-
szania p = p(N, d) zwi �azanym z wierności �a spl �atania F(N ) w nast �epuj �acy sposób [E91]:

F(N ) = 1 � p +
p
d2 . (44)

Zgodnie z ostatnimi wynikami zawartymi w artykule [E97], wiemy �ze pomiary postaci
square-root measurements(SRM) s �a optymalne w ka �zdej wersji protoko�u PBT (w nie- i
optymalnym PBT). Przy czym pomiary optymalne (POVM) w wersji nieoptymalnej pro-
toko�u PBT maj �a postać:

81 � i � N P AC
i =

1
p

r
sA i C

1
p

r
, where r =

N

å
i= 1

sA i C. (45)

Operator r � 1 jest określony na nośniku operatora r , zatem aby zapewnić sumowanie
si �e wszystkich POVMów do identyczności 1AC na ca�ej przestrzeni (Cd) 
 N+ 1, musimy
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do ka �zdego z P AC
i dodać dodatkowy wyraz D = 1

N

�
1AC � å N

i= 1 P AC
i

�
. Okazuje si �e, �ze

ten zabieg nie zmienia wierności spl �atania F(N ) kana�u N , poniewa �z dodatkowy wyraz
D jest ortogonalny do przestrzeni, na kórej określone s �a operatory opisuj �ace PBT [E85,
E84], [H3].

2. Probabilistyczny PBT (pPBT):W tym wariancie teleportacji nieznany stan jest transmito-
wany do Boba z wierności �a F = 1, jednak nadawca i odbiorca musz �a zaakceptować
niezerowe prawdopodobieństwo, �ze protokó� zakończy si �e niepowodzeniem (brakiem te-
leportacji). W tym protokole Alicja ma dost �ep do N + 1 POVMów f P AC

0 , P AC
1 , . . . ,P AC

N g,
przy czym za niepowodzenie teleportacji odpowiada pomiar P AC

0 . Efektywność proto-
ko�u jest opisana poprzez średnie prawdopodobieństwo sukcesu teleportacji psucc, które
jest równe [E85], [H3]:

psucc =
1

dN+ 1

N

å
i= 1

Tr
h
O†

AP AC
i OA

i
. (46)

Wymóg idealnego przesy�u stanu teleportowanego nak�ada dodatkowe warunki na po-
miary dost �epne dla Alicji, a dok�adniej mówi �ac mog �a one być tylko nast �epuj �acej po-
staci [E85], [H3]:

81 � i � N P AC
i = P+

A i C

 QA i

, (47)

gdzie forma dodatnich operatorów QA i
musi zostać znaleziona i zostanie to przedyskuto-

wane później. W tym przypadku A i oznacza, �ze operator dzia�a na wszystkich uk�adach
A1 � � � AN , oprócz uk�adu A i . Optymalna forma operatorów QA i

w obu wersjach proto-
ko�u probabilistycznego (nieoptymalnej i optymalnej) zosta�a podana dla kubitów w [E85]
i dla wi �ekszych wymiarów przestrzeni w [H3].

Zwróćmy tutaj uwag �e na pewn �a konwencj �e notacyjn �a. Zarówno w przypadku deterministycz-
nych oraz probabilistycznym operacj �e optymalizuj �ac �a oznaczamy jako OA . Nale �zy przy tym
pami �etać, �ze jest ona ró�zna dla ró �znych wersji protoko�u, to samo dotyczy pomiarów wykorzy-
stywanych przez Alicj �e. To o jakiej operacji OA , czy pomiarach mówimy, zawsze b �edzie jasno
wynika�o z kontekstu.

W ka �zdym z przypadków idealna transmisja z jednostkow �a wierności �a lub z jednostkowym
prawdopodobieństwem jest mo �zliwa tylko w przypadku asymptotycznym, gdy N ! ¥ . W�a-
sność ta jest konsekwencj �a twierdzenia no-go dla uniwersalnych procesorów o skończonych
rozmiarach (ang. no-programming theorem) [E96]. To ograniczenie na PBT rodzi fundamentalne
pytanie, zw�aszcza w świetle wymienionych na pocz �atku zastosowań, jak dobrze strony mog �a
przesy�ać stany kwantowe poprzez protoko�y PBT o skończonej liczbie N portów oraz jego
dowolnym wymiarze d.

Jasne jest,�ze bezpośrednie zastosowanie obliczeń numerycznych nie daje dobrych rezul-
tatów, poniewa �z wymiary macierzy wszystkich obiektów opisuj �acych PBT ros �a jak dN+ 1, co
powoduje realne komplikacje obliczeniowe. Do tej pory analiza wydajności protoko�ów PBT
znana by�a tylko w przypadku kubitowym, gdy d = 2 [E84, E85]. Wi �a�z �ac �a analiz �e uzyskano
u �zywaj �ac formalizmu teorii momentu p �edu SU(2) 
 N , w tym teorii wspó�czynników Clebscha-
Gordana wraz z metodami programowania wypuk�ego. Narz �edzia te dzia�aj �a jednak efektyw-
nie tylko w przypadku kubitowym i nie daj �a si �e zastosować do analizy w wy �zszych wymiarach.
W przypadku d > 2 znane by�y jedynie cz �astkowe rezultaty pokazuj �ace dolne/górne ograni-
czenia na wierność F, na prawdopodobieństwo sukcesu psucc w funkcji wymiaru oraz liczby
portów [E88, E85, E98] dla protoko�ów nieoptymalnych. Dla przypadku deterministycznego,
ograniczenia polega�y na analizie spektralnej operatora r [E85], oraz zwi �azku z protoko�em
rozró �zniania stanów kwantowych [E88]. W przypadku probabilistycznym z kolei, ogranicze-
nie bazowa�o na zakazie kwantowego klonowania i zasadzie niesygnalizowania [E98]. Jednak
we wszystkich przypadkach nie wiadomo by�o do końca jak bliskie s �a one rzeczywistych war-
tości dla skończonej liczby portów N i w dowolnego wymiaru d. Pierwsze bezpośrednie ana-
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lityczne podejście do opisu wydajności PBT w wy �zszych wymiarach zosta�o zaproponowane
w [E99] dzi �eki wykorzystaniu gra�cznych metod dla algebry Temperley-Lieb. Autorzy podali
wyra �zenia na wierność spl �atania oraz prawdopodobieństwo sukcesu dla dowolnego wymiaru
d oraz N 2 f 2, 3, 4g. Metody gra�czne równie �z nie s �a zadowalaj �ace ze wzgl �edu na bardzo du �z �a
liczb �e przypadków niezb �ednych do rozwa �zenia, która rośnie eksponencjalnie z liczb �a portów.
Dlatego istnia�a konieczność wypracowania nowych, bardziej efektywnych metod do analizy
protoko�ów PBT. W tym celu zdecydowaliśmy si �e zidenty�kować, a nast �epnie wykorzystać ist-
niej �ace w problemie symetrie, co pozwala na zastosowanie elementów teorii reprezentacji grup
i algebr skończonych. Poni �zej podam i omówi �e najwa �zniejsze uzyskane wyniki dotycz �ace ba-
dania efektywności PBT w wy �zszych wymiarach.

5.6.1 Protokó� teleportacji kwantowej port-based dla dowolnego wymiaru przestrzeni

Jak to opisaliśmy w poprzednim rozdziale, wielkim otwartym problemem by�o znalezienie
opisu PBT w wy �zszych wymiarach oraz ich optymalnej wersji w najbardziej ogólnej kon�-
guracji – z optymalnym pomiarem, który dzia�a dla dowolnego wymiaru i liczby portów, a
tak �ze ustalenie ich wydajności wraz z dostarczeniem mo �zliwie �atwych do analizy wyra �zeń na
wierność spl �atania i prawdopodobieństwo sukcesu. W pracach [H3, H4, H2], wraz z wspó�au-
torami, poda�em pe�n �a charakteryzacj �e wydajności wszystkich istniej �acych wariantów PBT dla
dowolnego wymiaru d oraz dowolnej liczby portów N. Mo �zliwość pe�nego opisu wszystkich
protoko�ów PBT wynika�a z dwóch kluczowych innowacji opisanych w rozdziale 5.5:

1) Nowatorskie po� �aczenie protoko�ów PBT z algebr �a cz �eściowo transponowanych operatorów
permutacji A 0

d(n).

2) Nowe i efektywne narz �edzia (analityczne i numeryczne) do obliczania z�o �zeń operatorów z
symetriami cz �eściowymi wraz z ich śladami cz �eściowymi i cz �eściowymi transpozycjami.

W pierwszej kolejności zidenty�kowaliśmy symetrie wyst �epuj �ace w protoko�ach PBT oraz po-
kazaliśmy ich zwi �azek z nieredukowalnymi reprezentacjami algebry cz �eściowo transponowa-
nych operatorów permutacji A 0

d(n). Przypomnijmy, �ze ka�zdy stan maksymalnie spl �atany jest
U 
 U niezmienniczy [E100], gdzie kreska oznacza sprz �e�zenie zespolone elementu U z grupy
unitarnej U(d). Implikuje to nast �epuj �ace symetrie dla wszystkich stanów sygna�owych s A eB

i
z (42):

[U 
 N 
 U, s A eB
i ] = 0, 8 U 2 U(d), (48)

gdzie U dzia�a na eB, a U 
 N dzia�a na uk�adach A = A1 � � � AN . Konstrukcja s A eB
i pozwala na

zidenty�kowanie dodatkowej symetrii – kowariancji wzgl �edem elementów grupy symetrycznej
SN , dzia�aj �acych na pierwszych N uk�adach:

Vp s A eB
i V†

p = s A eB
p ( i) , 8 p 2 SN . (49)

W szczególności, wybieraj �ac dowolny stan sygna�owy z ca�ego zbioru, na przyk�ad s A eB
N , to

ka �zdy inny mo �ze być z niego wygenerowany poprzez zadzia�anie elementem z warstwy SN / SN � 1,
gdzie elementy te w reprezentacji V s �a postaci V( i ,N � 1) , dla i = 1, . . . ,N � 1. Takie same relacje
kowariancji jak w (49) zachodz �a równie �z dla pomiarów f P AC

i gN
i= 1 we wszystkich wariantach

PBT:
Vp P AC

i V†
p = P AC

p ( i) , 8 p 2 SN . (50)

Przypomnijmy teraz, �ze operator r (45) jest sum �a wszystkich mo �zliwych stanów s A eB
N :

r =
1

dN

N

å
i= 1

V tC
(A i ,C) �

1
dN

N

å
i= 1

V0
( i ,n) . (51)
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Przy czym w drugim wyra �zeniu przenumerowaliśmy uk�ady zgodnie z regu� �a A1 7! 1, A2 7!
2, . . . ,AN 7! N, C 7! n = N + 1. Dla notacyjnej przejrzystości przez 0 oznaczamy cz �eściow �a
transpozycj �e wzgl �edem n� tego uk�adu. Relacja (51) implikuje to, �ze operator r równie �z po-
siada symetrie opisane równaniem (48) oraz dodatkowo jest on niezmienniczy wzgl �edem dzia-
�ania grupy symetrycznej SN . W dalszej cz �eści tego podrozdzia�u b �edziemy w du �zym stopniu
korzystać z tej w�aściwości. Widzimy zatem, �ze g�ówne elementy niezb �edne do efektywnego
opisu PBT mog �a być zapisane przy pomocy cz �eściowo transponowanych operatorów permuta-
cji z algebry A 0

d(n).
Wykorzystuj �ac opisane wy �zej symetrie wraz z narz �edziami matematycznymi opisanymi w

Rozdziale 5.5.1, dowodzimy Twierdzenia 1 oraz Proposition 2 w artykule [H3], mówi �ace �ze
operator r z równania (51) posiada nast �epuj �acy rozk�ad spektralny:

r = å
a` n� 2

å
m2a

l m(a)Fm(a), (52)

gdzie Fm(a) s �a projektorami na nieredukowalne komponenty algebry A 0
n(d) z równania (38)

dla k = 1, którym odpowiadaj �a nast �epuj �ace wartości w�asne

l m(a) =
N
dN

mmda

madm
. (53)

Wynik ten pozwala na rozwi �azanie pierwszej technicznej przeszkody, mianowicie pozwala na
obliczenie r � 1 oraz 1/

p
r z równiania (45). Dzi �eki temu z kolei mo �zemy obliczyć wierność

spl �atania kana�u teleportuj �acego F(N ) z (43), gdy OA = 1A (nieoptymalne deterministyczne
PBT), w terminach czysto teoriogrupowych parametrów opisuj �acych irrepy SN w dualizmie
Shura-Weyla (Twierdzenie 12 w [H3]):

F =
1

dN+ 2 å
a` n� 2

 

å
m2a

q
dmmm

! 2

. (54)

Wielkości z ostatniego wyra �zenia s �a ju�z efektywnie obliczalne. W tym celu stworzyliśmy de-
dykowane oprogramowanie napisane w j �ezyku Python z wykorzystaniem pakietu Sage [E101].
Wyniki numerycznych obliczeń przedstawione s �a na rysunku 4. Widzimy z niego, �ze wierność
spl �atania maleje wraz ze wzrostem wymiaru portu d, ale zmierza do 1 dla ustalonego d i ro-
sn �acej ilości portów N. Dodatkowo w artykule [H2] dowodzimy, �ze faktycznie wyra �zenie (54)
osi �aga 1 dla N ! ¥ (Twierdzenie 52) dla dowolnego wymiaru d.

W artykule [H4] dostarczamy analizy wydajności optymalnego deterministycznego PBT,
tzn. gdy Alicja optymalizuje pomiary oraz stan zasobu przy pomocy operacji OA z (40). W
tym przypadku sytuacja jest bardziej skomplikowana w porównaniu do nieoptymalnego de-
terministycznego PBT, poniewa �z musimy tak �ze podać wyra �zenia na optymalne pomiary oraz
operacj �e optymalizuj �ac �a OA , zapewniaj �ac �a maksymalizacj �e wierności spl �atania F. Mo �ze to zo-
stać zrealizowane poprzez sformu�owanie, a nast �epnie rozwi �azanie odpowiedniego problemu
prymalnego i dualnego SDP (Rozdzia� 5.1 z Twierdzeniem 30 oraz Rozdzia� 5.2 z Twierdzeniem
31 w [H4]). W tym przypadku wykorzystuj �ac wewn �etrzne symetrie wyst �epuj �ace w proble-
mie mo �zemy rozwi �azać odpowiednie problemy optymalizacyjne SDP analitycznie. Co wi �ecej,
rozwi �azanie problemu prymalnego i dualnego pokrywaj �a si �e, daj �ac nam wyra �zenie na opty-
maln �a wierność spl �atania Fopt oraz optymalne postaci rozwa �zanych operatorów (Proposition 32
w [H4]), jest to tzw. w�asność strong duality. Optymalna wierność spl �atania Fopt jest opisana za
pomoc �a statycznego obiektu – minorów g�ównych tzw. macierzy teleportacji MdF wprowadzonej
w Rozdziale 4 pracy [H4]):

Fopt =
1
d2 jj M d

Fjj ¥ . (55)

Na rysunku 4 przedstawione s �a wartości numeryczne optymalnej wierności pl �atania Fopt z (55)
w porównaniu z wierności �a spl �atania F dan �a wzorem (54) dla protoko�u nieoptymalnego –
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widzimy wi �eksz �a wydajność protoko�u optymalnego. Jak zatem widzimy, aby obliczyć wier-
ność Fopt musimy poznać maksymaln �a wartość w�asn �a l max(M d

F) minorów g�ównych macierzy
teleportacji M d

F, musimy zatem poznać jej struktur �e wewn �etrzn �a. Okazuje si �e, �ze wiersze i
kolumny macierzy teleportacji s �a numerowane diagramami Younga o N komórkach, uszere-
gowanych w malej �acym porz �adku leksykogra�cznym. Nast �epnie ka �zdy element macierzowy
koduje wzajemn �a relacj �e pomi �edzy diagramami Younga o N oraz N � 1 komórkach. Dok�ad-
niej, ka �zdy element macierzy M d

F jest nast �epuj �acej postaci (De�nicja 4 w [H4]):

M F := ( nmdm,n + Dm,n), (56)

gdzie nm jest liczb �a diagramów Younga a ` N � 1, dla których a 2 m, oraz

Dm,n =

(
1 je�zeli m/ n = � ,

0 w przeciwnym razie.
(57)

Symbol m/ n = � oznacza diagramy Younga m, n, które mog �a zostać otrzymane jeden z dru-

Rysunek 4: Wykres przedstawia porównanie nieoptymalnego oraz optymalnego deterministycznego
protoko�u PBT. Symbolem dX ENT oznaczamy wierność protoko�u deterministycznego, gdy stan zasobu
sk�ada si �e z par maksymalnie spl �atanych, a pomiary s �a w postaci square-root measuremnts; X odpowiada
wymiarowi portu. Symbol dX OPT odpowiada najlepsz �a mo �zliw �a wartość wierności osi �agni �et �a poprzez
optymalizacj �e stanu zasobu oraz pomiarów równocześnie, tzn. gdy rozwa �zamy optymalny wariant
protoko�u teleportacji.

giego poprzez przemieszczenie jednej komórki. Na rysunku 5 przedstawiamy jawn �a postać
macierzy teleportacji dla ró �znych wartości wymiaru portu d oraz ilości portów N. Okazuje si �e,
�ze jawna analityczna postać l max(M d

F) jest znana tylko w dwóch przypadkach, gdy d � N (Co-
rollary 8 w [H4]) oraz d = 2 w Rozdziale 5.3 w [H4]). W pierwszym przypadku maksymalna
wartość w�asna jest równa N daj �ac w rezultacie wierność spl �atania Fopt = N/ d2. W drugim
przypadku, macierz teleportacji jest macierz �a trójdiagonaln �a, dla której zagadnienie w�asne
zosta�o rozwi �azane w artykule Losonczi'ego [E102]. Wykorzystuj �ac te rezultaty odtwarzamy
wynik na optymaln �a wierność w przypadku kubitowym [E85], który jest nast �epuj �acy:

Fopt = cos2(
p

N + 2
). (58)
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Rysunek 5: Gra�ka przedstawia macierze teleportacji dla optymalnego deterministycznego PBT przy
ustalonej liczbie portów N = 5 i ró �znych wymiarów portów d = 2, 3, 4 oraz d � 5. Na rysunku
zaznaczyliśmy kolejne minory g�ówne, które s �a zde�niowane przez diagramy Younga o wysokości nie
wi �ekszej ni �z d. Ca�a macierz odpowiada przypadkowi, gdy wymiar portu jest nie mniejszy ni �z 5.
Zielona przerywana linia odpowiada przypadkowi d = 4. Nast �epnie, mamy odpowiednio d = 3 (�zó�ty)
oraz d = 2 (czarny). Puste komórki wype�niamy zerami.

W pozosta�ych przypadkach musimy u �zywać efektywnych metod numerycznych opisanych
w Rozdziale 5.4 w pracy [H4]. Ostatecznie, jak ju �z wspomnieliśmy, rozwi �azanie problemów
optymalizacyjnych, pozwala nie tylko na wyliczenie optymalnej wierności spl �atania ale tak �ze
na podanie wyra �zeń na optymalne pomiary Alicji, które s �a elementami algebry A 0

n(d):

81 � i � N P i = P siP , gdzie P =
dN
p

N
å
a

å
m2a

r
ma

da

vm

mm
Fm(a), (59)

gdzie Fm(a) s �a projektorami z wyra �zenia 38 dla k = 1. Optymalna operacja OA z (40) nale�zy
do algebry grupowej A n(d):

OA =
p

dN å
m

vmp
dmmm

Pm. (60)

W dwóch powy �zszych wyra �zeniach liczby vm s �a elementami wektora w�asnego macierzy te-
leportacji odpowiadaj �acego jej maksymalnej wartości w�asnej. Na liczby te mo �zna podać od-
powiednie wyra �zenia analityczne dla d � N oraz d = 2, w innych przypadkach musimy
posi�kować si �e metodami numerycznymi.

W przypadku obu protoko�ów probabilistycznych kluczow �a rol �e tak �ze odgrywaj �a narz �edzia
wywodz �ace si �e z teorii reprezentacji grupy symetrycznej SN , algebry cz �eściowo transponowa-
nych operatorów permutacji A 0

n(d) oraz metod SDP (ang. semide�nite programming). Jednak w
przeciwieństwie do deterministycznego protoko�u PBT, tutaj w obu przypadkach optymalna
forma pomiarów musi być znaleziona – pomiary nie s �a w postaci square-root measurements
(SRM), tak jak w (45), oraz dodatkowo musz �a one spe�niać zale �zność (47) aby zapewnić jed-
nostkow �a wierność w procesie teleportacji. Formu�uj �ac i rozwi �azuj �ac analitycznie odpowiednie
problemy pierwotne i dualne pokazaliśmy, �ze ich rozwi �azania s �a takie same daj �ac nam opty-
malne wartości średniego prawdopodobieństwa sukcesu oraz optymalne postaci pomiarów.

W nieoptymalnym przypadku, gdy obserwatorzy wspó�dziel �a N kopii stanu maksymalnie
spl �atanego, optymalna wartość średniego prawdopodobieństwa sukcesu dana jest wyra �zeniem
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(Twierdzenie 3 w [H3]):

psucc =
1

dN å
a

m2
a min

m2a

dm

mm
, (61)

gdzie minimalizacja jest przeprowadzana po wszystkich m ` N, które mog �a być otrzymane z
danego a ` N � 1 poprzez dodanie jednej komórki. Wartości numeryczne średniego praw-
dopodobieństwa sukcesu psucc z wyra �zenia (61) s �a przedstawione na rysunku 6. Optymalna
forma operatorów f Qig

N
i= 1, a co za tym idzie optymalnych pomiarów f P igN

i= 1 z (47), jest nast �e-
puj �aca (Proposition 7 w [H3]):

P AC
i = P+

i ,n 
 å
a` N � 1

d
gm� (a)

Pa, (62)

gdzie wielkość gm� (a) jest maksymaln �a wartości �a w�asn �a operatora dN r przy ustalonym a a
Pa jest projektorem Younga z (9) dzia�aj �acym na wszystkich uk�adach z wyj �atkiem i � tego oraz
n� tego. Pomiar P AC

0 odpowiadaj �acy pora �zce w protokole mo �ze zostać otrzymany z warunku
normalizacyjnego å N

i= 0 P AC
i = 1AC.

Rysunek 6: Linie kropkowane przedstawiaj �a prawdopodobieństwo sukcesu, gdzie Alicja optymalizuje
jedynie po pomiarach, a stan zasobu dany jest jako N par maksymalnie splatanych. Linie ci �ag�e pre-
zentuj �a prawdopodobieństwo sukcesu dla protoko�u optymalnego, gdzie Alicja optymalizuje po stanie
zasobu i pomiarach. Widzimy, �ze protokó� optymalny daje wyraźnie wy �zsze prawdopodobieństwo
sukcesu dla ustalonego wymiaru d.

W przypadku protoko�u optymalnego, gdzie Alicja optymalizuje jednocześnie stan zasobu
oraz pomiary, ogólna strategia post �epowania jest podobna – jednak �ze bardziej wymagaj �aca z
technicznego punktu widzenia. Aby to sobie unaocznić zach �ecam do porównania odpowied-
nich programów SDP danymi równaniami (24), (25) w [H3]) oraz równaniami (19), (20) w
tym samym artykule. Pomimo to, nadal mo �zemy rozwi �azać problemy optymalizacyjne ana-
litycznie, nadal maj �a w�asność strong duality (rozwi �azania problemu pierwotnego i dualnego
porywaj �a si �e), przez co nasze rozwi �azania na średnie prawdopodobieństwo sukcesu psucc oraz
odpowiednie pomiary f P igN

i= 1 s �a optymalne (Twierdzenie 8 w [H3]):

psucc = 1 �
d2 � 1

N + d2 � 1
, P AC

i = P+
i ,n 


dN+ 1

N å n` N m2
n

å
a` N � 1

ma

da
Pa. (63)

Numeryczne wartości dla średniego prawdopodobieństwa sukcesu psucc w tym przypadku
s �a przedstawione na rysunku 6 – widzimy wyraźn �a przewag �e schematu optymalnego nad
nieoptymalnym. Tym razem wyra �zenie na optymalne średnie prawdopodobieństwo sukcesu
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psucc zale�zy tylko od parametrów globalnych opisuj �acych protokó�, takich jak liczba portów
N czy ich wymiar d. Z powy �zszego wyra �zania bezpośrednio odczytujemy asymptotyczne
zachowanie si �e rozwa �zanego protoko�u. Na przyk�ad dla d = 2 widzimy, �ze psucc = 1 �
O(1/ N ), co reprodukuje rezultat z [E85], natomiast dla d > 2 otrzymujemy ca�kowicie nowe
wyniki i analiz �e. Wa �zne jest, aby podkreślić tutaj, �ze tak zwarte wyra �zenie na psucc z (63) by�o
mo �zliwe do uzyskania dzi �eki udowodnieniu czysto teoriogrupowych technicznych lematów
znajduj �acych si �e w dodatku E artyku�u [H3].

5.6.2 Struktura pomiarów i stanów sygna�owych w protokole teleportacji kwantowej port-
based

Jak wspomnieliśmy wcześniej, stany sygna�owe oraz pomiary nale �z �a do algebry A 0
n(d). Ozna-

cza to, �ze mo�zemy stosować rozwini �ety przez nas zestaw narz �edzi matematycznych do ich
szczegó�owego opisu. Na osobn �a uwag �e zas�uguj �a rezultaty zawarte w artyku�ach [H2] and [H9],
które pozwoli�y na analiz �e protoko�u recyklingu dla PBT omówionego w nast �epnej sekcji.
Omówimy tutaj rezultaty ściśle zwi �azane z tytu�em rozdzia�u, rozwa �zania czysto teoretyczno-
reprezentacyjne zosta�y podsumowane w Rozdziale 5.5.1.

Zacznijmy od podsumowania rezultatów zawartych w pracy [H2]. G�ównym osi �agni �eciem
by�o podanie analitycznych wyra �zeń na wektory w�asne operatorów V0

(a,n) , gdzie 1 � a � n � 1
– zosta�o to pokazane w Proposition 54. Operatory te to nieunormowane stany sygna�owe sa z
równania (42). U �zywaj �ac tych wyników byliśmy z kolei wstanie pokazać, �ze wierność spl �atania
F z równania (54) zmierza do 1, gdy N ! ¥ dla ka �zdego d � 2. Rezultat ten jest zawarty w
twierdzeniu 52, w którym tak �ze jako wynik dodatkowy otrzymaliśmy ograniczenie dolne na
F, które zale �zy jedynie od parametrów globalnych, którymi s �a liczba portów N oraz wymiar
portu d:

F �
N

d2 + N � 1
. (64)

Odzyskaliśmy w ten sposób wynik z pracy Köning'a oraz Beigi [E88], ale uzyskaliśmy go
poprzez zastosowanie ca�kowicie innych, czysto teoriogrupowych narz �edzi, bez �zadnego od-
wo�ywania si �e do problemu dyskryminacji stanów kwantowych.

W artykule [H9] zajeliśmy si �e dalsz �a analiz �a pomiarów f P igN
i= 1 z równania (45). W pierw-

szej kolejności, w Proposition 4, przy u �zyciu Lematu 35 z pracy [H2], wyliczyliśmy niereduko-
walne elementy macierzowe operatorów V0

(a,n) . Rezultat ten pozwoli� nam na wyprowadzenie
regu� sk�adania dla dwóch dowolnych pomiarów, co zosta�o sformu�owane w Proposition 5
i pozwoli�o na bardzo ciekawe wnioski. Mianowicie, je �zeli tylko lokalny wymiar przestrzeni
jest odpowiednio du �zy, tzn. gdy h(a) < d, gdzie a numeruje irrepy grupy symetrycznej SN � 1,
to rozwa �zane POVMy s �a pomiarami projektywnymi – spe�niaj �a nast �epuj �ac �a regu� �e sk�adania
P iP j = di j P i . We wszystkich innych przypadkach rozwa �zane POVMy s �a s �a pseudoprojekto-
rami na ka �zdym z irrepów algebry A 0

n(d) z ró �zn �a sta� �a. Posiadaj �ac te rezultaty mogliśmy roz-
wi �azać jeden z naszych g�ównych problemów, którym by�o wyliczenie nieredukowalnych ele-
mentów macierzowych pierwiastka kwadratowego dowolnego POVMa (Proposition 6), wraz
z jego śladem z operatorem V0

(a,n) (Twierdzenie 8). Rezultaty te s �a bardzo techniczne, dlatego
te�z nie b �edziemy ich bezpośrednio przywo�ywać w tym podsumowaniu. Czytelnika odsy�amy
do rozdzia�u IV w pracy [H9] w celu zapoznania si �e ze szczegó�ami technicznymi. Tutaj, ze
wzgl �edu na koherentność prezentacji przywo�amy jedynie ostateczny rezultat dotycz �acy obli-
czenia wy �zej wspomnianego śladu (Twierdzenie 8 w [H9]):

Tr
� p

P aV0
(a,n)

�
= å

a:h(a)< d

1
n � 1

 

å
n2a

p
mndn

! 2

+

+ å
a:h(a)= d

1
p

(n � 1)da � dq

p
dap

(n � 1)

 

å
n6= q

p
mndn

! 2

,

(65)
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gdzie n = N + 1. Widzimy, �ze ostateczny wynik zale �zy jedynie od parametrów teoriogru-
powych, takich jak krotności oraz wymiary irrepów grupy symetrycznej SN oraz SN � 1 w du-
alizmie Schura-Weyla oraz nie zale �zy od wyboru indeksu 1 � a � N. Symbolem dq ozna-
czamy wymiary irrepów grupy SN , które nie pojawiaj �a si �e w rozk�adzie, gdy wymiar portu
jest zbyt ma�y. Pisz �ac bardziej formalnie, nieredukowalne reprezentacje q nale�z �a do nast �epuj �a-
cego zbioru:

Q := f q ` N j q 2 a ` N � 1 with h(a) = d and h(q) = d + 1g . (66)

Gdy rozwa �zymy nieredukowalne reprezentacje grupy SN � 1, dla których h(a) < d to zbiór
Q jest pusty. Dodatkowo podaliśmy zwarte wyra �zenia na wszystkie opisane tutaj wielkości w
przypadku kubitowym, które zale �z �a jedynie od ilości portów N (Lemat 9). By�o to mo �zliwe, po-
niewa �z w tym przypadku wszystkie diagramy Younga numeruj �ace odpowiednie irrepy mog �a
mieć co najwy �zej dwa wiersze.

5.6.3 Recykling stanu zasobu w deterministycznym protokole teleportacji kwantowej port-
based

Z rozdzia�u 5.6.1 wiemy, �ze niezale�znie od wybranej wersji protoko�u PBT, nadawca i
odbiorca, aby uzyskać zadowalaj �ac �a efektywność protoko�u, mierzon �a wierności �a spl �atania
(dPBT) czy prawdopodobieństwem sukcesu (pPBT), musz �a u �zyć znacznej ilości portów N. To
z kolei rodzi pytanie jak bardzo protoko�y typu PBT, w ka �zdym mo �zliwym wariancie, s �a kosz-
towne w terminach ilości maksymalnie spl �atanych par, które musz �a zostać przygotowane przed
wykonaniem protoko�u. Je �zeli stan zasobu po jednej turze teleportacji jest bardzo mocno zabu-
rzony, to mo �ze okazać si �e, �ze nie jest ju�z przydatnym zasobem dla PBT. To z kolei prowadzi do
wniosku, �ze nawet po jednej turze teleportacji nale �zy przygotować i rozpropagować nowy stan
zasobu – jest to oczywiście powa�zne praktyczne ograniczenie. Okazuje si �e, �ze sytuacja nie jest
a�z tak niekorzystna – w artykule [E103] autorzy pokazuj �a, �ze istnieje wariant protoko�u PBT na-
zywany protoko�em recyklingu dla PBT, w którym strony mog �a ponownie u �zyć stanu zasobu
pozosta�ym po wcześniejszej turze teleportacji, ca�y czas uzyskuj �ac asymptotycznie idealn �a te-
leportacj �e. Protokó� recyklingu w ka �zdym wariancie PBT mo �ze być podsumowany nast �epuj �aco:

1. Alicja przeprowadza pomiar f P AC
i gN

i= 1, otrzymuj �ac wynik 1 � i � N.

2. Alicja wysy�a kana�em klasycznym wynik i do Boba.

3. Strony stosuj �a permutacj �e (SWAP) pomi �edzy i � tym, a pierwszym portem.

4. Strony nie u �zywaj �a pierwszego portu w nast �epnej turze protoko�u teleportacji – u �zywaj �a
tylko pozosta�ych N � 1 portów.

5. Strony powtarzaj �a kroki 1-4 u �zywaj �ac pozosta�ych portów, a �z dokonaj �a teleportacji k sta-
nów.

Jak to zosta�o wyjaśnione w pracy [E103], protokó� recyklingu Prec(N, 2,k) jest rzeczywiście
wydajny jeśli wierność F(Prec(N, 2, 1)) pomi �edzy stanami zasobu w przypadku sytuacji wy-
idealizowanej, gdy stan zostaje teleportowany, a pozosta�e porty nie dozna�y uszczerbku, oraz
pomi �edzy prawdziwym stanem zasobu po teleportacji, jest odpowiednio du �za. W przypadku
kubitowym dla dPBT autorzy pracy [E103] udowodnili nast �epuj �ace ograniczenie dolne:

F(Prec(N, 2, 1)) � 1 �
11
4N

+ O
�

1
N2

�
. (67)

Nast �epnie maj �ac ju �z ograniczenie dolne na F(Prec(N, 2, 1)) po jednej turze teleportacji, byliśmy
w stanie wyprowadzić analogiczne ograniczenie po k rundach protoko�u (Lemma 2 w [E103]):

F(Prec(N, 2,k)) � 1 �
11k
2N

. (68)
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Rysunek 7: Schematyczne przedstawienie protoko�u recyklingu dla teleportacji dwóch nieznanych
stanów kwantowych y C, ey C. Po lewej widzimy zwyk�y protokó� PBT, gdzie transmisja odby�a si �e z
wykorzystaniem i � tego portu. Po przesyle, strony pozostaj �a z N � 1 portami, poniewa �z port y +

A i Bi
zosta� zu �zyty do teleportacji stanu y C – rysunek prawy. Po pomiarze w pierwszej turze, ka �zdy z portów
nie jest ju �z w postaci stanu maksymalnie spl �atanego i pomi �edzy portami wyst �epuj �a ju �z pewne korelacje
(jasnoniebieska elipsa). W drugiej rundzie strony chc �a przesy�ać stan ey C, do czego musz �a wykorzystać
zaburzony stan zasobu.

Widzimy, �ze b� �ad w ka �zdej turze teleportacji jest co najwy �zej addytywny w ilości rund k.
Wyniki te mówi �a, �ze po ka�zdej turze teleportacji Alicja mo �ze u�zywać optymalnych pomiarów
square-root otrzymuj �ac wysok �a wydajność przy ponownym u �zyciu pozosta�ych portów.

W artykule [H9] skupiliśmy si �e na rozszerzeniu rezultatów dotycz �acych protoko�u recy-
klingu dla deterministycznego PBT (dPBT) poza przypadek kubitowy oraz jako pierwsi anali-
zujemy recykling dla optymalnego protoko�u dPBT. Co wi �ecej podajemy jawne wyra �zenia na
F(Prec(N, d, 1)) w ka �zdym z dwóch dyskutowanych wariantów dPBT. Omówmy teraz pokrótce
nasze rezultaty.

Pierwszym i zasadniczym krokiem w kierunku uzyskania wyników końcowych by�a ana-
liza wewn �etrznej struktury obiektów opisuj �acych protokó� recyklingu z punktu widzenia teorii
reprezentacji. Jak to napisaliśmy w Rozdziale 5.6.1, rozwa�zane pomiary nale �z �a do algebry
A 0

d(n) i narz �edzia wypracowane w artyku�ach [H3, H2] mog �a być tutaj u �zyte w sposób efek-
tywny. W pracy tej, udowodniliśmy szereg lematów, wśród nich najwa �zniejszymi s �a: prawo
sk�adania pomiarów, wyliczenie elementów macierzowych pomiarów na nieprzywiedlnych
reprezentacjach i �nalnie obliczenie pierwiastka kwadratowego z rozwa �zanych pomiarów w
dPBT wraz z odpowiednimi śladami. Wyniki te zosta�y omówione w poprzednim rozdziale
niniejszego autoreferatu.

Wykorzystuj �ac wspomniane rezultaty techniczne wyliczyliśmy jawne wyra �zenie na wiel-
kość F(Prec(N, d, 1)) , w przypadku nieoptymalnego oraz optymalnego dPBT dla dowolnego
wymiaru d � 2. W przypadku nieoptymalnego protoko�u dPBT mamy (Twierdzenie 12 [H9]):

F(Prec(N, d, 1)) =

p
N

dN+ 1

2

4 å
a:h(a)< d

1
N
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n2a

p
mndn

! 2

+ å
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1
p

Nda � dq

p
dap
N

 

å
n6= q

p
mndn

! 2
3

5 ,

(69)
gdy dla przypadku optymalnego dPBT zachodzi (twierdzenie 14 [H9]):

F(Prec(N, d, 1)) =
1

d1/2 å
a` N � 1

å
m2a

vavm

m1/2
a

å n6= q
n2a

p
mndn

p
Nda � dq

. (70)

Liczby vm, vnu s �a elementami wektora w�asnego odpowiadaj �acego maksymalnej wartości w�a-
snej macierzy teleportacji omówionej pokrótce w Rozdziale 5.6.1 oraz szczegó�owo w pracy [H4].
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Rysunek 8: Lewy rysunek przedstawia wartości wierności F(Prec(N, d, 1)) obliczone dla nieoptymal-
nego (linie przerywane) oraz optymalnego (linie ci �ag�e) dPBT. Z wykresu wnioskujemy, �ze stan zasobu
dla optymalnego dPBT nie jest koniecznie lepszy dla protoko�u recyklingu ni �z stan zasobu dla odpo-
wiednika nieoptymalnego. W szczególności dla d = 2 wartości F(Prec(N, 2, 1)) dla optymalnej wersji s �a
nawet ni �zsze ni�z dla przypadku nieoptymalnego. Przerywana linia czerwona przedstawia ograniczenie
dolne dane równaniem (67) z dok�adności �a do wyrazów rz �edu O(1/ N2). Prawy rysunek przedsta-
wia ograniczenie dolne na F(Prec(N, 2,k)) (przypadek kubitowy) dla ró �znej liczby tur teleportacji k. Z
rysunku widzimy, �ze F(Prec(N, 2,k)) przyjmuje relatywnie wysokie wartości nawet dla niezbyt du �zej
liczby portów.

Parametry teoriogrupowe by�y obliczane numerycznie z wykorzystaniem pakietu SAGE [E101].
W szczególności dla d = 2 podaliśmy �atwo obliczalne wyra �zenia, które zale�z �a jedynie od
liczby portów N i nie ma potrzeby do odwo�ywania si �e do specjalistycznego oprogramowania
– Lemat 13 oraz Lemat 14 w pracy [H9]. Maj �ac wyra �zenia na F(Prec(N, d, 1)) w obu wariantach
dPBT, mogliśmy podać ograniczenie dolne na wielkość F(Prec(N, d, k)) po k turach teleportacji:

F(Prec(N, d, k)) � 1 � 2k(1 � F(Prec(N, d, 1))) , (71)

które oczywiście zbiega do 1, gdy F(Prec(N, d, 1)) ! 1. Nasze wyniki analityczne podsumo-
wuj �e na Rysunku 8 zaczerpni �etym z pracy [H9]. Ostatecznie z naszych rezultatów wniosku-
jemy, �ze nie ma zale�zności pomi �edzy typem protoko�u dPBT (tym samym stanem zasobu), a
wartości �a F(Prec(N, d, 1)) . Mówi �ac dok�adniej, widzimy �ze wierność spl �atania F(jY+ i AB, jY i AB)
pomi �edzy stanem zasobu dla protoko�u nieoptymalnego i optymalnego maleje gdy zwi �ek-
szamy ilość portów N (Lemat 16 w [H9]), a wartości F(Prec(N, d, 1)) nie ró �zni �a si �e mocno od
siebie.

5.7 Teleportacja du �zej ilości kwantowej informacji: protoko�y teleportacji kwanto-
wej multiport-based

W dyskutowanych powy �zej rozdzia�ach dotycz �acych protoko�u port-based teleportation,
rozwa �zaliśmy transmisje pojedynczego stanu kwantowego przy u �zyciu N portów, ka �zdy o wy-
miarze d. Naturalne staje si �e zatem pytanie w jaki sposób efektywnie przesy�ać stan uk�adu
z�o �zonego lub wiele oddzielnych stanów kwantowych za pomoc �a ró �znych wariantów proto-
ko�ów PBT - a wi �ec du �zej ilości kwantowej informacji. Mo �zemy wyobrazić sobie nast �epuj �ace
scenariusze:

1. Zastosowanie PBT do ka�zdego uk�adu z osobna. Wad �a tego podejścia jest anga�zowanie
znacznej ilości oddzielnych stanów zasobów oraz pomiarów – ka �zdy stan zasobu i zbiór
pomiarów dla pojedynczego uk�adu. Jednak naszym celem jest praca z zasobem o ustalo-
nej liczbie portów N, bez mo�zliwości posiadania nowego, oddzielnego stanu zasobu dla
obydwu stron. Z tego powodu ten wariant nie b �edzie dla nas interesuj �acy.
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2. Zastosowanie protoko�u recyklingu dla deterministycznego PBT [E103] [H9]. Zgodnie
z tym jak to zosta�o opisane w Rozdziale 5.6.3, w protokole tym strony ponownie u �zy-
waj �a stanu zasobu do nast �epnych tur teleportacji, w ka �zdej kolejnej maj �ac do dyspozycji
zaburzony stan zasobu z jednym portem mniej. Rezultaty dla tego protoko�u zosta�y wy-
pracowane dość niedawno, dla deterministycznego przypadku (nie-)optymalnego, bez
jawnych wyra �zeń na wierność kana�u teleportuj �acego. W szczególności, obecnie nie jest
znana analiza protoko�u recyklingu dla wariantu probabilistycznego. Dodatkowo, w ka �z-
dym kroku konieczne jest zastosowanie nowego zestawu pomiarów, zatem równie �z nie
jest to przypadek interesuj �acy.

3. Zastosowanie PBT z odpowiednio du �zym wymiarem portu, równym d = Dk, gdzie k
to liczba teleportowanych uk�adów, a D ich lokalny wymiar. Scenariusz taki nie jest
efektywny, poniewa �z wierność oraz średnie prawdopodobieństwo sukcesu drastycznie
spadaj �a, gdy wymiar portu rośnie. Powoduje to, �ze musimy u �zyć znacznej ilości wspó�-
dzielonych par spl �atanych w stanie zasobu, co zilustrowaliśmy w Tabeli 1.

Protokó� teleportacji Wierność spl �atania F

Nieoptymalny dPBT F = 1 � d2� 1
4N + O

�
N � 3/2 + d

�

Optymalny dPBT F � 1 �
d5+ O(d9/2 )

4
p

2N2 + O
�
N � 3

�

Protokó� teleportacji Średnie prawdopodobieństwo sukcesu psucc

Nieoptymalny pPBT psucc = 1 �
q

d
N � 1E[l max(G)] + o

�
N � 1/2

�

Optymalny pPBT psucc = 1 � d2� 1
d2� 1+ N

Tablica 1: Asymptotyczne zachowanie protoko�u dPBT oraz pPBT dla dowolnego wymiaru portu d i
liczby portów N. Wszystkie rezultaty zosta�y zaczerpni �ete z [E95] oraz [H3].

4. Zastosowanie upakowanego PBT (ang. packaged PBT), gdzie N portów dzielimy na k grup,
po czym na ka �zdej z tych grup (ka �zdy z pakietów sk�ada si �e z N/ k portów) przeprowa-
dzamy protokó� teleportacji PBT, tak jak ma to miejsce na rysunku 9. Ca�kowita wierność
spl �atania Fpack(N, k) jest równa iloczynowi wierności spl �atania F(N/ k, 1) dla ka �zdego z
pakietów z osobna, zatem Fpack(N, k) := F(N/ k, 1)k. Protokó� ten zosta� po raz pierwszy
zaproponowany w pracy [E103], a nast �epnie rozwini �ety w artykule [H7].

5. Zastosowanie wieloportowego protoko�u PBT ( ang. multi port-based teleportation (MPBT)).
Istnienie takiego protoko�u zosta�o zasugerowane dla nieoptymalnego protoko�u determi-
nistycznego w pracy [E103], jednak �ze jego rygorystyczny opis wraz z analiz �a wydajności
nie by� znany, a �z do pojawienia si �e prac [H10, H8, H7]. W podstawowej wersji protoko�u
nadawca wraz z odbiorc �a wspó�dziel �a N par maksymalnie spl �atanych, ale tym razem
ich zadaniem jest transmisja z�o �zonego stanu k� cz �astkowego YC = YC1C2���Ck

, b �adź po
prostu k niezale�znych stanów YC = y C1 
 y C2 
 � � � 
 y Ck

(rysunek 9). Aby tego dokonać
nadawca wykonuje � �aczny pomiar na stanie YC oraz cz �eści swojego stanu zasobu otrzy-
muj �ac wynik w formie multi-indeksu i = f i1, i2, . . . ,ikg, który jest przesy�any kana�em
klasycznym do odbiorcy. Bob chc �ac odzyskać teleportowany stan musi jedynie wybrać k
portów w porz �adku wskazanym przez i . Warto zauwa �zyć, �ze w tym przypadku Alicja
musi dysponować k!(N

k ) pomiarami, zatem tyle te �z mamy mo �zliwych indeksów i . Jedy-
nie w przypadku probabilistycznym dochodzi jeden dodatkowy indeks odpowiadaj �acy
pomiarowi zwi �azanemu z pora �zk �a procesu teleportacji. Oznaczamy zbiór wszystkich
mo �zliwych wartości indeksu i jako I .

Jak podkreśliliśmy powy �zej, ze wzgl �edu na brak narz �edzi technicznych, brakowa�o analizy
wydajności protoko�u MPBT, jego uogólnienia na optymalny przypadek deterministyczny, jak
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