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1 Imie i nazwisko

Michat Grzegorz Studzinski

2 Posiadane dyplomy, stopnie naukowe lub artystyczne - z podaniem
podmiotu nadajacego stopien, roku ich uzyskania oraz tytulu roz-
prawy doktorskiej

1. Stopien doktora nauk fizycznych - 11.06.2015
Instytucja: Wydziat Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdariski, Gdansk, Pol-
ska
Rozprawa doktorska: Zastosowanie teorii reprezentacji grup i algebr do niektérych proble-
moéw informatyki kwantowej
Promotor: prof. dr hab. Michat Horodecki
Promotor pomocniczy: dr Jarostaw Korbicz
Recenzenci: prof. dr hab. Marek Kus, prof. dr hab. Andrzej Jamiotkowski
Zrédlo finansowania: Miedzynarodowy Projekt Doktorancki: Physics of future quantum-
based information technologies, grant MPD/2009-3/4 Fundacji na rzecz Nauki Polskiej.

2. Stopien magistra astronomii — 01.07.2010
Instytucja: Wydziat Fizyki, Astronomii i Informatyki, Uniwersytet Mikolaja Kopernika w
Toruniu, Torun, Polska
Rozprawa magisterska: Badanie catkowalnosci wymiernych jednorodnych potencjatow
Promotor: dr hab. Maria Przybylska
Ocena: bardzo dobry

3. Stopien licencjata astronomii — 11.05.2009
Instytucja: Fizyki, Astronomii i Informatyki, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu,
Torun, Polska
Praca licencjacka: Badanie catkowalnosci wybranych klas wymiernych jednorodnych po-
tencjalow
Promotor: dr hab. Maria Przybylska
Ocena: bardzo dobry

3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach nauko-
wych lub artystycznych

¢ (2.01.2022-obecnie, adiunkt (pelny etat naukowo-dydaktyczny)
Instytucja: Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanski, Gdarisk, Pol-
ska
Bezposredni przetozony: dr hab. Marek Kroénicki, prof. UG

¢ (01.01.2019-01.01.2022, adiunkt naukowy (staz podoktorski)
Instytucja: Uniwersytet Gdarski, Gdarsk, Polska
Zrédto finansowania: Narodowe Centrum Nauki (Polska), grant: Sonatina 2 (2018/28/C/ST2/00004),
kierownik
Bezposredni przetozony: dr hab. Marcin Marciniak, prof. UG/dr hab. Marek Kro$nicki,
prof. UG

¢ (01.01.2016-31.12.2018, staz podoktorski
Instytucja: Department of Applied Mathematics and Theoretical Physics, The University
of Cambridge, Cambridge, Wielka Brytania
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Opiekun naukowy: prof. Richard Jozsa
Zrédto finansowania: Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego, grant: Mobilnos¢ Plus
IV (1271/MOB/1V/ 2015/0)

* 06.2015-31.01.2106, adiunkt naukowy (staz podoktorski)
Instytucja: Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki/Krajowe Centrum Informatyki Kwan-
towej (KCIK), Uniwersytet Gdariski, Gdarisk, Polska
Bezposredni przetozony: prof. dr hab. Michat Horodecki
Zrédio finansowania: Seventh framework programme EU, grant: RAndomness and QUan-
tum EntanglLement (RAQUEL), nr id: 323970

4 Omoéwienie osiagnie¢, o ktérych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2
Ustawy

4.1 Tytul osiagniecia naukowego

Jednotematyczny cykl publikacji pt.: Teoria reprezentacji grup i algebr jako narzedzie do opisu i
konstrukcji nowych kwantowych protokotéw przetwarzania informacji.

4.2 Publikacje (autor/autorzy, tytul/tytuly publikacji, rok wydania, nazwa wydaw-
nictwa, recenzenci wydawniczy)

1. Square-root measurements and degradation of the resource state in port-based teleportation scheme
M. Studziriski, M. Mozrzymas, P. Kopszak
Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 55 375302 (2022)
IF: 1.996 / punkty MNiSW: 100
https://arxiv.org/abs/2105.14886

2. Efficient multi-port teleportation schemes
M. Studziniski, M. Mozrzymas, P. Kopszak, M. Horodecki
IEEE Transactions on Information Theory 68(12) 7892-7912 (2022)
IF: 2.978 / punkty MNiSW: 200
https://arxiv.org/abs/2008.00984

3. Optimal Multi-port-based Teleportation Schemes,
M. Mozrzymas, M. Studziniski, P. Kopszak
Quantum 5, 477 (2021)

IF: 2.921 / punkty MNiSW: 140
https://arxiv.org/abs/2105.14886

4. Efficient Classical Simulation and Benchmarking of Quantum Processes in the Weyl Basis,
D. S. Franga, S. Strelchuk, M. Studziniski
Physical Review Letters 126 210502 (2021)
IF: 9.185 / punkty MNiSW: 200
https://arxiv.org/abs/2008.12250

5. Multiport based teleportation — protocol and its performance
P. Kopszak, M. Mozrzymas, M. Studziriski, M. Horodecki
Quantum 5, 576 (2021)
IF: 2.921 / punkty MNiSW: 140
https://arxiv.org/abs/2008.00856



6. Positive Maps From Irreducibly Covariant Operators
P. Kopszak, M. Mozrzymas, M. Studzifiski
Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 53 395306 (2020)
IF: 1.996 / punkty MNiSW: 100
https://arxiv.org/abs/1911.13137

7. Simplified formalism of the algebra of partially transposed permutation operators with applications
M. Mozrzymas, M. Studziriski, M. Horodecki
Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 51 125202 (2018)
IF: 1.996 / punkty MNiSW: 100
https://arxiv.org/abs/1708.02434

8. Optimal Port-based Teleportation
M. Mozrzymas, M. Studzinski, S. Strelchuk, M. Horodecki
New Journal of Physics 20.5 (2018): 053006
IF: 3.539 / punkty MNiSW: 140
https://arxiv.org/abs/1707.08456

9. Port-based teleportation in arbitrary dimension
M. Studziniski, S. Strelchuk, M. Mozrzymas, M. Horodecki
Scientific Reports 7: 10871 (2017)
IF: 3.998 / punkty MNiSW: 140
https://arxiv.org/abs/1612.09260

10. Structure of irreducibly covariant quantum channels for finite groups
M. Mozrzymas, M. Studzinski, N. Datta
Journal of Mathematical Physics 58, 052204 (2017)
IF: 1.488 punkty MNiSW: 70
https://arxiv.org/abs/1610.05657

5 Omoéwienie celu naukowego/artystycznego ww. pracy/prac i osia-
gnietych wyniké6w wraz z oméwieniem ich ewentualnego wyko-
rzystania

Moje osiagniecia naukowe sa czeécia prac zbiorowych. M6j wkiad do kazdej z prac opisany jest
w rozdziale 1.2 osobno zalaczonego dokumentu Wykaz osiggnie¢ naukowych albo artystycznych,
stanowigcych znaczny wkiad w rozwdj okreslonej dyscypliny. Wklad pozostalych wspoétautoréw
prac w formie ich o$§wiadczen jest zataczony jako osobny dokument. Dodatkowo, w niniejszej
prezentacji, postuguje sie nastepujaca konwencja dotyczaca referencji:

* publikacje nalezace do cyklu habilitacyjnego cytowane sa jako [H1]-[H10],

* inne publikacje, ktérych jestem wspoétautorem, nienalezace do cyklu habilitacyjnego, sa
cytowane jako [P1]-[P15],

* pozostate publikacje sa cytowane jako [E1]-[E107].

5.1 Wstep

Zjawisko splatania kwantowego uwaza sie za najbardziej zdumiewajace i wymykajace sie sche-
matom klasycznego myslenia. Fakt ten zostal zauwazony bezposrednio po sformutowaniu
matematycznych zasad nierelatywistycznej mechaniki kwantowej [E1]. Naukowcy badajacy
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wspomniane efekty mechaniki kwantowej zdali sobie sprawe, ze gdybysmy mogli je kontro-
lowac¢ i stosowa¢, otworzyloby to zupelnie nowe, niedostepne dla klasycznych implementacji
obszary [E2]. Dzi$§ wykorzystujemy te odkrycia i rozwijamy teorie bezpiecznych algorytméw
kwantowych [E3, E4], kryptografii kwantowej [E5] lub obliczeri kwantowych [E6, E7] - przy-
toczyliSmy tutaj tylko kilka klasycznych wynikéw. Tak obiecujace perspektywy praktycznej
implementacji wtasciwosci kwantowych jako zasobu, dobitnie pokazuja wage podejmowanych
wysitkéw na rzecz poprawy teoretycznego zrozumienia tego zjawiska, a takze jego ekspery-
mentalnej implementacji, w koricu komercjalizacji, ktéra mozna zaobserwowaé we wspotcze-
snym rozkwicie rozwoju technologii kwantowych. Oprécz ogromnego postepu w tej dziedzi-
nie w ostatnich dziesiecioleciach, informacja kwantowa jest nadal bogatym obszarem nowych
i waznych wynikéw, pochodzacych z obu kierunkéw - wdrozen teoretycznych i praktycznych.
Jednym ze sposobéw osiagniecia postepu w tej dziedzinie moze by¢ wykorzystanie i rozwi-
janie podejScia matematycznego. W naszym przypadku zostalo to osiagniete poprzez wy-
korzystanie wewnetrznych symetrii rozwazanego ukladu. Powszechnie wiadomo, zZe ilekro¢
uklad posiada jakie$ symetrie, jego opis staje sie znacznie prostszy i mozna otrzymac czesto
zamkniete formuly opisujace jego pewne wlasnoéci. Aby zidentyfikowac i wykorzystaé ukryte
symetrie, mozemy uzy¢ poteznego narzedzia, jakim jest teoria reprezentacji grup i algebr, ktéra
w wiekszosci przypadkéw pozwala nam zredukowa¢ ztozonosé problemu. To jest powdd, dla
ktoérego tak wazne jest doglebne zrozumienie abstrakcyjnych narzedzi wraz z ich praktycznym
tlumaczeniem.

Celem niniejszej serii habilitacyjnej jest dostarczenie nowych zaawansowanych narzedzi ma-
tematycznych bazujacych na teorii reprezentacji, dostarczenie nowych wynikéw dotyczacych
zbioru kowariantnych kanatéw kwantowych i ich zastosowarh w problemach zwiazanych z zaszu-
mionymi obwodami kwantowymi i ich klasyczng symulowalnoéciq oraz z jednym z najwazniejszych
efektéw w informacji kwantowej wykorzystujacy kwantowe splatanie - kwantowej teleportacji.
Bardziej szczegélowa motywacja do podjecia takiego programu badawczego zawarta jest w
kazdym dziale poswieconym danemu zadaniu badawczemu.

Wszelkie wyniki naukowe powstaly w Scistej wspotpracy naukowej z polskimi oraz zagra-
nicznymi oSrodkami naukowymi — Uniwersytet Wroctawski, Uniwersytet w Cambridge (Wielka Bry-
tania) oraz Uniwersytet w Kopenhadze. Cze$¢ rezultatéw aplikanta zostata takze wypracowana w
trakcie jego stazu podoktorskiego na Uniwersytecie w Cambridge (prace [H1],[H2],[H3],[H4])
oraz na Uniwersytecie Gdanskim (prace [H5],[H6],[H7],[H8]). Ostatnie dwa artykuty [H9],[H10]
zostaly opublikowane po zatrudnieniu apliknata na stanowisku naukowo-badawczym na Uni-
wersytecie Gdaniskim.

Szczegotowy dorobek podjetej problematyki badawczej w serii habilitacyjnej mozna podsu-
mowacé w ponizszym zestawieniu:

1. Klasyfikacja i konstrukcja liniowych odwzorowan nieredukowalnie kowariantnych wzgle-
dem grup skoniczonych i wybranych grup zwartych. Jest to oméwione w dwoéch artyku-
fach [H1] i [H5].

2. Rozwdj protokoléw losowego testowania poréwnawczego (ang. randomized benchmarking
protocol, RB protocols) i klasycznej symulacji obwodéw kwantowych poprzez wykorzy-
stanie nowych klas nieredukowalnie kowariantnych kanatéw kwantowych. Jest to omo-
wione w artykule [H6].

3. Opracowanie nowatorskiego zestawu narzedzi matematycznych inspirowanych dualno-
Scia Schur-Weyla wraz z zastosowaniami do opracowania i opisu nowych kowariantnych
protokotéw teleportacji kwantowej typu port-based. Wszystkie opracowane narzedzia
matematyczne sa opisane w artykulach na temat teleportacji kwantowej w serii artyku-
6w [H2], [H10], [H3]i [H9].

4. Grupowo-teoretyczny opis istniejacych protokotéw teleportacji kwantowej port-based dla
kazdego wariantu i dla dowolnego wymiaru przestrzeni Hilberta wraz ze szczegélowa
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analiza ich wydajnosci. Opis i analiza protokotu recyklingu dla deterministycznego
protokotu teleportacji kwantowej port-based. Jest to oméwione w serii trzech artyku-
16w [H3], [H4] i [H9].

5. Konstrukcja i opis nowych kowariantnych protokotéw teleportacji kwantowej typu port-
based do transmisji duzej iloéci informacji kwantowych. Badanie fundamentalnych ogra-
niczefi natozonych na protokoly port-based przez mechanike kwantowa. Jest to omé-
wione w serii trzech artykutéw [H7], [H10] i [HS8].

Rezultaty dotyczace narzedzi matematycznych oraz protokotéw teleportacji (multi) port-based
byty prezentowane jako referaty na najbardziej prestizowej, corocznej konferencji w dziedzinie
- Quantum Information Processing (2018: https://gipconference.org/2018/qutech.
nl/qip2018/gip-2018-program-details/index.html, 2021: https://www.mcqgst.
de/qip2021/program/friday.html).

5.2 Niezbedne pojecia wstepne z teorii reprezentacji

W celu uczynienia materiatu prezentowanego w cyklu habilitacyjnym bardziej przystepnym
dla czytelnikéw, przedstawiamy tutaj krétkie wprowadzenie w niektére aspekty teorii repre-
zentacji grup. Skupiamy sie tutaj tylko na gtéwnych definicjach, notacji i twierdzeniach uzytych
w dalszej czesci tego autoreferatu. Po wiecej szczeg6téw zachecamy czytelnikéw do zapozna-
nia sie z literatura umieszczona w niniejszym tekscie lub pracami habilitacyjnymi. Informacje
zawarte w tym podrozdziale nie sa oryginalnymi wynikami aplikanta, z wyjatkiem samej pre-
zentacji i uzytej notagji.

Niech S, bedzie grupa symetryczna skoriczonego, 1 elementowego zbioru (liczba uktadéw).
Reprezentacja permutacyjna nazywamy odwzorowanie V : S, — Hom((C?)®") grupy syme-

trycznej S, w przestrzen H = ((Cd)®” zdefiniowanego poprzez dziatanie na wektory bazowe
{lex)}4_, d—wymiarowej przestrzeni C*:

V7 € Sy Vi lei) ® lei,) @ -+ @ e, ) = ‘ein71<1>> ® ’eirl<z>> Q- ® ‘einf1<n)>' 1

Poniewaz reprezentacja V jest zdefiniowana wzgledem wybranej bazy w przestrzeni C? jest
reprezentacja macierzowa, a operatory V, permutuja wektory bazowe zgodnie z zadana per-
mutagja 7 € S,. Reprezentacja V w naturalny sposéb rozszerza sie do algebry grupowej C[S,]
zdefiniowanej jako:

C[Sy] = An(d) := spans{Vy : 7 € 5,} C Hom((C")®"). )

W dalszej czesci przez V|, ,) rozumiemy nastepujacy operator 11 z n—1 ® V(, ) permutujacy
uktady zgodnie z permutacja m = (a,n) przy pominietej czesci identycznos$ciowej. Operator
dziemy uzywali konwencji, w ktérej pomijamy operator identycznosciowy, gdy bedzie to jasno
wynikato z kontekstu prezentowanego materiatu.

Do pracy z nieredukowalnymi reprezentacjami (dalej: irrep) grupy symetrycznej S, ko-
nieczne jest wprowadzenie pojecia podziatu (partycji). Podzialem « liczby naturalnej n, ozna-
czanego jako a - n, nazywamy ciag liczb dodatnich &« = (a3, a2, ...,a,), takich ze ay > ay >
- >, oraz Y, a; = n. Kazdy podzial @« mozna zobrazowa¢ graficznie jako diagram Younga,
ktoéry jest zbiorem komoérek utozonych w rzedy wyréwnane do lewej - zilustrowaliSmy to w
czeéci A Rysunku 1. Dla ustalonej liczby 7, ilo$¢ diagraméw Younga determinuje ilo$¢ nie-
réwnowaznych nieredukowalnych reprezentacji grupy S, w rozkladzie abstrakcyjnym. Zbi6r
wszystkich diagraméw Younga o n komorkach jest oznaczany jako Y,. Jednakze wybierajac
jako przestrzen reprezentacji H = (Cd)®”, w rozkladzie grupy S, na nieredukowalne repre-
zentacje pojawiaja sie tylko takie diagramy Younga «, dla ktérych wysokos¢ h(«) jest rowna
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Rysunek 1: Panel A przedstawia pie¢ mozliwych diagraméw Younga dla n = 4, ktére odpowiadaja
wszystkim abstrakcyjnym nieredukowalnym reprezentacjom grupy S;. Rozwazajac przestrzeni repre-
zentagji jako (C?)®* widzimy, ze wystepuja tylko takie nieredukowalne reprezentacje grupy S,, dla
ktérych wysokosé h(-) (dtugos¢ pierwszej kolumny) odpowiedniego diagramu Younga jest nie wieksza
niz d. W szczeg6lnosdi, jesli rozwazymy przypadek kubitowy (d = 2) mamy jedynie trzy dozwolone
diagramy dla n = 4: (4),(3,1),(2,2). Panel B przedstawia wszystkie mozliwe diagramy Younga u - 4
spelniajace relacje u € w dla « = (2,1). Zielonym kolorem oznaczone sa komoérki dodane do poczatko-
wego diagramu « = (2,1). Nastepnie, najbardziej po prawej stronie prezentujemy wszystkie mozliwe
diagramy Younga a - 3 spelniajace relacje « € u dla y = (3,1). Czerwonym kolorem oznaczyliSmy
komorki, ktore zostaty odjete od poczatkowego diagramu u = (3,1).

co najwyzej d. Redukuje to zbiér diagraméw Younga do zbioru diagraméw z nie wiecej niz
d wierszami, zbiér taki oznaczamy jako Y, ;. W obu zbiorach Y,, Y, ; mozemy wprowadzi¢
strukture porzadku czeSciowego jako

w2, ®3)

jezeli y; > w; dla wszystkich i = 1,2,...,1. Jezeli « <X pu poprzez u/a rozumiemy skoény
ksztalt Younga powstaly poprzez usuniecie z diagramu Younga y komoérek diagramu Younga
«. Rozwazmy teraz nastepujace dwa podziaty « - n — 1 oraz y - n. Piszac y € a rozumiemy
diagramy Younga yu, ktére powstaly z a poprzez dodanie jednej komoérki. Podobnie, piszac
x € u oznaczymy diagramy Younga a, ktére powstaly z y poprzez odjecie jednej komorki.
Rysunek 1 w czedci B ilustruje te zagadnienia. OczywiScie zagadnienie to mozna uogdélnic¢
na dodawanie/odejmowanie wiekszej ilosci komoérek. Bedziemy tutaj uzywacé tych samych
symboli € &, & € pu niezalezenie od iloéci k dodanych/odjetych komoérek poniewaz wartos¢ k
zawsze bedzie jasno wynikata z kontekstu. Dla dowolnych «, € Y, méwimy, ze p pokrywa
«, albo a jest pokrywane przez y jezeli « < y oraz

x vy veY,=2v=alubv=yu 4)

Innymi stowy, u pokrywa a wtedy i tylko wtedy, gdy a < u i p/a sktada sie przynajmniej z
jednej komoérki. Majac wprowadzone pojecie diagramu Younga oraz zbioréw Y,, Y, ; definiu-
jemy kratownice Younga oraz jej zredukowana wersje. Kratownica Younga dla Y, jest grafem
niezorientowanym (nieskierowanym) z wierzchotkami, ktére sa elementami zbioru Y, oraz
krawedziami z A do p wtedy i tylko wtedy, gdy A pokrywa u. Taka sama definicja stosuje sie
do zredukowanej kratownicy Younga Y, 4, gdzie usuwamy wszystkie diagramy Younga zawie-
rajace wiecej niz d wierszy. Idea ta zostata zilustrowana na Rysunku 2. Mozemy réwniez wpro-
wadzi¢ w zbiorze wszystkich diagraméw Younga dla ustalonego n porzadek leksykograficzny.
Niech A = (Ay,...,Ax) oraz p = (y1, ..., ;) beda podziatami n. Porzadek leksykograficzny jest
zdefiniowany w nastepujacy sposéb: dla pierwszego indeksu i, dla ktérego istnieje y; # A;, ta-
kie ze p; < A; piszemy u < A. W szczeg6lnosci wykorzystujemy porzadek leksykograficzny do
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Rysunek 2: Kratownica Younga Y4 zbudowana z szesciu kolejnych warstw numerowanych grupami
permutacji od S; do S¢. Pomarariczowe oraz czarne przerywane linie oznaczaja Sciezki z irrepu A = (1)
grupy Sp do irrepu A’ = (2,1,1,1,1) grupy Se. Zredukowana kratownica Younga Yg, tj. dla d = 2 jest
zdefiniowana jako diagram na lewo od czerwonej linii.

porzadkowania diagraméw Younga w kazdym z wierszy (zredukowanej) kratownicy Younga
na Rysunku 2 oraz pdzniej do numerowania wierszy i kolumn macierzy teleportacji opisanej
w Rozdziale 5.6.1.

Przypomnijmy teraz stynna dualnos¢ Schura-Weyla [E8, E9], ktéra stwierdza, ze diago-
nalne dziatanie grupy unitarnej ¢/ (d) macierzy zespolonych oraz dzialanie grupy symetrycznej
Su na przestrzeni ((Cd)®” komutuja ze soba:

Vo, U®---®@U] =0, 5)
gdzie o € S, oraz U € U(d), a przestrzen (C%)®" moze by¢ roztozona w nastepujacy sposéb:

(CH" = P Hy o HE. (6)
o)<

Grupa symetryczna S, dziata nietrywialnie na przestrzeni H5, a grupa U(d) dziata nietrywial-
nie na przestrzeni H;;,, numerowanej tym samym podziatem a. Z roztadu przestrzeni opisanej
réwnaniem (6) widzimy, ze dla danego irrepu a grupy S,, przestrzen H;, jest przestrzenia
krotnosci o wymiarze m, (krotnos¢ irrepu a), podczas gdy przestrzen HY jest przestrzenia
reprezentacji o wymiarze d, (wymiar irrepu «). Kazdy operator komutujacy z diagonalnym
dziataniem U®", zgodnie z lematem Schura, musi by¢ proporcjonalny do identycznosci na
przestrzeniach Hj, i posiada¢ swoja nietrywialna cze$¢ na przestrzeniach HS. Odwrotnie,
kazdy operator komutujacy z dziataniem grupy permutacji S, jest nietrywialnie reprezento-
wany na przestrzeniach H;;,. W kazdej nieredukowalnej przestrzeni H% mozna zbudowa¢ baze
ortonormalna {|a,i)}, gdzie i = 1,...,d,, wykorzystujac na przyklad konstrukcje Younga-
Yamanouchiego [E9, E10]. Ze skonstruowanymi wektorami bazy mozemy stowarzyszy¢ niere-
dukowalne operatory bazowe EZ], dlai,j=1,...,d, postaci:

Ejj := Ty, @ |a, i) (a, fla. @)
Poniewaz baza {|«, ) ?il jest ortonormalna powyzsze operatory spetniaja nastepujace relacje:
EaEkl == (SIXD( 5]kE

il Tr Ef‘j = 5ijma. (8)



Z operatoréw Ef, uzywajac relacji zupetnosci Y |a, i){a, i[3s = 1Lyg mozemy zbudowa¢ tak
zwane projektory Younga P* na nieredukowalne podprzestrzenie numerowane przez a:

da( ! !

P* = ZEﬁ = ]lq.[[u/c{ & ]17-[”5‘/ pP*pr = 5 px, Tr P* = m,d,. 9)

i=1
Dla ustalonego irrepu « grupy S, operatory Ej; z (7) oraz P* z (9) moga by¢ takze zapisane
za pomoca operatoréw permutacji V; zdefiniowanych w (1) permutujacych uktady przestrzeni
((ﬁ)@n:

d“ _ _
Ej=—1 Y oh(m Ve, Pr= Y XM Ve, (10)

TES,

gdzie liczby (,b;?‘i(n*l) sa elementami macierzowymi nieredukowalnych reprezentacji v € S,
axM(nl) =Y, ¢%(n!) sa odpowiednimi nieredukowalnymi charakterami. Oczywiscie, ope-
ratory dane poprzez powyzsze réwnania spelniaja te same relacje skltadania (8). Rzeczywiscie,
operatory Ef‘j rozpinaja nieredukowalne przestrzenie H% w (C%)®", poniewaz dla kazdego ele-
mentu V; € A,(d) mamy:

o
Ve=Y Y 9i(m)EL (11)
& ij=1
Ostatecznie, uzywajac relacji (10) oraz (11) mozemy podaé lewe dziatanie (odpowiednio prawe)
dowolnego operatora V; na operatory bazowe:

dy da
VaEj =) ¢u(mEy,  EjVa=) ¢j(m)Ej. (12)
k=1 =1

Ostatnie wyrazenia rowniez dowodza, ze operatory Ef} rozpinaja nieredukowalna baze w kaz-
dym z irrepéw, poniewaz ich dzialanie jest zamkniete ze wzgledu na «.

5.3 Nieredukowalnie kowariantne odwzorowania liniowe

W dwoch pracach [H1], [H5] scharakteryzowaliémy kompletna dodatnio$¢ oraz dodatnio$c¢
odwzorowan liniowych, ktére sa kowariantne wzgledem dziatania nieredukowalnej reprezen-
tacji grupy skoriczonej. Odwzorowanie takie nazywamy nieredukowalnie kowariantnymi odwzo-
rowaniami liniowymi (ang. ICLM - irreducibly covariant linear map). Méwimy, ze odwzorowanie
liniowe @ : B(H) — B(K) jest ICLM wzgledem nieredukowalnych reprezentacji U(g), V()
grupy skoriczonej G, jezeli dla kazdego operatora X € B(H) oraz dla kazdego elementu g € G
zachodzi:

® (U()XU(R)') = V(RP(X)V(g)". (13)

Przetomowe wyniki w charakteryzowaniu takiej klasy odwzorowarn pochodza od Scutaru [E11].
Udowodnit on twierdzenie typu Stinespringa w jezyku C*—algebr dla dowolnego catkowicie
dodatniego odwzorowania liniowego, ktére jest kowariantne wzgledem unitarnej reprezentacji
grupy lokalnie zwartej. Jego wynik nie daje jednak jednoznacznego sposobu konstruowania
takich odwzorowan, ani bardziej szczegélowego wgladu w ich wewnetrzna strukture. Nie-
mniej jednak odwzorowania ICLM tworzace nieredukowalnie kowariantne kanaty kwantowe
(ang. ICQC - irreducibly covariant quantum channels) maja szeroki zakres zastosowan, od fizyki
ciala stalego po informatyke kwantowa. Na przyktad SU(2)-kowariantne kanaty zostaty uzyte
do opisu splatania w ukladach spinowych [E12] i pozwalaja udowodni¢ rozszerzona wersje
twierdzenia Lieba-Mattisa-Schultza przy uzyciu tzw. Matrix Product States [E13]. Zwiek-
szajac wymiar i biorac pod uwage grupe SU(d) mozna bada¢ aspekty dimeryzacji kwanto-
wych faficuchéw spinowych [E14]. W informacji kwantowej kanaly kowariantne pomagaja
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analizowa¢ wiasciwoé¢ addytywnosci pojemnosci Holevo [E15] i minimalnej entropii wyjscio-
wej [E16, E17, E18, E19, E20]. Wlasnos$¢ kowariancji pozwala réwniez udowodni¢ strong co-
nverse property dla pojemnosci klasycznej [E21] i klasycznej pojemno$ci wspomaganej splata-
niem [E22] (ang. entanglement-assisted classical capacity). Omawiana tutaj klasa kanatléw pozwala
takze na sformulowanie ciekawych rezultatéw w kontekscie twierdzenia Birkhoffa [E23, E24]
oraz na konstrukcje nowych nieréwnosci macierzowych ze stozka dodatniego [E25]. Powyz-
sza dyskusja wraz przykladami ilustruje znaczenie (nieredukowalnie) kowariantnych kanatéw i
podkresla potrzebe bardziej szczegdtowego zrozumienia ich struktury wraz z ich wlasnosciami
na bardziej ogélnym poziomie - bez wybierania konkretnej grupy, a wiec przedstawienie bar-
dziej systematycznego podejscia do zagadnienia.

W artykule [H1] podajemy szczegétowy opis matematyczny kanatéw kwantowych — kom-
pletnie dodatnich, zachowujacych $lad odwzorowan liniowych (ang. CPTP- completely positive
trace preserving) nieredukowalnie kowariantnych wzgledem grupy skoriczonej G, w przypadku

gdy:
1. wejéciowa oraz wyjéciowa przestrzen Hilberta sa takie same, tzn. H = I,

2. rozwazana jest wyrézniona nieredukowalna reprezentacja U,

3. iloczyn tensorowy U ® U° jest prosto-redukowalny (ang. multiplicity free), gdzie U°
oznacza reprezentacje kontragradientna, tzn. dla kazdego ¢ € G, U°(g) = uight =

u(g).

Jak to zostalo zaobserwowane w Corollary 15 w [H1], odwzorowanie ®, ktére jest ICLM musi
by¢ nastepujacej postaci:

O =IqIT+ Y LII*: gl €C, (14)

aF#id

gdzie I1* sa ortogonalnymi projektorami rzutujacymi na nieredukowalne podprzestrzenie nu-
merowane indeksem a w rozktadzie U @ U¢, indeks id oznacza reprezentacje identycznosiowa
(trywialna). Na przyklad, jezeli za grupe G wybierzemy grupe permutacji S, to operatory
IT* sa projektorami Younga z réwnania (9). Z powyzszego rozkladu jasno wynika, ze aby od-
wzorowanie ICLM byto ICQC na wsp6tczynniki lig, {la }o2ia Musza zosta¢ narzucone pewne
dodatkowe warunki.

W celu ustalenia takich warunkéw, w pierwszym kroku, wyliczamy warunki spektralne
obrazu Choi-Jamiotkowskiego J(®) dla dowolnego odwzorowania ®, ktére jest ICLM. War-
tosci wiasne i projektory ortogonalne, pojawiajace sie w rozkladzie spektralnym, sa wyrazone
catkowicie przez nieredukowalne reprezentacje rozwazanej grupy G. Zapewniajac, ze J(P) > 0
otrzymujemy warunki konieczne i dostateczne na to, aby rozwazane odwzorowanie liniowe @
byto ICLM (Twierdzenie 40 w [H1]). W szczegdlnosci, pokazaliSmy ze odwzorowanie @ jest
ICLM zachowujacym $lad wtedy i tylko wtedy, gdy lig = 1 (Proposition 25 w [H1]). Dodat-
kowo, podaliémy jawne wyrazenia na operatory Krausa dla rozwazanej klasy kanatéw (Twier-
dzenie 41 w [H1]). Otrzymane rezultaty sa warunkami operacyjnymi, gdy ustalimy grupe G
oraz reprezentacje U. Dokladniej, aby zapewni¢, ze rozwazane odwzorowanie jest ICQC, mu-
simy rozwiaza¢ uklad liniowych nieréwnoéci wzgledem wspoétczynnikéw z réwnania (14) — to
z kolei mozna zrobi¢ efektywnie, przynajmniej numerycznie. Ten rezultat daje réwniez geome-
tryczna interpretacje rozwiazan wspomnianego zbioru nieréwnosci, dla ktérego odwzorowanie
jest ICLM jest kanatem ICQC. Méwiac bardziej formalnie, pokazaliSmy ze wszystkie wartosci
wlasne obrazu Choi-Jamiotkowskiego odwzorowania, ktére jest ICQC musza znajdowaé sie
w przecieciu zredukowanego sympleksu oraz pewnej przestrzeni generowanej przez macierz
otrzymanej ze spektralnej analizy projektoréw pojawiajacych sie w rozkladzie odwzorowania
ICLM (Proposition 43, Proposition 47 in [H1]).

Rozwiniete narzedzia i charakteryzacja, ktéra jest spetniona dla kazdej skoficzonej, prosto-
redukowalnej grupy G pozwolila na podanie szerokiej klasy kanaléw kwantowych, ktére sa
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nieredukowalnie kowariantne bezposrednio z konstrukcji. Rezultaty te sa zawarte w Twier-
dzeniu 50 w Rozdziale 8.1 omawianego artykulu. Konstrukcja taka polega na szczegélnym
wyborze wspotczynnikow {Iy },iq in (14):

L= = Y M (9)(s), (15)

‘ ‘ ’qoa‘geG

gdzie na f : G — C narzucone sa pewne dodatkowe warunki, x*(g) jest nieredukowalnym
charakterem, a |¢®*| oznacza wymiar irrepu «. Dodatkowo, podajemy przykitady odwzorowan
ICQC dla wybranych grup prosto-redukowalnych: grupy symetrycznej S3 i S4 oraz grupy kwa-
ternionéw Q. W kazdym z przypadkéw konstruujemy odpowiednie reprezentacje macierzowe
oraz reprezentacje Krausa rozwazanych ICQC. Dodatkowo, oprécz rozwiazan analitycznych,
ilustrujemy graficznie przestrzenie dozwolonych parametréw z (14) dla ktérych rozwazane
odwzorowania sa ICQC. Nastepnie, dla przypadku grup Sz oraz Q, przy uzyciu kryterium
Peresa-Horodeckiego lub inaczej kryterium PPT (ang. positive partial transpose) [E26, E27], po-
dajemy warunki po spelnieniu ktérych rozwazane odwzorowania ICQC sa kanatami famigcymi
splatanie [E28].

W artykule [H5] badaliSmy odwzorowania liniowe ® z (13), spelniajace warunki 1,2 oraz
3, ale zamiast zadania spetniania warunku CPTP, chcemy aby odwzorowanie bylo jedynie do-
datnie (ang. P — positive). Zagadnienie klasyfikacji konstrukcji nowych przykladéw dodatnich
odwzorowan liniowych, nawet z dodatkowymi witasno$ciami, jest nadal zagadnieniem otwar-
tym oraz bardzo ztozonym pomimo wielu fundamentalnych rezultatéw i podjetych préb w
tej dziedzinie [E29, E30, E31, E32, E33, E34, E35, E36, E37]. Jedna z gtéwnych przeszkéd w
postepie na tym polu jest brak uniwersalnego operacyjnego kryterium dodatniosci. Doklad-
niej, aby udowodni¢, ze dane odwzorowanie jest dodatnie musimy pokazaé, ze obraz Choi-
Jamiotkowskiego jest blokowo dodatni, gdy do pokazania kompletnej dodatniosci wystarcza
wyliczenie wartosci wiasnych 6w obrazu, co moze by¢ zrobione efektywnie. Dlatego tez wazne
jest dostarczanie nowych przykladéw odwzorowar dodatnich i metod ich konstrukgji, dajacych
wglad w wewnetrzna strukture rozwazanego zbioru odwzorowan.

Nasze rozwazania rozpoczeliémy od bezposredniej (z definicji) konstrukcji odwzorowan
dodatnich ICLM dla grup skoniczonych. Jednakze, metoda ta moze efektywnie dziata¢ jedynie
dla niskich wymiaréw — w naszej pracy dla przypadku kubitowego. Zbudowalismy odwzoro-
wania dodatnie dla dwu-wymiarowych nieredukowalnych reprezentacji grupy S; oraz grupy
kwaternionéw Q. Dodatkowo, pokazaliémy, ze kazde dodatnie kubitowe odwzorowanie ICLM
moze by¢ przedstawiona jako suma odwzorowarn CP oraz CoP (ang. co-positive), ktére takze
sa ICLM.

Aby pozby¢ sie konieczno$ci sprawdzania warunku blokowej dodatniosci obrazu Choi-
Jamiotkowskiego zaproponowaliémy nowa metode konstrukcji. Metoda ta bazuje na rezul-
tatach zawartych w pracy [P1] i wykorzystuje odwzorowanie odwrotnej redukgji
R~! € End[M(d, C)] [E38, E39]:

Tr(X)

VX € M(d,C) RY(X)= 1 X (16)

W celu konstrukcji nowych rodzin odwzorowan dodatnich ICLM uzywaliémy Twierdzenia 15
z pracy [H5], ktore jest adaptacja Twierdzenia 1 z pracy [P1]. W pierwszym kroku definiu-
jemy operator W := (1® ®)P; dla rozwazanego odwzorowania liniowego ICLM ®, przy
czym zadamy, aby operator W byl niedodatni. To zapewnia nam, ze badane odwzorowanie
na pewno nie jest odwzorowaniem CPTP. Widzimy, Ze tak naprawde operator W jest obrazem
Choi-Jamiotkowskiego odwzorowania @ (dla wygody utrzymujemy tutaj oryginalna notacje).
Nastepnie zadamy, aby operator W = (1® R~!)W byt dodatnio okreslony - to z kolei zapewnia,
ze rozwazane odwzorowanie @ jest dodanie (na mocy Twierdzenia 15). Poniewaz dodatkowo,
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rozwazane odwzorowanie jest ICLM, to musi by¢ ono w postaci (14). Zatem zgodnie z re-
zultatami pracy [H1], warunki na dodatnio$¢ (niedodatnios¢) obrazu Choi-Jamiotkowskiego
tego odwzorowania mozna zapisa¢ jako zbiér nieréwnosci liniowych wzgledem nieznanych
wspotczynnikéw 4, {la}a#d z (14) — Corollary 17 z pracy [H5]. Uzywajac przedstawionego
tutaj podejscia skonstruowaliémy odwzorowania dodatnie indukowane przez tréjwymiarowa
nieredukowalna reprezentacje grupy permutacji S; oraz reprezentacje grupy MU(d, n), ktéra
jest podgrupa grupy monomialnych macierzy unitarnych MU(d), gdzie n jest pewnym na-
turalnym parametrem. W szczegdlnosSci, pokazaliSmy, ze obszar parametréw dla odwzoro-
wania ICLM generowanego przez grupe MU(3,n), dla ktérego odwzorowanie jest dodatnie,
zawiera w sobie obszar dodatnioéci dla uogélnionego odwzorowania Choi [E40]. Przy czym,
obszar dodatniosci odwzorowania generowanego przez grupe MU (3,n) jest wyraznie wiek-
szy. Rezultat ten pozwala nam rozwaza¢ uogoélnione odwzorowanie Choi jako dodatnie od-
wzorowanie ICLM generowane przez grupe MU(3,n). Dla grupy M(d,n) byliSmy takze w
stanie okre$li¢ obszar dodatnioéci, bezposrednio sprawdzajac blokowa dodatnioé¢ obrazu Choi-
Jamiotkowskiego. Obszar ten jest oczywiscie wiekszy niz wyznaczony za pomoca odwzoro-
wania odwrotnej redukcji. Rezultaty odnoszace sie do grupy M(d, n) moga by¢ interesujace
takze z innych wzgledéw. Mianowicie, odwzorowanie generowane przez ta grupe znalazto
zastosowanie w protokole losowego testowania poréwnawczego (ang. randomized benchmarking
protocol, RB protocols) [E41], w szczegdlnym przypadku gdy rozwazany zbiér bramek kwanto-
wych skiada sie z elementéw grupy skoriczonej, ale nie tworzy tzw. 2-design. Ponadto, grupa
M(d, n) zawiera kwantowa bramke T [E42], ktéra wraz z bramkami Clifforda tworzy zbitr
uniwersalny do obliczert kwantowych. Dodatkowo wspomniana grupa zostata uzyta w pew-
nych zagadnieniach teorii uktadéw wieloczastkowych [E43]. Zwiazek pomiedzy protokotami
RB oraz odwzorowaniami ICLM motywowat nas do dalszych studiéw w tym zakresie, ktére sa
opisane w nastepnej sekcji autoreferatu.

Ostatnim rezultatem jest zwiazek pomiedzy stynnymi warunkami Fujiwara-Algolet [E44]
a unitalnymi nieredukowalnie kowariantnymi kanatami kwantowymi generowanymi przez
grupe kwaternionéw Q. Pokazaliémy, ze kazdy unitalny kubitowy kanat kwantowy moze by¢
przedstawiony jako nieredukowalnie kowariantny kanat indukowany przez dwu-wymiarowa
nieredukowalna reprezentacje grupy Q. Ten koricowy rezultat zawarty jest w Proposition 35
pracy [H5]. Wynik ten obowiazuje takze dla unitalnych odwzorowan dodatnich, dajac nam
niejako klasyfikacje odwzorowan zachowujacych identycznosé w formie warunkéw czysto geo-
metrycznych.

5.4 Efektywny protokoétl losowego testowania poréwnawczego i klasyczna symula-
cja proces6w kwantowych w bazie Weyla

Szum w warunkach eksperymentalnych oraz praktycznych wdrozeniach technologii kwanto-
wych jest nieunikniony ze wzgledu na oddziatywanie z otoczeniem. Identyfikacja jego Zrodet i
sprawna diagnostyka bledéw powstatych w procesie ewolucji kwantowej jest jednym z kluczo-
wych krokéw w budowie skalowalnego komputera kwantowego. Rézne implementacje maja
wiele zaleznych od specyfikacji (architektury) sprzetu Zrédet szumu, co sprawia, ze problem
ich sprawnej detekdji jest bardzo zlozony. Jak dotad opracowano wiele ré6znych metod detekgji:
protokét losowego testowania poréwnawczego (protokét RB) [E45, E46, E47, E48], tomogra-
fia stanu i kanatlu [E49, E50], tomografia zbioru bramek [E51] oraz bezposrednia estymacja
wiernosci [E52]. W ogélnosci rézne metody detekcji szumu w obwodach kwantowych, czyli
takze potencjalnie w komputerach kwantowych, maja rézne zakresy zastosowar oraz r6znia
sie kosztami.

W artykule [H6] wprowadziliémy nowe podejscie do protokotu RB oraz klasycznej symu-
lacji obwodéw kwantowych wykorzystujac operatory unitarne Weyla. Po raz pierwszy nasz
model pozwala na identyfikacje wielu modeli szumu (w tym takze ich mieszanki), ktéry dziata
zaréwno dla kubitéw jak i wyzej wymiarowych ukladéw. W szczegoélnosci, skupiliSmy sie na
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umotywowanych eksperymentalnie modelach szumu: depolarycujacy, defazujacy oraz modele
over-rotations bazujace na wptywajacych na realizacje danej bramki. Zaproponowany protokét
jest odporny na tzw. bledy w przygotowaniu stanu i pomiaru (ang. state preparation and
measurement error - SPAM) oraz skaluje sie wraz z rozmiarem ukladu, przy naturalnym zato-
zeniu lokalnosci szumu, ale bez zakladania zadnej dodatkowej struktury obwodu. Wyniki te
W sposob znaczacy rozszerzaja prace [ES3, E54].

W tym samym artykule stosujemy rozwiniety przez nas protokét RB do symulacji na
klasycznym komputerze wynikéw dostarczanych przez obwody kwantowe. Majac do dys-
pozycji obwdéd kwantowy o znanym profilu szumu, podajemy analityczne ograniczenie na
liczbe prébek wymaganych do klasycznej estymacji wynikéw obwodu z zatozona precyzja. In-
nymi sfowy, mozemy podaé nietrywialne obliczalne ograniczenie na zaszumienie bramki, ktére
trzeba doda¢ do kazdej bramki kwantowej w badanym obwodzie, aby zapewnic jego efektywna
klasyczna symulacje. Rozwiniete przez nas w pracy [H6] narzedzia nie zaleza od geometrii
obwodu, ani struktury wybranego zbioru bramek. Te cechy odrézniaja nasze od wczes$niej ist-
niejacych metod [E55] i moga by¢ uzyte do badania ztozonosci klasycznej symulowalnosci dla
szerokiej klasy urzadzeri kwantowych uzywanych na przyktad w rezimie VQE (ang. Variational
Quantum Eigensolver) oraz urzadzenh kwantowych bliskiej przysztosci [E56, E57, E58].

Matematycznie, gdy implementujemy znana operacje unitarna U dziatajaca na n kuditach,
otrzymana transformacja, z powodu wystepujacego szumu (btedu) opisanego kanatem N, jest
modelowana za pomoca kanatu kwantowego postaci N o U, gdzie U oznacza kanat odpo-
wiadajacy unitarnemu sprzezeniu unitarnoscia U. Jednym z giéwnych celéw jest poznanie
(oszacowanie) parametréw opisujacych dany kanat reprezentujacy szum N i mozna to osia-
gnaé studiujac wiasnie protokoly randomised benchmarking. Nasz protokét uzywa unitar-
nosci Weyla-Heisenberga { W(u,b)}i;io, ktére sa uogdlnieniami macierzy Pauliego na wyzsze
wymiary. Sa one zdefiniowane jako W,y = 7°Xb, gdzie X € U(d) jest unitarnym operatorem
translacji, a Z € U(d) jest unitarnym operatorem mnozacym przez faze. Jezeli pracujemy z
uktadem n kuditéw, wtedy W, p) := Wig, 1) @ Wig,p,) @ -+ @ Wiy, ) jest baza w przestrzeni
macierzy M(d",C), gdzie (a,b) € (Z;)*".

Jak wspomnieliSmy wczesniej, wiele waznych z praktycznego punktu widzenia modeli
szumu, takich jak (lokalny) szum defazujacy czy (lokalny) szum depolaryzujacy, sa diagonalne
w bazie operatorow Weyla. Sa one elementami szerszej klasy diagonalnych kanatéw Weyla i
oznaczane sa przez 7. Dla kazdego d > 2 moga by¢ one zapisane jako wypukia kombinacja
sprzezen operatorami Weyla [E59], [E60, Chapter 4]:

T(A)= ), plab)WenAW,,), (17)
(ab)e(Zy)>

gdzie p(a,b) jest rozkladem prawdopodobieristwa na (Z; x Z;)", a A jest dowolnym opera-
torem. Jasne jest, ze klasa kanatéw z (17) nalezy do rodziny kanatéw nieredukowalnie kowa-
riantnych omawianych w Rozdziale 5.3 niniejszego autoreferatu, a my prezentujemy tutaj ich
nowe zastosowanie. Poniewaz dyskutowane modele szumu sa diagonalne w bazie Weyla, to do
ich pelnego opisu wystarczy poznac¢ ich diagonalne elementy <’T>E:E; obliczone w tejze bazie.
Uzyskujemy to formutujac i wykorzystujac protokét ztozony z nastepujacych krokéw:
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Protokét losowego testowania poréwnawczego w bazie Weyla (protokét WRB)

Wejscie: (a,b) € (Z4)*" odpowiadajacy elementowi diagonalnemu, ktéry chcemy poznaé
oraz sekwencja dtugosci m. Stan poczatkowy p oraz pomiar POVM* E dzialajacy na n
kuditach.

Wyjscie: liczba y.

1. Wybieramy losowo (ag,by) € (Zg)*", stosujemy Wi, ,), @ nastepnie sekwencje

W = (W, by)r-- - Wiapb,)) jednakowo prawdopodobnych, loklanych unitarnosci
Weyla dziatajacych na n kuditéw na przemian z zaszumiona operacja unitarna U.

2. Stosujemy WT.

3. Wykonujemy pomiar na stanie wykorzystujac POVM {E,1—E}.

4. Jezeli zmierzymy E wynikiem jest y = X(o1)(a0,bo) = exp(i%((b, —a), (ag, bo))).
W przeciwnym przypadku, wynikiem jest y = 0.

Tang. positive-operator valued measure - POVM

Wybierajac sekwencje réznej dlugosci oraz przeprowadzajac eksponencjalne dopasowanie
otrzymujemy estymacje diagonali y(a,b) = (T olUd >E:E§ w bazie Weyla. Znajomos¢ ji(a,b)
oraz fakt, ze 7 jest diagonalny w bazie Weyla jest wystarczajace do estymacji parametréw

opisujacych szum, poniewaz w tym przypadku: u(a,b) = (U >E:E;<T>E:E; To juz komplet-
nie charakteryzuje kanat 7, jezeli elementy diagonalne operacji ﬁnitarnej nie sa réGwne zeru.
Maksymalna dlugos¢ sekwengji jest okreslona przez przerwe spektralna A rozwazanego kanatu
kwantowego. W rzeczywistoéci parametr A~! jest miara gtebokosci obwodu, na ktérej szum
bedzie juz widoczny. Twierdzenie 2 w artykule [H6] méwi, ze dla dowolnego € > 0 parametry
opisujace szum, (a, b) moga zosta¢ oszacowane z prawdopodobienistwem ¢, przez przeprowa-
dzenie M = O(e 2log(6'log(1 —A)~1)) eksperymentéw RB w bazie Weyla, kazdy zawiera-
jacy co najwyzej Mmax = O(A~1) bramek w pojedynczej sekwencji. Parametr A ~! moze zosta¢
okreslony przy uzyciu danych na temat zakresu parametréw szumu dostarczonych przez pro-
ducenta danego urzadzenia. Jednakze nasz protokét nie jest ograniczony jedynie do kanatéw
diagonalnych w bazie Weyla. Dokfadniej, majac dostep do bramki Clifforda o odpowiednio ni-

2151 41a dowol-
ay,by)

nego kanatu N zapisanego w bazie Weyla. W tym przypadku réwniez udowodniliémy analog
przywolanego tutaj Twierdzenia 1 (Twierdzenie 2 w materialach dodatkowych pracy [H6]).
W szczeg6lnosci to rozszerzenie pozwala na identyfikacje parametréw innych modeli szumu
zawierajacych btedy typu przekrecenia (ang. over-rotations).

W tym samym artykule [H6] uzywamy informacji na temat szumu w obwodzie kwanto-
wym do badania ograniczen na ztozonoé¢ ich klasycznej symulacji. Méwiac bardziej formalnie,
pracujemy w rezimie tzw. stabej symulacji. Oznacza to, ze dla danej obserwabli E mozemy kla-
sycznie symulowaé zaszumiony obwéd Cz = NN o - .. 0o N1 dziatajacy na produktowy stan
wejsciowy p, jezeli potrafimy klasycznie estymowaé Tr(0E) z dokladnoscia do addytywnego
bledu € > 0, gdzie 0 = Cg(p). W naszej pracy zaproponowaliSmy algorytm prébkujacy, ba-
zujacy na prébkowaniu wzgledem normy /¢; dla macierzy oraz wektoréw, ktéry wykorzystuje
wyniki testu WRB i moze by¢ stosowany do zaszumionych obwodéw dla czasu dyskretnego
jak i ciaglego:

skim zaszumieniu, mozemy estymowac¢ takze pozadiagonalne elementy (N >E
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Algorytm prébkowania obwodu

Wejscie: zaszumiony obwdéd kwantowy okre$lony za pomoca kwantowych kanatéw
N (1), N (N ), kwantowy stan poczatkowy p oraz obserwabla E.
Wyjscie: liczba x taka, ze E(x) = Tr(Ec), gdzie o = Cp(p).

1. Proba (ag, bg) z rozktadu py.
2. Dlak = 1,...,n: Préba (ak, bk) V4 pk(ak+1,bk+1\ak, bk)
3. Wynik x jest dany jako

. a;,b
x = sign(p(ao, bo))lpll, E(an, b XHIIN (ak be) o, sign((NO)EP )

(agt1,brs1

. J

W Twierdzeniu 1 zawartym w pracy [H6] udowodniliémy, ze rzeczywiscie zaproponowany
algorytm probkuje z rzeczywistego rozkladu oraz podajemy liczbe prébek wymaganych aby
by¢ e—blisko empirycznej wartoéci oczekiwanej. Nastepnie ilustrujemy jak zastosowaé na-
sze wyniki do symulacji obwodéw kwantowych, takze w rezimie VQE. W przypadku, gdy
kanaty kwantowe opisujace szum w obwodzie sa lokalne, stan poczatkowy oraz obserwable
sa produktowe pokazujemy, ze zlozonoé¢ naszego algorytmu prébkujacego skaluje sie wielo-
mianowo. Ilekroé¢ stosujemy w obwodzie bramki Clifforda, to nie zwiekszaja one ztozonosci
algorytmu, poniewaz dzialaja one jak permutacje w bazie Weyla. Dodatkowo rozszerzamy
zaproponowany algorytm prébkujacy do kanatéw kwantowych postaci e'~, gdzie £ jest opera-
torem Lindblada (rozdziat VII materialéw dodatkowych pracy [H6]).

Podsumowujac, nasze rezultaty oferuja narzedzia zaréwno dla praktykéw — poprzez do-
starczenie metod poréwnywania oraz wykrywania szerokiego wachlarza ztozonych modeli
szumow, oraz dla teoretykéw — dzieki dostarczeniu obliczalnych ograniczeri gérnych, z jasna
operacyjna interpretacja, na faktyczna moc obliczeniowa zaszumionych urzadzen kwantowych.

5.5 Wklad w rozwdj teorii reprezentacji

Kolejnym waznym elementem cyklu habilitacyjnego jest wkltad w rozwdj teorii reprezentacji
algebry grupowej C[S,| = A, (d) oraz algebry czesciowo transponowanych operatoréw permutacji

AP (d) wzgledem k ostatnich uktadow:
AP (@) := span{V¥ : 7 € S,} € Hom((C)®"), (18)

gdzie (k) jest skrétowym zapisem zlozenia operacji czeSciowej transpozycji f, o t,_q0--- o0
ty—k+1 wzgledem uktadéw n,n —1,...,n —k+1. Czasami w literaturze algebre A,(j‘) (d) nazywa
sie takze algebrq czesciowej transpozycji permutacji [E61]. Okazuje sie, ze elementy algebry Aﬁl") (d)
sa reprezentacjami macierzowymi na przestrzeni (Cd)®”, zdefiniowanej w [E62, E63, E64] abs-

trakcyjnej Walled Brauer Algebra (WBA). Kazdy element algebry A,(qk)(d) spelnia relacje po-
dobna do (5), mianowicie mamy:

[X, u@(n—k) Q- ®U®k] = 0, VX € A;(f[k) (d)/ (19)

gdzie kreska oznacza sprzezenie zespolone. Méwimy, ze operator, ktéry spelnia relacje (19) po-
siada symetrig czesciowq, w przeciwiefistwie do operatoréw komutujacych z diagonalnym dzia-
faniem produktu tensorowego n operacji unitarnych (5). Widzimy, ze kazdy operator posiada-
jacy symetrie czeSciowa moze zosta¢ zapisany jako kombinacja liniowa czeéciowo transpono-
wanych operatoréw permutacji. Odwrotnie, kazdy operator zapisany przy uzyciu operatoréw

V7(Tk) spelnia relacje (19). Oznacza to, ze mamy sytuacje podobna do dualizmu Schura-Weyla i
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oczekujemy analogicznego rozkladu przestrzeni (C4)" jak w (6):

(CH®" = DHE; © Hiys (20)
¢

gdzie suma prosta przebiega wszystkie nieréwnowazne nieredukowalne reprezentacje rozwa-
zanej algebry. Numerowanie nieredukowalnych jest znane dzieki wcze$niejszym pracom, na
przykiad [E65, E64] wraz z referencjami wewnatrz tych prac. Dokladniej méwiac pokazano, ze
kazdy indeks ¢ jest dwojka ¢ = («, i), gdzie a« - n —k i y € « jest otrzymane przez dodanie
k komoérek do a. Naszym celem jest konstrukcja nieredukowalnej bazy operatorowej, pozwa-
lajacej na reprezentowanie operatoréw dziatajacych na czesci 7—[%\, BAs CO W rezultacie pozwoli
na efektywne obliczenia dla dowolnej ilo$ci uktadéw n, liczby czeSciowych transpozydji k oraz
dowolnego wymiaru d.

W przypadku d = 2 mamy dysponujemy relacja U = o,Ucy, gdzie 0, = (? —01> jest
macierza Pauliego. Relacja ta definiuje izomorfizm pomiedzy dwiema omawianymi algebrami
AP (2) oraz A,(2). Dla kazdego innego d > 2 nie dysponujemy juz wspomnianym izomorfi-
zmem i nowa algebra Af]‘) (d) nie jest juz algebra grupowa, jak to mialo miejsce w przypadku
Ay (d). Jest to bardzo tatwe do zauwazenia w najprostszym przypadku, gdy k = 1, tzn. kiedy
czedciowa transpozycja dziala na ostatnim n—tym ukladzie. Dokladniej, rozwazmy operator
permutacji V; € Ay(d) dla @ = (a,n), jasne jest, ze wtedy mamy V,V! = 1. Jednakze, wy-
bierajac Vi € ALY (d) = A,(d), mamy Vi (Vi)' = dVir = d?P;,, gdzie operator Py, jest
dwu-ukladowym stanem maksymalnie splatanym. Wlasno$¢ ta powoduje, ze rozwazana alge-
bra rézni sie strukturalnie od algebry A, (d), co czyni nasza dalsza analize bardziej skompli-
kowana. Okazuje sie, ze bezposrednie zastosowanie teorii reprezentacji dla algebry grupowej
grupy symetrycznej S, jest tutaj niewystarczajace i jest niezbedne rozwiniecie nowych narzedzi.
Jednakze z ogdlnej teorii wiemy, ze kazda skoriczeniewymiarowa C*—algebra jest suma pro-
sta algebr macierzowych i w konsekwengiji jest algebra pétprosta. Oczywiscie algebra A,S") (d)
wraz ze sprzezeniem hermitowskim 1 tworzy C*—algebre i jest zatem poétprosta dla kazdej
wartoéci n oraz d. Oznacza to, Zze mozemy ja rozlozy¢ na sume prosta idealéw minimalnych
(nieredukowalnych) Me:

AP(@d)=@M;  with Mg =spanc{F}: FSE) = 66, F5 ). (21)
:

Widzimy zatem, ze naszym gtéwnym celem jest identyfikacja nieredukowalnych idealéw M i
konstrukcja nieredukowalnej bazy operatorowej Fg.

Chronologicznie nasz praktyczny zestaw narzedzi dla nieredukowalnych reprezentacji al-
gebry A,(qk) (d) zostat najpierw rozwiniety dla k = 1, a dopiero p6zniej zostat uogélniony na
przypadek dowolnego k. Co wiecej, wszystkie rezultaty w tej materii zostaly uzyskane na
przestrzeni wielu lat w cyklu artykutéw [H3, H9, H2, H10], ktére nie zawsze sa catkowicie po-
Swiecone czysto matematycznym rozwazaniom — wiekszos¢ prac jest dedykowana kwantowej
teleportacji. Tutaj jednak, aby uczyni¢ niniejszy autoreferat bardziej przejrzystym zrezygnu-
jemy z chronologicznego prezentowania rezultatéow. W zamian prezentujemy dyskusje dla
dowolnego k > 1, dodajac odpowiednie komentarze w przypadku k = 1. W tym miejscu
bardzo wazne jest aby doda¢, ze czes¢ rezultatéw odnosnie przypadku k = 1 zostala wypra-
cowana przez habilitanta podczas jego studiéw doktoranckich [P3, P4]. Jednakze, podejscie
przedstawione tam jest nieco innej natury i o ograniczonej praktycznej stosowalnosci — jest to
dobrze opisane w Rozdziale 2.3 oraz Rozdziale 3 artykutu [H2].

Dla przejrzystosci dalszej prezentacji zaczniemy od krétkiego podsumowania giéwnych
wynikéw zawartych w artykutach z cyklu habilitacyjnego:
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1. W artykule [H10] podajemy efektywne narzedzia do obliczania §ladéw czesciowych wzgle-
dem dowolnej liczby uktadéw z nieredukowalnych operatoréw bazowych rozpinajacych
nieredukowalne reprezentacje grupy S, sugerowanych dualizmem Schura-Weyla. Dodat-
kowo dowodzimy nowych relacji ortogonalnosci dla grupy S, motywowanych stawnymi
relacjami ortogonalnosci Schura [E66]. W szczegdlnosci méwimy tutaj o Proposition 6,
Lemacie 9 oraz Corollary 10 ze wspomnianego artykulu. Rezultaty te, w tym stopniu
ogollnosci rozszerzaja wyniki z prac [E10, E67] dla operatoréw P, i sa catkowicie nowe
dla operatoréw bazowych E},. Z powodu prezentacji w dalszej czeéci autoreferatu przy-
toczymy tutaj rezultaty dotyczace wspomnianych sladéw czeSciowych:

1’;,/‘; 7, /‘3/ o m;[ ‘B B - mu
Tw By = g Bt T P = ﬁ;ﬂ 1B g TP (22)

gdzie uzyliSmy uproszczonej notacji na $lad czesciowy wzgledem ostatnich k ukltadéw
Try = Try—ok+1,..n—k-

2. W artykulach [H3, H10, H2] uzywamy faktu, ze algebra Aglk)(d) cze$ciowo transpono-
wanych operatoréw permutacji jest reprezentacja macierzowa Walled Brauer Albegra na
przestrzeni (C%)®". Zaleznoé¢ ta, zgodnie z praca [E65], daje nam wszystkie abstrak-
cyjne idealy rozwazanej algebry (nie minimalne), pokazuje ich wzajemne zagniezdze-
nie oraz ich zwiazek z nieredukowalnymi reprezentacjami grup permutacji S,_; oraz
Sp—ok. Rezultaty te daja nam narzedzie do konstrukcji nieredukowalnej bazy operato-
rowej macierzowych reprezentacji Walled Brauer Algebra na przestrzeni (C%)%", co jest
pierwszym w historii rezultatem tego typu. W szczeg6lnosci, identyfikujemy ideat, ktéry
jest glownym obiektem naszych badanh w kierunku zrozumienia protokotéw teleportacji
kwantowej multi oraz port-based. Ta identyfikacja jest mozliwa dzieki analizie symetrii
wykazywanych przez rozwazane protokoty teleportacji w Rozdziale 5.6.

3. Wykorzystujac zbudowana baze, w tych samych pracach, obliczamy nieredukowalne ele-
menty macierzowe podstawowych obiektow naszych studiéw — operatoréw permutacji cze-
$ciowo transponowanych wzgledem k ostatnich ukladéw, jak réwniez operatoréw per-
mutacji nalezacych do podgrupy S, _, gdzie operacja czeSciowej transpozycji nie zmienia
rozwazanych operatoréw. Ta czeé¢ jest krétko podsumowana z technicznego punktu wi-
dzenia w Rozdziale 5.5.1.

Otrzymane rezultaty sa nietrywialnym rozszerzeniem narzedzi wykorzystywanych w du-
alizmie Schura-Weyla do przypadku, gdy mamy do czynienia z symetria innego typu (symetria
czesciowa) — UP(H) @ U®k, gdzie istniejace wczesniej narzedzia nie mogly by¢ zastosowane
bezposrednio. Dostarczyliémy narzedzi do badania i lepszego zrozumienia Walled Brauer Al-
gebra na najbardziej przyjaznym poziomie z punktu widzenia praktycznych zastosowan — nie-
redukowalnych reprezentacji macierzowych. Narzedzia te pozwalaja na efektywne obliczenia
skladania oraz $lad6éw czeSciowych operatoréw z czeSciowymi symetriami, ktére wykorzystu-
jemy pdzniej w opisie protokotéw teleportacji kwantowej, ale nie tylko.

Okazuje sie, ze rozwazany komutant i ogdlna teoria Walled Brauer Algebra odgrywa istotna
role w wielu aspektach fizyki. W ukladach antyferromagnetycznych, podejscie reprezentacyjne
bazujace na algebrze WBA, pozwala na redukcje zloZzonosci obliczeniowej przy numerycznej
diagonalizacji hamiltonianéw opisujacych badany uklad [E68]. Nasze narzedzia moga przyczy-
ni¢ sie do bardziej analitycznego podejécia do problemu, potencjalnie prowadzac do dalszych
uproszczen. Elementy teorii WBA moga by¢ takze stosowane z sukcesem to wybranych zagad-
nien fizyki czastek [E69] oraz teorii grawitacji [E70, E71], gdzie ponownie podej$cie reprezenta-
cyjne prowadzi do uproszczefh w obliczeniach analitycznych. Narzedzia tutaj oméwione moga
by¢ takze stosowane w kwantowej teorii informacji — poza wspomnianymi tutaj protokotami
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teleportacji kwantowej. Macierzy reprezentacji WBA mozna uzy¢ do badania i charaktery-
zacji wlasnosci PPT wieloczastkowych stanéw kwantowych w duchu pracy Eggelinga i Wer-
nera [E72]. Nastepnie mozna analizowa¢ odwzorowania ICLM generowane przez rozwazana
algebre wraz z ich k—dodatnioscia [E73, E74, E25]. W szczegdlnosci, mozna sie ograniczy¢ do
ICQC i prébowaé budowac nowe przyklady kanatéw kwantowych, dla ktérych minimalna en-
tropia Rényi’ego na wyjéciu kanatu nie jest addytywna [E75]. Pierwszy krok w tym kierunku
zostatl zrobiony w pracy [E76], gdzie autorzy konstruuja kanaty kwantowe rozwazajac algebre
Temperley-Lieba. Majac solidne narzedzia matematyczne jesteSmy takze w stanie poda¢ pelny
algebraiczny opis uniwersalnych maszyn klonujacych M — N. Dla przypadku 1 — N zostato
to czeSciowo pokazane w pracy [P2], a nastepnie rozwiniete w [E77]. W og6lnosci, mogliby-
$my réwniez sprobowac zastosowaé nasze narzedzia do podania bardziej ciasnych ograniczent
na wierno$¢ splatania dla przyblizonych kowariantnych kodéw btedéw [E78, E79, E80], co z ko-
lei mogtoby mie¢ implikacje dla obliczeri kwantowych odpornych na btedy (ang. fault-tolerant
quantum computing) oraz pewnych aspektéw dualnosci AdS-CFT [E81]. Wreszcie, korzystajac
z opracowanych metod, mogliémy analizowa¢ operacje kwantowe wyzszego rzedu. W szcze-
golnosci motywowani pracami [E82, E83] mozemy prébowa¢ budowaé grzebienie kwantowe
produkujace transpozycje nieznanej unitarnej operacji majac do dyspozydji jej k uzy¢. Tak sze-
roki zakres wybranych zagadniefi pokazuje ogromny potencjat opracowanych przez nas narze-
dzi matematycznych do zastosowann w innych problemach wspoétczesnej fizyki i matematyki,
co dowodzi, ze nie byly one wypracowane tylko do jednego konkretnego zastosowania.

5.5.1 Algebra czesciowo transponowanych operatoréw permutacji - podsumowanie tech-
niczne

Sekcja ta zawiera skrécone podsumowanie techniczne gléwnych rezultatéw dotyczacych
teorii reprezentacji algebry cze$ciowo transponowanych operatoréw permutacji A,S") (d), ktore
sa zawarte w cyklu artykuléw [H3, H2, H10]. Zaczniemy od wprowadzenia pojecia czesciowo
nieredukowalnych reprezentacji (ang. partially irreducible representations (PRIR)) wprowadzonym
dla tatwiejszego obliczania ztozen i sladoéw czeSciowych operatoréw z symetriami czesciowymi,
bedacym macierzowa wersja na konstrukgji Gelfand-Tsetlin’a [E9] dla grupy symetrycznej. W
pierwszej kolejnosci musimy jednak opisa¢ uzywana przez nas tutaj notacje. Rozwazmy p
noraz o« - n—kdlak < n. Przez indeks r,/, oznaczamy Sciezke na kratownicy Younga
prowadzaca od diagramu u do a. Sciezka ta jest jednoznacznie wyznaczona poprzez wybér
faricucha nakrywajacych sie diagraméw Younga z u do «, r6zniacych sie miedzy soba o jedna
komoérke w kazdym kroku:

Tufa = (Wobn—1s- s Pn—ks1, &), 1 U Pn13 D Ppjy1 D Q. (23)

W szczegoblnosci oznacza to, ze indeks i, numerujacy elementy macierzowe ¢* moze by¢ przed-
stawiony jednoznacznie jako $ciezka na kratownicy Younga w postaci

iy = (ry/a,l,x), e, (24)

gdzie I, oznacza teraz indeks przebiegajacy tylko w zakresie wyznaczonym przez irrep «.
Dodatkowo poprzez zapis 4;,,, gdzie p b n oraz a = n — k, rozumiemy:

— STu/aly _
5i;4jv - 5 ml V/ﬁélalz; - 5]’”/5]"1171]/71—1 e 5,”»1—k+1vnfk+1 5“ﬁ§lal/§ (25)

Uzywajac tak wprowadzonej notacji mozemy zilustrowac¢ nasze macierzowe podejscie (PRIR)
do konstrukcji Gelfanda-Tsetlin’a. Dowolna nieredukowalna reprezentacja ¢* grupy S, moze
zawsze zosta¢ unitarnie przeksztatcona do PRIR6w wzgledem podgrupy S,_x C S; w naste-
pujacy sposéb

Vo€ St ghlo) = (gl (0)) = D g (0), (26)

wEp
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gdzie indeksy iy, j, przebiegaja od 1 do wymiaru irrepu «. Bloki pozadiagonalne sa macierzami
zerowymi i w og6lnos$ci nie musza by¢ kwadratowe. Dla dowolnego elementu ¢ € S, forma
rozktadu (26) wzgledem podgrupy S,,_ jest juz bardziej skomplikowana, poniewaz pojawiaja
sie juz niezerowe bloki pozadiagonalne:

Vo€ S, ¢hio) = ((¢h)i" 71" (@), )

gdzie znéw macierze na diagonali sa wymiaru odpowiedniego irrepu ¢* grupy S,_x. Majac
wprowadzone pojecie PRIR6w dowodzimy pierwszy techniczny rezultat zawarty w Lemacie
9 oraz Corollary 10 artykutlu [H10] dotyczacy $ladéw czeSciowych z operatoréw EZ’.;. i Ptz
réwnania (10):

rV/B 7 /‘B/ o mH ﬁ - m‘u
Tw By = g Bt T Fu = ﬁ%mwﬂmﬁpﬁf (28)

gdzie wprowadzamy uproszczona notacje na $lad czedciowy wzgledem ostatnich k ukltadéw
bazy operatorowej rozwazanej algebry AS{‘) (d). W algebrze tej, z przyczyn technicznych wyni-
kajacych z badania przez nas protokoléw teleportacji (multi) port-based opisanych w dalszych
rozdziatach, wyrézniamy szczegdlny czeéciowo transponowany operator permutacji

k) . vt . by

ARES V(n—Zk-H,n)V(n—]2k+2,n—1) e V(n—kl:,:a—kﬂ)' (29)
ktory jest ztozeniem roztacznych czedciowo transponowanych operatoréw transpozycji dziata-
jacych na przestrzeni (C?)®". Naszym gtéwnym celem byla konstrukcja nieredukowalnej bazy
operatorowej dla ideatu dwustronnego M generowanego przez element V) wprowadzony

w (29) oraz elementy algebry A,S") (d):
M= {(VeVOVE | 1,7 € S,_} ¢ AP (@) (30)

Majac wyprowadzone wzory na $lady czesciowe po dowolnej ilosci uktadéw z nieredukowal-
nych operatoréw bazowych dla grupy symetrycznej (28), mozemy zbudowa¢ nieredukowalna
baze macierzowa dla idealu M. Jest to jeden z gléwnych rezultatéw dotyczacych narzedzi
matematycznych i jest zawarty w Twierdzeniu 11 pracy [H10]:

‘r]l/ﬂtr‘l//ﬂt _ My E r;u/uv(k)Erv/a’ ) (31)

ey e e v
gdzie m,, m, oraz m, sa krotno$ciami irrepéw odpowiednio grupy S,_i i S,_ox w dualizmie
Schura-Weyla. Dodatkowo, powyzsze operatory spelniaja nastepujace prawa skladania:

Y/l Yot gty T T
w/olv/a p'ul /g /B rv/a";,’/ﬁ X /eyl /o
E0h koo lp T 0 Ojuk, Ei )" (32)

Rezultaty zawarte w (31) oraz (32) sa analogami nieredukowalnej bazy macierzowej Ef‘j danej

poprzez (10) z relacjami ortogonalnosci (8) dla algebry grupowej A, (d) na przestrzeni (C%)®".
Pierwsze podejécie do konstrukcji macierzowych nieredukowalnych operatoréw bazowych zo-
stalo zaprezentowane dla k = 1 w pracy [H2] w Twierdzeniu 38. W artykule tym poczynilismy
kluczowy krok w kierunku zrozumienia og6lnej teorii A, (d) przedstawionej przez autora na
jego wczesniejszym etapie kariery naukowej w pracach [P3, P4]. Méwiac doktadniej, pozby-
liSmy sie wielu technicznych probleméw, ktére powodowaty realne trudnosci ze stosowaniem
wprowadzonych wczeéniej narzedzi matematycznych nawet dla przypadku k = 1. W szcze-
g06lnosci, mozemy wspomnie¢ tutaj o konieczno$ci wyboru niezerowego elementu operatoréw
rozpinajacych algebre A, (d), co moze by¢ zrobione dla ustalonego n oraz d, ale nie jest moz-
liwe w ogélnym przypadku — zostalo to zilustrowane w Twierdzeniu 12 oraz Remark 13 w
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pracy [H2]. Dodatkowo, wszystkie bardzo ztozone wyrazenia opisujace algebre A}, (d) dzieki
uzyciu pojecia czedciowo nieredukowalnych reprezentacji moga zosta¢ znacznie uproszczone —
zostato to omoéwione z Rozdziale 4 pracy [H2]. Pomimo poczynionego postepu w tym temacie
nadal istniala potrzeba analizy dla wiekszych wartosci k, co jest prezentowane w pracy [H10].

Idac dalej, w tym samym Twierdzeniu 11 z pracy [H10] udowadniamy, ze element V()
generujacy ideat M, moze zosta¢ zapisany poprzez operatory z (31), co jest relacja podobna do
wzoru (11):

e Tasa Fopa " (33)

4

vk — Z Z Z v meVP "u/a Tu/a
Lo

Hv r}l/ou7v/a

Ten szczegdlny rezultat jest uogélnieniem wyniku zawartego w Twierdzeniu 38 w [H2] dla
dowolnej liczby czesciowych transpozycji k. Relacja ta, razem z wtasnosciami nieredukowal-
nej bazy operatorowej dla A, (d) pozwala nam na udowodnienie Lematu 12 z omawianego
artykutu, w ktérym obliczamy odpowiednie lewe dziatania operatoréw bazowych:
] Tu/a Toiw (k) Z Z \/WF Tuly Tl Jy STv/aTviy (34)
B Tu/p Tv/y Iy o M, kg Tusp 1y Iy

oraz

kﬁ; 1’]4/’3 rV/V ly T

r}l/lX T/ _ v r;l/arv/a
V. —k2¢jvku<r>ﬁ% " (35)
v

gdzie 4’;'/Vkv(T) sa elementami macierzowymi V; dla T € S,_, ktére moga zosta¢ obliczone
z relacji (11). Rezultaty te pozwalaja na wyprowadzenie wyrazerh na elementy macierzowe
nieredukowalnych reprezentacji interesujacych nas obiektéw (Lemat 13 [H10]):

r r /1, M

(V(k)> wlo Tl — 6k I STuralu/psrvialv/y #, (36)

k/S Tu/g Tv/y I'Y P My

oraz

V- )r}l/arv/a o 5?’;1/“1’1//0‘5, . mﬂ Z " ( ) (37)

( T i}l jv - ll‘]V T (Pklil T ’

my 4=
M

Jak widzimy elementy z réwnan (36) i (37) sa powiazane z parametrami opisujacymi irrepy
grupy symetrycznej S, oraz S, _o. SkonstruowaliSmy réwniez projektory, ktére sa analogami
projektoréw Younga z (10). Kazdy taki projektor w swoim dziataniu powoduje organicznie do

nieredukowalnych blokéw algebry AP (d) w ideale M (Definicja 15 w pracy [H10]):

VaVpen Fia):=) Y B (38)

H
Tu/a k;t

Operatory tego typu zostaly po raz pierwszy podane dla k = 1 w Twierdzeniu 1 w arty-
kule [H3] w kontekscie protokotéw teleportacji port-based. Ponadto, operatory te spetniaja
reguly ortogonalnosci podobne do tych z (9) w indeksach «,p (Lemat 15 w [H10]. Piszac
dokladniej mamy:

Fu(a)F,(B) = 6" 6"PF,(a). (39)

Zobaczymy poézniej, ze projektory te odgrywaja centralna role w opisie pomiaréw w proto-
kotach teleportacji (multi) port-based. Motywowani tym zastosowaniem dowodzimy bardziej
technicznych lematéw i faktow w duchu relacji (28). W szczegélnosci, gtéwne rezultaty sa
zawarte w Lemacie 18, Lemacie 19 oraz Lemacie 21 artykutu [H10]. Poniewaz nie opisujemy
tutaj szczegdtowo wszystkich dowodéw dotyczacych schematéw teleportacji, zdecydowaliSmy
sie wiec nie wypisywac tutaj tych wyrazerr wprost.
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5.6 Warianty protokolu teleportacji kwantowej port-based

Protokét port-based teleportation (PBT) zostat wprowadzony w roku 2008 przez Hiroshime i
Ishizake w cyklu dwdch prac [E84, E85]. Jego przetomowo$¢ polega na tym, ze odbiorca tele-
portowanego stanu nie musi stosowac juz unitarnej korekcji, tak jak to ma miejsce oryginalnym
protokole teleportacji wprowadzonym w 1993 roku w pracy [E86]. To wiasnie brak wspomnia-
nej korekgji pozwolit na catkowicie nowe zastosowania protokotu PBT, gdzie zwykly protokét
teleportacji nie moze by¢ stosowany.

Pierwszym waznym zastosowaniem PBT jest podanie nowej architektury dla uniwersalnych
programowalnych procesoréw kwantowych, przeprowadzajacych obliczenia z wykorzystaniem
teleportacji [E7, E87, E84, E85]. Schemat PBT zostal takze z powodzeniem uzyty w kwanto-
wej kryptografii (ang. port-based cryptography), gdzie postuzyl do budowy protokotéw do
natychmiastowej implementacji pomiaréw i obliczerr. To zastosowanie pozwolilo na podanie
nowych atakéw kryptograficznych, dla ktérych iloé¢ zasobu mierzona poprzez ilosé zuzytego
splatania, zostata zredukowana z podwdjnie eksponencjalnej do eksponencjalnej [E88]. Wersja
kubitowa protokotu PBT pozwolita na podanie zwiazku pomiedzy teoria ztozonosci komu-
nikacyjnej, a famaniem nieré6wnosci Bella [E89]. To catkowicie nowe zastosowanie pozwolito
wykaza¢, ze kazda dla kwantowej przewagi w ztozonosci komunikacyjnej zawsze jest mozli-
wo$¢ otrzymania takiej statystyki pomiaréw, ktéra famie jakas nieréwnos¢ Bella. Istnieje zatem
gleboka zalezno$¢ pomiedzy nielokalnoécia, a przewaga kwantowa w ztozonos$ci komunikacyj-
nej. Kubitowe PBT moze by¢ réwniez interpretowane jako uniwersalny symulator dla kanatéw
kubitowych [E90], poprawiajac symulacje kanatu ttumiacego amplitude (ang. amplitude dam-
ping channel). Rozszerzajac protokét PBT do tzw. protokotu PBT streching mozemy podaé
fundamentalne ograniczenia na mozliwoé¢ rozrézniania kanatéw kwantowych [E91]. Ostatnio,
niektére aspekty protokotu PBT odegraly role w analizie i konstrukcji uniwersalnych obwo-
déw kwantowych produkujacych odwrotno$¢ dowolnej nieznanej operacji unitarnej [E92, E82],
w teorii przechowywania i odzyskiwania unitarnych kanaléw kwantowych [E93], a takze w
kontekscie dualnosci AdS/CFT [E94]. Ta szeroka gama zastosowan i mozliwos¢ dalszego roz-
woju w wielu problemach wspétczesnej teorii informacji kwantowej motywuje nas do bardziej
szczegotowego badania protokotu PBT we wszystkich jego wariantach, zwlaszcza w przypadku
Wwyzszego wymiaru.

W kazdej z wersji protokotu PBT nadawca (Alicja) oraz odbiorca (Bob) wspétdziela N par
maksymalnie splatanych, kazda z nich zwana portem, jest to zilustrowane na Rysunku 3. Zbiér
wszystkich stanéw splatanych (portéw) jest z kolei nazywany stanem zasobu, ktéry jest postaci

¥)ap = (04 @1p)[ ¥ )ap = (04 @ 1) [ ) 4,8, @ [P ) 4,8, @ - R [P ) aypy,  (40)

gdzie A = A1Ay--- AN, B = B1By--- By oraz Oy4, wraz z warunkiem normalizacyjnym
Tr(Oj;\O A) = an, jest pewna globalna operacja zwiekszajaca wydajnosc¢ protokotu [E85, E95], [H3,
H4]. W nieoptymalnym protokole PBT mamy Oy = 14, podczas gdy dla optymalnego sche-
matu jej jawna postaé jest znana i dyskutowana w [E85] i [H4]. Alicja, aby przesta¢ do Boba
nieznany stan ¥¢ czasteczki, dokonuje globalnego pomiaru HlAC na stanie Y oraz swojej cze-
Sci stanu zasobu A, otrzymujac klasyczny wynik 1 < i < N. Nastepnie za posrednictwem
klasycznego kanalu Alicja komunikuje indeks i Bobowi, wskazujac port na ktérym dokonata
sie teleportacja i zadna dalsza korekcja przestanego stanu nie jest juz wymagana.
Rozrézniamy dwa warianty PBT:

1. Deterministyczny PBT (dPBT): Nieznany stan kwantowy Y jest zawsze przesylany do
odbiorcy, ale transmisja nie jest doskonata. Kanat teleportacyjny N moze by¢ zapisany
jako:

N (Yc) = i}TrAc [H?C ((OA 915) 045 (Oj4 ® 15) ® lpc)} , 41)
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Rysunek 3: Lewy rysunek przedstawia konfiguracje protokotu teleportacji kwantowej wprowadzonej
w [E86]. W tym protokole odbiorca aby odzyskac teleportowany stan musi zastosowac operacje unitarnej
korekdji, ktéra zalezy od klasycznej informacji przestanej przez nadawce. Prawy rysunek przedstawia
konfiguracje protokotu PBT [E84, E85]. W tym przypadku, przeciwnie do standardowej teleportaci,
nadawca i odbiorca wspétdziela N maksymalnie splatanych par (portéw). Odbiorca, aby odzyska¢
teleportowany stan musi jedynie wybra¢ jeden z portéw wskazanych przez klasyczna informacje od
nadawcy. Zadna dalsza procedura korekdji nie jest juz potrzebna. Jednakze z powodu twierdzenia
o zakazie programowania [E96], przesyl nie jest idealny i wiernos¢ teleportacji jest mniejsza niz 1.
Doskonaly przesyt jest mozliwy jedynie w asymptotycznym scenariuszu, gdy N — co.

gdzie przez Trac oznaczamy $lad czesciowy po uktadach AC z wytaczeniem uktadu B.
Stany 0, 5 sa nazywane stanami sygnatowymi i maja nastepujaca postac:

1

Uaf = 0= oxg

1 ®PXB' (42)

gdzie P+ ]est projektorem na stan maksymalnie splatany pomiedzy ukladem A; orazB.

Aby poznac efektywno$¢ kanatu teleportacji mozemy zapytac jak dobrze przesyta on nie-
klasyczne korelacje. Oznacza to, ze interesuje nas obliczenie wiernosci splatania F(N)
pomiedzy stanem na wyijsciu kanatu teleportujacego N, gdy dokonujemy przesytu po-
duktadu C ze stanu maksymalnie splatanego PZ,, a stanem po idealnym przesyle PgD:

1Y 5
FN) = Tr [P2 (Ne @10) (PE) | = 5 ;Tr (0h@15) AP (Oa@15) 0y 5] (43)

W szczeg6lnosei, w artykule [E85] pokazano, ze kanat teleportacji NV jest kanatem depola-
ryzujacym i jako rezultat jego dziatania otrzymujemy stan izotropowy z parametrem mie-
szania p = p(N,d) zwiazanym z wiernoscia splatania F(/N') w nastepujacy sposob [E91]:

FN)=1-p+ 4. (44)

Zgodnie z ostatnimi wynikami zawartymi w artykule [E97], wiemy ze pomiary postaci
square-root measurements (SRM) sa optymalne w kazdej wersji protokotu PBT (w nie- i
optymalnym PBT). Przy czym pomiary optymalne (POVM) w wersji nieoptymalnej pro-
tokotu PBT maja postac:

1 N
VI<i<N IIf“=-"—04c—, where p=Y ouc. (45)
BNV f ;

Operator p~! jest okreslony na noéniku operatora p, zatem aby zapewni¢ sumowanie
sie wszystkich POVM6w do identycznosci 14¢ na calej przestrzeni (C4)*N*1 musimy

22



do kazdego z HZAC doda¢ dodatkowy wyraz A = % (1 AC — Zfil HZAC). Okazuje sie, ze
ten zabieg nie zmienia wiernosci splatania F(A\') kanatu N, poniewaz dodatkowy wyraz

A jest ortogonalny do przestrzeni, na kérej okreSlone sa operatory opisujace PBT [E85,
E84], [H3].

2. Probabilistyczny PBT (pPBT): W tym wariancie teleportacji nieznany stan jest transmito-
wany do Boba z wiernoécia F = 1, jednak nadawca i odbiorca musza zaakceptowaé
niezerowe prawdopodobienstwo, ze protokét zakoriczy sie niepowodzeniem (brakiem te-
leportacji). W tym protokole Alicja ma dostep do N + 1 POVMéw {IT4C, TI4C, ... TI4CH,
przy czym za niepowodzenie teleportacji odpowiada pomiar IT5C. Efektywnos¢ proto-
kotu jest opisana poprzez $rednie prawdopodobieristwo sukcesu teleportacji psucc, ktore
jest rowne [E85], [H3]:

1 N
i=1

Wymég idealnego przesylu stanu teleportowanego naktada dodatkowe warunki na po-
miary dostepne dla Alicji, a dokladniej méwiac moga one by¢ tylko nastepujacej po-
staci [E85], [H3]:

VI<i<N  I['C =P 00y, (47)

gdzie forma dodatnich operatoréow @4 musi zosta¢ znaleziona i zostanie to przedyskuto-
1

wane pézniej. W tym przypadku A; oznacza, ze operator dziata na wszystkich uktadach
Aq -+ AN, opréez ukiadu A;. Optymalna forma operatoréw ©z w obu wersjach proto-
kotu probabilistycznego (nieoptymalnej i optymalnej) zostata podana dla kubitéw w [E85]
i dla wiekszych wymiaréw przestrzeni w [H3].

Zwréémy tutaj uwage na pewna konwengje notacyjna. Zaréwno w przypadku deterministycz-
nych oraz probabilistycznym operacje optymalizujaca oznaczamy jako O4. Nalezy przy tym
pamietad, ze jest ona rézna dla ré6znych wersji protokotu, to samo dotyczy pomiaréw wykorzy-
stywanych przez Alicje. To o jakiej operacji O4, czy pomiarach méwimy, zawsze bedzie jasno
wynikato z kontekstu.

W kazdym z przypadkéw idealna transmisja z jednostkowa wiernoscia lub z jednostkowym
prawdopodobienistwem jest mozliwa tylko w przypadku asymptotycznym, gdy N — co. Wia-
snos¢ ta jest konsekwencja twierdzenia no-go dla uniwersalnych procesoréw o skoriczonych
rozmiarach (ang. no-programming theorem) [E96]. To ograniczenie na PBT rodzi fundamentalne
pytanie, zwlaszcza w $wietle wymienionych na poczatku zastosowar, jak dobrze strony moga
przesyla¢ stany kwantowe poprzez protokoly PBT o skoniczonej liczbie N portéw oraz jego
dowolnym wymiarze d.

Jasne jest, ze bezposrednie zastosowanie obliczert numerycznych nie daje dobrych rezul-
tatow, poniewaz wymiary macierzy wszystkich obiektéw opisujacych PBT rosa jak d¥*!, co
powoduje realne komplikacje obliczeniowe. Do tej pory analiza wydajnosci protokotéw PBT
znana byla tylko w przypadku kubitowym, gdy d = 2 [E84, E85]. Wiazaca analize uzyskano
uzywajac formalizmu teorii momentu pedu SU(2)®N, w tym teorii wsp6tczynnikéw Clebscha-
Gordana wraz z metodami programowania wypukltego. Narzedzia te dzialaja jednak efektyw-
nie tylko w przypadku kubitowym i nie daja sie zastosowa¢ do analizy w wyzszych wymiarach.
W przypadku d > 2 znane byly jedynie czastkowe rezultaty pokazujace dolne/goérne ograni-
czenia na wiernoé¢ F, na prawdopodobiefistwo sukcesu ps,ec W funkcji wymiaru oraz liczby
portéw [E88, E85, E98] dla protokotéw nieoptymalnych. Dla przypadku deterministycznego,
ograniczenia polegaly na analizie spektralnej operatora p [E85], oraz zwiazku z protokotem
rozrézniania stanéw kwantowych [E88]. W przypadku probabilistycznym z kolei, ogranicze-
nie bazowato na zakazie kwantowego klonowania i zasadzie niesygnalizowania [E98]. Jednak
we wszystkich przypadkach nie wiadomo bylo do korica jak bliskie sa one rzeczywistych war-
tosci dla skoriczonej liczby portéw N i w dowolnego wymiaru d. Pierwsze bezposrednie ana-
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lityczne podejécie do opisu wydajnosci PBT w wyzszych wymiarach zostalo zaproponowane
w [E99] dzieki wykorzystaniu graficznych metod dla algebry Temperley-Lieb. Autorzy podali
wyrazenia na wiernos$¢ splatania oraz prawdopodobieristwo sukcesu dla dowolnego wymiaru
doraz N € {2,3,4}. Metody graficzne réwniez nie sa zadowalajace ze wzgledu na bardzo duza
liczbe przypadkoéw niezbednych do rozwazenia, ktéra ros$nie eksponencjalnie z liczba portow.
Dlatego istniata koniecznoé¢ wypracowania nowych, bardziej efektywnych metod do analizy
protokotéw PBT. W tym celu zdecydowali$my sie zidentyfikowa¢, a nastepnie wykorzystac ist-
niejace w problemie symetrie, co pozwala na zastosowanie elementéw teorii reprezentacji grup
i algebr skoficzonych. Ponizej podam i oméwie najwazniejsze uzyskane wyniki dotyczace ba-
dania efektywnosci PBT w wyzszych wymiarach.

5.6.1 Protokél teleportacji kwantowej port-based dla dowolnego wymiaru przestrzeni

Jak to opisaliSmy w poprzednim rozdziale, wielkim otwartym problemem bylo znalezienie
opisu PBT w wyzszych wymiarach oraz ich optymalnej wersji w najbardziej ogélnej konfi-
guracji — z optymalnym pomiarem, ktéry dziata dla dowolnego wymiaru i liczby portéw, a
takze ustalenie ich wydajno$ci wraz z dostarczeniem mozliwie fatwych do analizy wyrazen na
wiernos¢ splatania i prawdopodobieristwo sukcesu. W pracach [H3, H4, H2], wraz z wspotau-
torami, podatem pelna charakteryzacje wydajnosci wszystkich istniejacych wariantéw PBT dla
dowolnego wymiaru d oraz dowolnej liczby portéow N. Mozliwosé¢ pelnego opisu wszystkich
protokotéw PBT wynikata z dwdéch kluczowych innowagji opisanych w rozdziale 5.5:

1) Nowatorskie potaczenie protokotéw PBT z algebra czeSciowo transponowanych operatoréw
permutacji A/, (n).

2) Nowe i efektywne narzedzia (analityczne i numeryczne) do obliczania ztozen operatoréw z
symetriami czeSciowymi wraz z ich §ladami cze$ciowymi i cze$ciowymi transpozycjami.

W pierwszej kolejnosci zidentyfikowaliSmy symetrie wystepujace w protokotach PBT oraz po-
kazaliSmy ich zwiazek z nieredukowalnymi reprezentacjami algebry czeéciowo transponowa-
nych operatoréw permutacji A/ (1). Przypomnijmy, ze kazdy stan maksymalnie splatany jest
U ® U niezmienniczy [E100], gdzie kreska oznacza sprzezenie zespolone elementu U z grupy

unitarnej U (d). Implikuje to nastepujace symetrie dla wszystkich stanéw sygnatowych ¢/B
z (42):

USN @ U, 0B8] =0, VU e U(d), (48)

gdzie U dziala na B, a U®N dziata na uktadach A = A; --- Ay. Konstrukcja UiAg pozwala na
zidentyfikowanie dodatkowej symetrii — kowariancji wzgledem elementéw grupy symetrycznej
Sn, dziafajacych na pierwszych N uktadach:

Vao/BVE = 2B Ve sy (49)

7T

W szczegblnosci, wybierajac dowolny stan sygnalowy z catego zbioru, na przyklad o8 to

kazdy inny moze by¢ z niego wygenerowany poprzez zadziatanie elementem z warstwy Sy /Sn—1,
gdzie elementy te w reprezentacji V sa postaci V(; y_1), dlai=1,..., N — 1. Takie same relacje
kowariancji jak w (49) zachodza réwniez dla pomiaréw {ITAC}N we wszystkich wariantach
PBT:

V,ITACVE = Hﬁg), Y 7 € Sy. (50)
Przypomnijmy teraz, ze operator p (45) jest suma wszystkich mozliwych stanéw o{iE:

1 N

1 N tc _ /
L= N 1; V(Ai,C) = 4N Vi,n)'

(51)
i=1
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Przy czym w drugim wyrazeniu przenumerowali$émy ukfady zgodnie z reguta A; — 1, Ay —
2,...,An — N,C — n = N + 1. Dla notacyjnej przejrzystosci przez ' oznaczamy czesciowa
transpozycje wzgledem n—tego ukladu. Relacja (51) implikuje to, ze operator p réwniez po-
siada symetrie opisane réwnaniem (48) oraz dodatkowo jest on niezmienniczy wzgledem dzia-
fania grupy symetrycznej Siy. W dalszej czesci tego podrozdziatu bedziemy w duzym stopniu
korzystac¢ z tej wlasciwosci. Widzimy zatem, ze gtéwne elementy niezbedne do efektywnego
opisu PBT moga by¢ zapisane przy pomocy cze$ciowo transponowanych operatoréw permuta-
qji z algebry A, (n).

Wykorzystujac opisane wyzej symetrie wraz z narzedziami matematycznymi opisanymi w
Rozdziale 5.5.1, dowodzimy Twierdzenia 1 oraz Proposition 2 w artykule [H3], moéwiace ze
operator p z réwnania (51) posiada nastepujacy rozkiad spektralny:

p= 2 Y Mu(@)Fulw), (52)

aFn—-2 pen

gdzie F,(«) sa projektorami na nieredukowalne komponenty algebry A; (d) z réwnania (38)
dla k = 1, ktérym odpowiadaja nastepujace wartosci wiasne

N myd,x
Ap(a) = dwmady'

(53)

Wynik ten pozwala na rozwiazanie pierwszej technicznej przeszkody, mianowicie pozwala na
obliczenie p~! oraz 1/ /P z réwniania (45). Dzieki temu z kolei mozemy obliczy¢ wiernos¢
splatania kanatu teleportujacego F(N') z (43), gdy O4 = 14 (nieoptymalne deterministyczne
PBT), w terminach czysto teoriogrupowych parametréw opisujacych irrepy Sy w dualizmie
Shura-Weyla (Twierdzenie 12 w [H3]):

2
1
F=m L (Z,/d”my> : (54)

Wielkosci z ostatniego wyrazenia sa juz efektywnie obliczalne. W tym celu stworzyliémy de-
dykowane oprogramowanie napisane w jezyku Python z wykorzystaniem pakietu Sage [E101].
Wyniki numerycznych obliczerr przedstawione sa na rysunku 4. Widzimy z niego, ze wiernosc¢
splatania maleje wraz ze wzrostem wymiaru portu d, ale zmierza do 1 dla ustalonego d i ro-
snacej iloéci portéw N. Dodatkowo w artykule [H2] dowodzimy, Ze faktycznie wyrazenie (54)
osiaga 1 dla N — co (Twierdzenie 52) dla dowolnego wymiaru 4.

W artykule [H4] dostarczamy analizy wydajnosci optymalnego deterministycznego PBT,
tzn. gdy Alicja optymalizuje pomiary oraz stan zasobu przy pomocy operacji O4 z (40). W
tym przypadku sytuacja jest bardziej skomplikowana w poréwnaniu do nieoptymalnego de-
terministycznego PBT, poniewaz musimy takze poda¢ wyrazenia na optymalne pomiary oraz
operacje optymalizujaca O,4, zapewniajaca maksymalizacje wiernosci splatania F. Moze to zo-
sta¢ zrealizowane poprzez sformulowanie, a nastepnie rozwiazanie odpowiedniego problemu
prymalnego i dualnego SDP (Rozdziat 5.1 z Twierdzeniem 30 oraz Rozdzial 5.2 z Twierdzeniem
31 w [H4]). W tym przypadku wykorzystujac wewnetrzne symetrie wystepujace w proble-
mie mozemy rozwiaza¢ odpowiednie problemy optymalizacyjne SDP analitycznie. Co wiecej,
rozwiazanie problemu prymalnego i dualnego pokrywaja sie, dajac nam wyrazenie na opty-
malna wiernos¢ splatania F,y; oraz optymalne postaci rozwazanych operatoréw (Proposition 32
w [H4]), jest to tzw. wlasnos¢ strong duality. Optymalna wiernos¢ splatania F,; jest opisana za
pomoca statycznego obiektu — minoréw gléwnych tzw. macierzy teleportacji M% wprowadzonej
w Rozdziale 4 pracy [H4]):

1
Fopr = 5 || Moo (55)

Na rysunku 4 przedstawione sa wartosci numeryczne optymalnej wiernosci platania F,,; z (55)
w poréwnaniu z wiernoécia splatania F dana wzorem (54) dla protokotu nieoptymalnego —
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widzimy wieksza wydajnosé protokotu optymalnego. Jak zatem widzimy, aby obliczy¢ wier-
nos¢ F,,; musimy poznaé maksymalna warto$é wlasna Amax (M%) minoréw gtéwnych macierzy
teleportacji M¢%, musimy zatem pozna¢ jej strukture wewnetrzna. Okazuje sie, ze wiersze i
kolumny macierzy teleportacji sa numerowane diagramami Younga o N komorkach, uszere-
gowanych w malejacym porzadku leksykograficznym. Nastepnie kazdy element macierzowy
koduje wzajemna relacje pomiedzy diagramami Younga o N oraz N — 1 komérkach. Dokfad-
niej, kazdy element macierzy M4 jest nastepujacej postaci (Definicja 4 w [H4]):

Mg := (00 + D), (56)

gdzie n,, jest liczba diagraméw Younga « = N — 1, dla ktérych a € p, oraz

1jezeli u/v =014,
Ay _{ jezeli 57)

0 w przeciwnym razie.

Symbol /v = U oznacza diagramy Younga y, v, ktére moga zosta¢ otrzymane jeden z dru-

0.8 1] L
¥
: ¥
3
< v : 1
06 L . 0
F o+ : :
0.4 : ‘
b : = d2ENT
s ° < d20PT
' + d3ENT
02} 2 v d30PT
. + dSENT
d5 OPT
1
0
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
N

Rysunek 4: Wykres przedstawia poréwnanie nieoptymalnego oraz optymalnego deterministycznego
protokotu PBT. Symbolem dX ENT oznaczamy wierno$¢ protokotu deterministycznego, gdy stan zasobu
sklada sie z par maksymalnie splatanych, a pomiary sa w postaci square-root measuremnts; X odpowiada
wymiarowi portu. Symbol dX OPT odpowiada najlepsza mozliwa warto$¢ wiernoéci osiagnieta poprzez
optymalizacje stanu zasobu oraz pomiaréw réwnoczesnie, tzn. gdy rozwazamy optymalny wariant
protokotu teleportacji.

giego poprzez przemieszczenie jednej komorki. Na rysunku 5 przedstawiamy jawna postac
macierzy teleportacji dla r6znych wartosci wymiaru portu d oraz ilosci portéw N. Okazuje sie,
ze jawna analityczna posta¢ Amax(M%) jest znana tylko w dwéch przypadkach, gdy d > N (Co-
rollary 8 w [H4]) oraz d = 2 w Rozdziale 5.3 w [H4]). W pierwszym przypadku maksymalna
warto$¢ wlasna jest rowna N dajac w rezultacie wiernos¢ splatania F,;r = N/ az. W drugim
przypadku, macierz teleportacji jest macierza tréjdiagonalna, dla ktérej zagadnienie wiasne
zostato rozwiazane w artykule Losonczi’ego [E102]. Wykorzystujac te rezultaty odtwarzamy
wynik na optymalna wiernoé¢ w przypadku kubitowym [E85], ktéry jest nastepujacy:

Fopt = cos’( (58)

N+2)'

26



mamaaﬂgmgaaﬂa

1 1

1 2 1 1

1 2 1 1

e e e o e

|
|
1
T
|
1
1
1
|
I
T
1
I
1
1
1
|
]
1
1

i O

Rysunek 5: Grafika przedstawia macierze teleportacji dla optymalnego deterministycznego PBT przy
ustalonej liczbie portéw N = 5 i réznych wymiaréw portéw d = 2,3,4 oraz d > 5. Na rysunku
zaznaczyliSmy kolejne minory gléwne, ktére sa zdefiniowane przez diagramy Younga o wysokosci nie
wiekszej niz d. Cata macierz odpowiada przypadkowi, gdy wymiar portu jest nie mniejszy niz 5.
Zielona przerywana linia odpowiada przypadkowi d = 4. Nastepnie, mamy odpowiednio d = 3 (z6lty)
oraz d = 2 (czarny). Puste komérki wypelniamy zerami.

W pozostatych przypadkach musimy uzywa¢é efektywnych metod numerycznych opisanych
w Rozdziale 5.4 w pracy [H4]. Ostatecznie, jak juz wspomnieliémy, rozwiazanie problemdéw
optymalizacyjnych, pozwala nie tylko na wyliczenie optymalnej wiernosci splatania ale takze
na podanie wyrazen na optymalne pomiary Aligji, ktére sa elementami algebry A;,(d):

VI<i<N IL=Holl, gdzie 1= "= \/HT L F (59)
uc HEX

gdzie F,(«) sa projektorami z wyrazenia 38 dla k = 1. Optymalna operacja O4 z (40) nalezy
do algebry grupowej A,(d):

O4 = VdN Z Py. (60)

V V my
W dwoch powyzszych wyrazeniach liczby v, sa elementami wektora wlasnego macierzy te-
leportacji odpowiadajacego jej maksymalnej wartoséci wiasnej. Na liczby te mozna poda¢ od-
powiednie wyrazenia analityczne dla d > N oraz d = 2, w innych przypadkach musimy
positkowa¢ sie metodami numerycznymi.

W przypadku obu protokoléw probabilistycznych kluczowa role takze odgrywaja narzedzia
wywodzace sie z teorii reprezentacji grupy symetrycznej Sy, algebry cze$ciowo transponowa-
nych operatoréw permutagji A, (d) oraz metod SDP (ang. semidefinite programming). Jednak w
przeciwienistwie do deterministycznego protokotu PBT, tutaj w obu przypadkach optymalna
forma pomiaréw musi by¢ znaleziona — pomiary nie sa w postaci square-root measurements
(SRM), tak jak w (45), oraz dodatkowo musza one spelnia¢ zalezno$¢ (47) aby zapewnic jed-
nostkowa wiernoé¢ w procesie teleportacji. Formutujac i rozwiazujac analitycznie odpowiednie
problemy pierwotne i dualne pokazaliSmy, ze ich rozwiazania sa takie same dajac nam opty-
malne wartoéci Sredniego prawdopodobiefistwa sukcesu oraz optymalne postaci pomiaréw.

W nieoptymalnym przypadku, gdy obserwatorzy wspéldziela N kopii stanu maksymalnie
splatanego, optymalna wartos¢ Sredniego prawdopodobieristwa sukcesu dana jest wyrazeniem
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(Twierdzenie 3 w [H3]):

Psuce = N Zm rprtlelor} my (61)

gdzie minimalizacja jest przeprowadzana po wszystkich p = N, ktére moga by¢ otrzymane z
danego &« = N — 1 poprzez dodanie jednej komoérki. Warto$ci numeryczne $redniego praw-
dopodobienistwa sukcesu ps,cc z wyrazenia (61) sa przedstawione na rysunku 6. Optymalna
forma operatoréw {©:}Y |, a co za tym idzie optymalnych pomiaréw {IL;}N; z (47), jest naste-
pujaca (Proposition 7 w [H3]):

d

w1 Y (@)

P, (62)

gdzie wielko$¢ 7+ (a) jest maksymalna wartoécia wiasna operatora dNp przy ustalonym a a
P, jest projektorem Younga z (9) dzialajacym na wszystkich ukladach z wyjatkiem i—tego oraz
n—tego. Pomiar IT{'C odpowiadajacy porazce w protokole moze zosta¢ otrzymany z warunku
normalizacyjnego YV, IT4C = 1,c.

P
0.8 —d=2
— d=5 OPT
—d=3
0.6
—d=7 OPT
—d=5
0.4
—d=7
0.2
T S S NS S—i" Y
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Rysunek 6: Linie kropkowane przedstawiaja prawdopodobieristwo sukcesu, gdzie Alicja optymalizuje
jedynie po pomiarach, a stan zasobu dany jest jako N par maksymalnie splatanych. Linie ciagte pre-
zentuja prawdopodobieristwo sukcesu dla protokotu optymalnego, gdzie Alicja optymalizuje po stanie
zasobu i pomiarach. Widzimy, ze protokét optymalny daje wyraznie wyzsze prawdopodobieristwo
sukcesu dla ustalonego wymiaru d.

W przypadku protokotu optymalnego, gdzie Alicja optymalizuje jednoczesénie stan zasobu
oraz pomiary, ogdlna strategia postepowania jest podobna — jednakze bardziej wymagajaca z
technicznego punktu widzenia. Aby to sobie unaoczni¢ zachecam do poréwnania odpowied-
nich programéw SDP danymi réwnaniami (24), (25) w [H3]) oraz réwnaniami (19), (20) w
tym samym artykule. Pomimo to, nadal mozemy rozwiaza¢ problemy optymalizacyjne ana-
litycznie, nadal maja wlasnosc¢ strong duality (rozwiazania problemu pierwotnego i dualnego
porywaja si¢), przez co nasze rozwiazania na Srednie prawdopodobiefistwo sukcesu psy.. oraz
odpowiednie pomiary {I1;}Y, sa optymalne (Twierdzenie 8 w [H3]):

4z -1 AN+1

m
psucczl_i HAC P+® -

, —_ —£P,. (63)
N+d2 -1 : NYnmd Aty da *

Numeryczne wartoéci dla Sredniego prawdopodobieristwa sukcesu psuc W tym przypadku
sa przedstawione na rysunku 6 — widzimy wyrazna przewage schematu optymalnego nad
nieoptymalnym. Tym razem wyrazenie na optymalne Srednie prawdopodobieristwo sukcesu
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Psuce zalezy tylko od parametréw globalnych opisujacych protokét, takich jak liczba portéow
N czy ich wymiar d. Z powyzszego wyrazania bezposrednio odczytujemy asymptotyczne
zachowanie sie rozwazanego protokotu. Na przyklad dla d = 2 widzimy, ze psyec = 1 —

O(1/N), co reprodukuje rezultat z [E85], natomiast dla d > 2 otrzymujemy catkowicie nowe
wyniki i analize. Wazne jest, aby podkresli¢ tutaj, ze tak zwarte wyrazenie na psycc z (63) byto
mozliwe do uzyskania dzieki udowodnieniu czysto teoriogrupowych technicznych lematéw
znajdujacych sie w dodatku E artykutu [H3].

5.6.2 Struktura pomiaréw i stanéw sygnalowych w protokole teleportacji kwantowej port-
based

Jak wspomnieliSmy wczesniej, stany sygnatowe oraz pomiary naleza do algebry A/, (d). Ozna-
cza to, ze mozemy stosowac rozwiniety przez nas zestaw narzedzi matematycznych do ich
szczegolowego opisu. Na osobna uwage zastuguja rezultaty zawarte w artykutach [H2] and [H9],
ktére pozwolity na analize protokotu recyklingu dla PBT oméwionego w nastepnej sekgji.
Omowimy tutaj rezultaty $ciSle zwiazane z tytutem rozdzialu, rozwazania czysto teoretyczno-
reprezentacyjne zostaly podsumowane w Rozdziale 5.5.1.

Zacznijmy od podsumowania rezultatéw zawartych w pracy [H2]. GIéwnym osiagnieciem
bylo podanie analitycznych wyrazeri na wektory wlasne operatoréw V(’ o)’ gdziel <a<n-1
— zostato to pokazane wW Proposition 54. Operatory te to nieunormowane stany sygna{owe 0, 2
réwnania (42). Uzywajac tych wynikéw byliSmy z kolei wstanie pokaza¢, ze wierno$¢ splatania
F z réwnania (54) zmierza do 1, gdy N — oo dla kazdego d > 2. Rezultat ten jest zawarty w
twierdzeniu 52, w ktérym takze jako wynik dodatkowy otrzymaliémy ograniczenie dolne na
F, ktére zalezy jedynie od parametréw globalnych, ktérymi sa liczba portéw N oraz wymiar

portu d:
N

F2d2+N—1’ (64)
OdzyskaliSmy w ten sposéb wynik z pracy Koning’a oraz Beigi [E88], ale uzyskaliSmy go
poprzez zastosowanie catkowicie innych, czysto teoriogrupowych narzedzi, bez zadnego od-
wolywania sie do problemu dyskryminacji stanéw kwantowych.

W artykule [H9] zajeliSmy sie dalsza analiza pomiaréw {I1;}Y | z réwnania (45). W pierw-
szej kolejnosci, w Proposition 4, przy uzyciu Lematu 35 z pracy [H2], wyliczyliémy niereduko-
walne elementy macierzowe operatoréw V(’ o)’ Rezultat ten pozwolil nam na wyprowadzenie
regul skladania dla dwéch dowolnych pomiaréw, co zostalo sformutowane w Proposition 5
i pozwolilo na bardzo ciekawe wnioski. Mianowicie, jezeli tylko lokalny wymiar przestrzeni
jest odpowiednio duzy, tzn. gdy h(a) < d, gdzie @ numeruje irrepy grupy symetrycznej Sy—_1,
to rozwazane POVMy sa pomiarami projektywnymi — spelniaja nastepujaca regute sktadania
ILIL; = 6;11;. We wszystkich innych przypadkach rozwazane POVMy sa sa pseudoprojekto-
rami na kazdym z irrepéw algebry Aj,(d) z r6zna stata. Posiadajac te rezultaty mogliSmy roz-
wiazac¢ jeden z naszych gtéwnych probleméw, ktérym byto wyliczenie nieredukowalnych ele-
mentéw macierzowych pierwiastka kwadratowego dowolnego POVMa (Proposition 6), wraz
z jego Sladem z operatorem V’ (Tw1erdzen1e 8). Rezultaty te sa bardzo techniczne, dlatego
tez nie bedziemy ich bezposredruo przywolywaé¢ w tym podsumowaniu. Czytelnika odsytamy
do rozdziatu IV w pracy [H9] w celu zapoznania sie ze szczegétami technicznymi. Tutaj, ze
wzgledu na koherentno$é prezentacji przywolamy jedynie ostateczny rezultat dotyczacy obli-
czenia wyzej wspomnianego $ladu (Twierdzenie 8 w [H9]):

T (VILV,) = ¥ n—1 (Z F)

azh(w)<d vew

) 2
* Ed\/n—ld—dg\/( -1) (1,;9 )
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gdzie n = N 4+ 1. Widzimy, ze ostateczny wynik zalezy jedynie od parametréw teoriogru-
powych, takich jak krotno$ci oraz wymiary irrepéw grupy symetrycznej Sy oraz Sy—_1 w du-
alizmie Schura-Weyla oraz nie zalezy od wyboru indeksu 1 < a < N. Symbolem dy ozna-
czamy wymiary irrepéw grupy Sy, ktére nie pojawiaja sie w rozkladzie, gdy wymiar portu
jest zbyt maly. Piszac bardziej formalnie, nieredukowalne reprezentacje 6 naleza do nastepuja-
cego zbioru:

O:={0FN|bcat N—-1withh(a) =dand h(0) =d+1}. (66)

Gdy rozwazymy nieredukowalne reprezentacje grupy Sy_1, dla ktérych h(a) < d to zbior
O jest pusty. Dodatkowo podaliSmy zwarte wyrazenia na wszystkie opisane tutaj wielko$ci w
przypadku kubitowym, ktére zaleza jedynie od ilo$ci portéw N (Lemat 9). Bylo to mozliwe, po-
niewaz w tym przypadku wszystkie diagramy Younga numerujace odpowiednie irrepy moga
mie¢ co najwyzej dwa wiersze.

5.6.3 Recykling stanu zasobu w deterministycznym protokole teleportacji kwantowej port-
based

Z rozdzialu 5.6.1 wiemy, ze niezaleznie od wybranej wersji protokotu PBT, nadawca i
odbiorca, aby uzyska¢ zadowalajaca efektywno$¢ protokotu, mierzona wiernoscia splatania
(dPBT) czy prawdopodobiefistwem sukcesu (pPBT), musza uzy¢ znacznej iloéci portéw N. To
z kolei rodzi pytanie jak bardzo protokoly typu PBT, w kazdym mozliwym wariancie, sa kosz-
towne w terminach ilosci maksymalnie splatanych par, ktére musza zosta¢ przygotowane przed
wykonaniem protokotu. Jezeli stan zasobu po jednej turze teleportacji jest bardzo mocno zabu-
rzony, to moze okaza¢ sie, ze nie jest juz przydatnym zasobem dla PBT. To z kolei prowadzi do
whniosku, ze nawet po jednej turze teleportacji nalezy przygotowac i rozpropagowac nowy stan
zasobu — jest to oczywiscie powazne praktyczne ograniczenie. Okazuje sig, ze sytuacja nie jest
az tak niekorzystna — w artykule [E103] autorzy pokazuja, ze istnieje wariant protokotu PBT na-
zywany protokotem recyklingu dla PBT, w ktérym strony moga ponownie uzy¢ stanu zasobu
pozostalym po wczesniejszej turze teleportacji, caty czas uzyskujac asymptotycznie idealna te-
leportacje. Protokét recyklingu w kazdym wariancie PBT moze by¢ podsumowany nastepujaco:

1. Alicja przeprowadza pomiar {HZAC}ZZ\L 1, otrzymujac wynik 1 <i < N.
2. Alicja wysyla kanatem klasycznym wynik i do Boba.
3. Strony stosuja permutacje (SWAP) pomiedzy i—tym, a pierwszym portem.

4. Strony nie uzywaja pierwszego portu w nastepnej turze protokotu teleportacji — uzywaja
tylko pozostalych N — 1 portéw.

Q1

. Strony powtarzaja kroki 1-4 uzywajac pozostatych portéw, az dokonaja teleportacji k sta-
noéow.

Jak to zostalo wyjasnione w pracy [E103], protokét recyklingu Py (N, 2, k) jest rzeczywiscie
wydajny jesli wierno$¢ F(Prec(N,2,1)) pomiedzy stanami zasobu w przypadku sytuacji wy-
idealizowanej, gdy stan zostaje teleportowany, a pozostale porty nie doznaty uszczerbku, oraz
pomiedzy prawdziwym stanem zasobu po teleportacji, jest odpowiednio duza. W przypadku
kubitowym dla dPBT autorzy pracy [E103] udowodnili nastepujace ograniczenie dolne:

11 1
F(Pre(N,2,1)) >1— o~ O <Nz> i (67)

Nastepnie majac juz ograniczenie dolne na F(Pr.(N,2,1)) po jednej turze teleportacji, byliSmy
w stanie wyprowadzi¢ analogiczne ograniczenie po k rundach protokotu (Lemma 2 w [E103]):

11k
F(Pree(N,2,0)) 21— 7. (68)
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Rysunek 7: Schematyczne przedstawienie protokotu recyklingu dla teleportacji dwdch nieznanych
stanéw kwantowych ¢, Pc. Po lewej widzimy zwykly protokét PBT, gdzie transmisja odbyla sie z
wykorzystaniem i—tego portu. Po przesyle, strony pozostaja z N — 1 portami, poniewaz port lpziBi
zostat zuzyty do teleportacji stanu ¢ — rysunek prawy. Po pomiarze w pierwszej turze, kazdy z portéw
nie jest juz w postaci stanu maksymalnie splatanego i pomiedzy portami wystepuja juz pewne korelacje
(jasnoniebieska elipsa). W drugiej rundzie strony chca przesytaé stan §c, do czego musza wykorzystaé
zaburzony stan zasobu.

Widzimy, ze btad w kazdej turze teleportacji jest co najwyzej addytywny w ilosci rund k.
Wyniki te méwia, ze po kazdej turze teleportacji Alicja moze uzywac¢ optymalnych pomiaréw
square-root otrzymujac wysoka wydajnos¢ przy ponownym uzyciu pozostatych portéw.

W artykule [H9] skupiliSmy sie na rozszerzeniu rezultatéw dotyczacych protokotu recy-
klingu dla deterministycznego PBT (dPBT) poza przypadek kubitowy oraz jako pierwsi anali-
zujemy recykling dla optymalnego protokotu dPBT. Co wiecej podajemy jawne wyrazenia na
F(Prec(N,d, 1)) w kazdym z dwoch dyskutowanych wariantéw dPBT. Oméwmy teraz pokrétce
nasze rezultaty.

Pierwszym i zasadniczym krokiem w kierunku uzyskania wynikéw koricowych byla ana-
liza wewnetrznej struktury obiektéw opisujacych protokét recyklingu z punktu widzenia teorii
reprezentacji. Jak to napisalismy w Rozdziale 5.6.1, rozwazane pomiary naleza do algebry
Al,(n) i narzedzia wypracowane w artykutach [H3, H2] moga by¢ tutaj uzyte w sposéb efek-
tywny. W pracy tej, udowodniliSmy szereg lematéw, wéréd nich najwazniejszymi sa: prawo
skladania pomiaréw, wyliczenie elementéw macierzowych pomiaréw na nieprzywiedlnych
reprezentacjach i finalnie obliczenie pierwiastka kwadratowego z rozwazanych pomiaréw w
dPBT wraz z odpowiednimi sladami. Wyniki te zostaly oméwione w poprzednim rozdziale
niniejszego autoreferatu.

Wykorzystujac wspomniane rezultaty techniczne wyliczyliSmy jawne wyrazenie na wiel-
kos$¢ F(Prec(N,d, 1)), w przypadku nieoptymalnego oraz optymalnego dPBT dla dowolnego
wymiaru d > 2. W przypadku nieoptymalnego protokotu dPBT mamy (Twierdzenie 12 [H9]):

F(Pm(N,d,l)):ﬁ Y ;(Z\/mvdv> Zd\/lif<z‘/ ) ,

ah(a)<d vew v#0
(69)
gdy dla przypadku optymalnego dPBT zachodzi (twierdzenie 14 [H9]):

UalUp ey
F(Prec(N,d, 1)) : (70)
el dl/z ak; 1;% my/? /Ndy —dg

Liczby v, vy, sa elementami wektora wlasnego odpowiadajacego maksymalnej wartosci wta-
snej macierzy teleportacji oméwionej pokrétce w Rozdziale 5.6.1 oraz szczegdtowo w pracy [H4].

31



1.0
0.5
N
0.4 / 5 10 15 20 25 30
0.2, -05
N
5 10 15 20 -1.0
----- d=2 d=4 d=8 - k=2 k=4 k=8

Rysunek 8: Lewy rysunek przedstawia wartosci wiernosci F(Pr.c(N,d,1)) obliczone dla nieoptymal-
nego (linie przerywane) oraz optymalnego (linie ciagle) dPBT. Z wykresu wnioskujemy, ze stan zasobu
dla optymalnego dPBT nie jest koniecznie lepszy dla protokotu recyklingu niz stan zasobu dla odpo-
wiednika nieoptymalnego. W szczeg6lnosci dla d = 2 wartosci F(Prec(N,2,1)) dla optymalnej wersji sa
nawet nizsze niz dla przypadku nieoptymalnego. Przerywana linia czerwona przedstawia ograniczenie
dolne dane réwnaniem (67) z doktadnoscia do wyrazéw rzedu O(1/N?). Prawy rysunek przedsta-
wia ograniczenie dolne na F(P(N,2,k)) (przypadek kubitowy) dla réznej liczby tur teleportagji k. Z
rysunku widzimy, ze F(P(N,2,k)) przyjmuje relatywnie wysokie wartosci nawet dla niezbyt duzej
liczby portow.

Parametry teoriogrupowe byty obliczane numerycznie z wykorzystaniem pakietu SAGE [E101].
W szczeg6lnodci dla d = 2 podaliSmy fatwo obliczalne wyrazenia, ktére zaleza jedynie od
liczby portéw N i nie ma potrzeby do odwolywania sie do specjalistycznego oprogramowania
— Lemat 13 oraz Lemat 14 w pracy [H9]. Majac wyrazenia na F(P.(N,d, 1)) w obu wariantach
dPBT, mogliémy poda¢ ograniczenie dolne na wielko$¢ F(Py..(N,d, k)) po k turach teleportacji:

F(Pec(N,d, k) > 1 —2k(1 — F(Prec(N,d, 1))), (71)

ktére oczywiscie zbiega do 1, gdy F(Prc(N,d,1)) — 1. Nasze wyniki analityczne podsumo-
wuje na Rysunku 8 zaczerpnietym z pracy [H9]. Ostatecznie z naszych rezultatéw wniosku-
jemy, ze nie ma zalezno$ci pomiedzy typem protokotu dPBT (tym samym stanem zasobu), a
wartoscia F(Prec(N,d, 1)). Méwiac doktadniej, widzimy ze wiernos¢ splatania F(|¥ ") a5, |'¥) aB)
pomiedzy stanem zasobu dla protokotu nieoptymalnego i optymalnego maleje gdy zwiek-
szamy ilo§¢ portéw N (Lemat 16 w [H9]), a wartosci F(Pyc(N,d, 1)) nie r6znia sie mocno od
siebie.

5.7 Teleportacja duzej ilosci kwantowej informacji: protokoty teleportacji kwanto-
wej multiport-based

W dyskutowanych powyzej rozdziatach dotyczacych protokotu port-based teleportation,
rozwazaliémy transmisje pojedynczego stanu kwantowego przy uzyciu N portéw, kazdy o wy-
miarze d. Naturalne staje sie zatem pytanie w jaki sposéb efektywnie przesylta¢ stan uktadu
ztozonego lub wiele oddzielnych stanéw kwantowych za pomoca réznych wariantéw proto-
kotéw PBT - a wiec duzej ilodci kwantowej informacji. Mozemy wyobrazi¢ sobie nastepujace
scenariusze:

1. Zastosowanie PBT do kazdego uktadu z osobna. Wada tego podejscia jest angazowanie
znacznej ilo$ci oddzielnych stanéw zasobéw oraz pomiaréw — kazdy stan zasobu i zbiér
pomiaréw dla pojedynczego ukladu. Jednak naszym celem jest praca z zasobem o ustalo-
nej liczbie portéw N, bez mozliwosci posiadania nowego, oddzielnego stanu zasobu dla
obydwu stron. Z tego powodu ten wariant nie bedzie dla nas interesujacy.
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2. Zastosowanie protokolu recyklingu dla deterministycznego PBT [E103] [H9]. Zgodnie
z tym jak to zostalo opisane w Rozdziale 5.6.3, w protokole tym strony ponownie uzy-
waja stanu zasobu do nastepnych tur teleportacji, w kazdej kolejnej majac do dyspozycji
zaburzony stan zasobu z jednym portem mniej. Rezultaty dla tego protokotu zostaly wy-
pracowane dos¢ niedawno, dla deterministycznego przypadku (nie-)optymalnego, bez
jawnych wyrazeni na wierno$¢ kanatu teleportujacego. W szczegélnosci, obecnie nie jest
znana analiza protokotu recyklingu dla wariantu probabilistycznego. Dodatkowo, w kaz-
dym kroku konieczne jest zastosowanie nowego zestawu pomiaréw, zatem réwniez nie
jest to przypadek interesujacy.

3. Zastosowanie PBT z odpowiednio duzym wymiarem portu, réwnym d = D, gdzie k
to liczba teleportowanych ukladéw, a D ich lokalny wymiar. Scenariusz taki nie jest
efektywny, poniewaz wiernoé¢ oraz $rednie prawdopodobieristwo sukcesu drastycznie
spadaja, gdy wymiar portu roénie. Powoduje to, ze musimy uzy¢ znacznej iloéci wspot-
dzielonych par splatanych w stanie zasobu, co zilustrowaliémy w Tabeli 1.

] Protokot teleportacji \ Wierno$¢ splatania F ‘
Nieoptymalny dPBT F=1-4l 40 (N-3/2t9)
d+0(a2) _3

’ Protokot teleportacji ‘ Srednie prawdopodobieristwo sukcesu pgyc ‘

Nieoptymalny pPBT | psuce =1— \/ﬁE[AmaX(G)] +0 (N71/2)

|
1 2-1+N

Optymalny pPBT Psuce =

Tablica 1: Asymptotyczne zachowanie protokotu dPBT oraz pPBT dla dowolnego wymiaru portu d i
liczby portéw N. Wszystkie rezultaty zostaly zaczerpniete z [E95] oraz [H3].

4. Zastosowanie upakowanego PBT (ang. packaged PBT), gdzie N portéw dzielimy na k grup,
po czym na kazdej z tych grup (kazdy z pakietéw sklada sie z N/k portéw) przeprowa-
dzamy protokét teleportacji PBT, tak jak ma to miejsce na rysunku 9. Catkowita wiernos¢
splatania Fyu (N, k) jest rowna iloczynowi wiernosci splatania F(N/k,1) dla kazdego z
pakietéw z osobna, zatem Fpack(N, k) := F(N/k, 1)". Protokot ten zostat po raz pierwszy
zaproponowany w pracy [E103], a nastepnie rozwiniety w artykule [H7].

5. Zastosowanie wieloportowego protokotu PBT (ang. multi port-based teleportation (MPBT)).
Istnienie takiego protokotu zostalo zasugerowane dla nieoptymalnego protokotu determi-
nistycznego w pracy [E103], jednakze jego rygorystyczny opis wraz z analiza wydajnosci
nie byl znany, az do pojawienia sie prac [H10, H8, H7]. W podstawowej wersji protokotu
nadawca wraz z odbiorca wspétdziela N par maksymalnie splatanych, ale tym razem
ich zadaniem jest transmisja ztozonego stanu k—czastkowego Yo = ¥Y¢,c,...c,, badz po
prostu k niezaleznych stanéw Yc = ¢, @ Pc, ® - - - ® P, (rysunek 9). Aby tego dokonac
nadawca wykonuje faczny pomiar na stanie Y oraz czesci swojego stanu zasobu otrzy-
mujac wynik w formie multi-indeksu i = {iy,7,..., i}, ktory jest przesytany kanatem
klasycznym do odbiorcy. Bob chcac odzyska¢ teleportowany stan musi jedynie wybrac k
portéw w porzadku wskazanym przez i. Warto zauwazy¢, ze w tym przypadku Alicja
musi dysponowac k!(ll\f ) pomiarami, zatem tyle tez mamy mozliwych indekséw i. Jedy-
nie w przypadku probabilistycznym dochodzi jeden dodatkowy indeks odpowiadajacy
pomiarowi zwiazanemu z porazka procesu teleportacji. Oznaczamy zbiér wszystkich
mozliwych wartosci indeksu i jako Z.

Jak podkreslilismy powyzej, ze wzgledu na brak narzedzi technicznych, brakowato analizy
wydajnosci protokotu MPBT, jego uogélnienia na optymalny przypadek deterministyczny, jak
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Rysunek 9: Lewy rysunek przedstawia konfiguracje dla protokotu upakowanego PBT skiadajacego sie
z k pakietow, kazdy zawierajacy N/k portéw. Prawy rysunek przedstawia schematyczny opis protokotu
teleportacji multi-port based (MPBT) skladajacego sie z N portéw. W obu przypadkach strony chca
teleportowac nieznany k—czastkowy stan kwantowy ¥¢ z jak najwieksza mozliwa wydajnoscia.

réwniez sformulowania jego probabilistycznego odpowiednika. W pelni odnieédliémy sie do
tych kwestii w serii artykutéw [H7, H10, H8], ktére podsumuje w kolejnych dwéch rozdziatach.

Opis protokolé6w MPBT w ujeciu teorio-reprezentacyjnym Tak jak to miato miejsce w przy-
padku protokotu PBT opisanego w rozdziale 5.6.1, naszym celem bylo opisanie determini-
stycznego i probabilistycznego protokotu MPBT w (nie-)optymalnej wersji poprzez podanie
ich wydajnosci oraz optymalnych pomiaréw i stanéw zasobu. Zostato to zrobione w dwéch
artykutach [H10, H8]. Ogolna idea opisu stojaca za protokotami MPBT jest podobna do tej
wykorzystanej do opisu zwyklego PBT, gdy k = 1. Jednakze z technicznego punktu widze-
nia problem ich opisu jest duzo bardziej ztozony, poniewaz wymaga narzedzi wywodzacych
sie z teorii reprezentacji algebry czeéciowo transponowanych operatoréw permutacji dla wie-
cej niz jednej czedciowej transpozycji A,gk)(d) — zostato to podsumowane w Rozdziale 5.5.1.
Dlaczego potrzebujemy reprezentacji tego typu, bardzo tatwo zauwazy¢ rozwazajac symetrie
wykazywane przez obiekty opisujace protokoty MPBT. Mianowicie, wszystkie stany sygnatowe
{0{'8},c7 spelniaja nastepujace relacje komutacyjne:

WWW“®UWJW}:Q Y U € Ud),

(72)
{V(n),a{‘B} =0, VmeSs, u,
oraz sa one kowariantne wzgledem dzialania grupy symetrycznej S, _:
V(m)eBVT(n) = (77‘?5), Ve S, (73)

Takie same typy symetrii wykazuja takze odpowiednie pomiary {I1{8};c7 stosowane przez
Alicje. Z definicji zbioru Z widzimy, ze dla k = 1, powyzsze relacje redukuja sie do tych opi-
sanych w rozdziale 5.6.1. Majac rozwiniete niezbedne narzedzia reprezentacyjno-teoretyczne,
glownie w artykule [H10], mogliSmy napisa¢ odpowiednie problemy optymalizacyjne SDP w
algebrze A;k) (d) i rozwiaza¢ je analitycznie. Rozwiazania probleméw pierwotnego i dualnego
pokrywaja sie, dajac nam optymalne warto$ci wiernosci splatania, $redniego prawdopodobien-
stwa sukcesu, a takze optymalna forme pomiaréw.
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W nieoptymalnym deterministycznym przypadku Alicja wybiera tzw. square-root measu-
rements postaci
1 1
VieZ TI#¢="—"¢“—+A  p=Y 0/ (74)
1 \/ﬁ 1 \/ﬁ lg'[ 1
gdzie A jest dodatkowym czlonem zapewniajacym sumowanie sie pomiaréw do identycznosci
na calej przestrzeni (C?)®". Widzimy, Zze gtéwna techniczna przeszkoda jest obliczenie odwrot-
nosci operatora p = Y ;0. Jednakze wykorzystujac oméwione symetrie mozemy udowodnic¢
nastepujacy rozklad spektralny p (twierdzenie 17 w [H10]):

KU my dy
p= Z Z/\V<“>Fy(”‘)/ Au(a) = de mfﬂd*, (75)
a-N—k u-N & =p
pea

gdzie F,(«) sa projektorami wlasnymi z wyrazenia (38). Tym razem diagramy Younga y zbu-
dowane z N komorek sa otrzymane z diagraméw Younga &, zbudowane z N — k komérek po-
przez dodanie kolejno k komoérek. Majac powyzsze, dowodzimy Twierdzenie 22 z pracy [H10]
dajac w tym przypadku teorio-grupowe wyrazenie na wiernos¢ splatania

2
1
F= v L (mea\/’”ydﬂ) / (76)

a-N—k \pea

gdzie m,,;, oznacza ilos¢ mozliwych sposobow otrzymania p z a poprzez dodanie k komorek.
W szczegdlnym przypadku k = 1 zawsze mamy m,,/, = 1, co powoduje, ze powyzsze wyraze-
nie redukuje si¢ do wiernosci splatania z nieoptymalnego dPBT danej wzorem (53). Wielkos¢
ta moze zosta¢ obliczona numerycznie z uzyciem naszego oprogramowania, a w przypadku
kubitowym znane sa zwarte wyrazenia analityczne [E104, E105]. Na rysunku 10 przedsta-
wiamy numeryczne warto$ci wiernosci splatania dla dyskutowanego protokotu poréwnane ze
zwyklym protokotem PBT dyskutowanym w rozdziale 5.6.1, ale z odpowiednio wigekszym wy-
miarem portu. Widzimy, ze protokét MPBT jest wyraznie lepszy, nawet od optymalnego PBT.
Dla nieoptymalnego probabilistycznego protokotu badanego w [H10], do zapewnienia jednost-
kowej wiernosci splatania musimy zazada¢, aby pomiary spetniaty relacje analogiczna do tej z
réwnania (47) dla standardowego PBT:

VieZI II{C=PJ.®0g4, (77)

gdzie posta¢ {@ }ier jest wyliczona z odpowiednich SDP (szara ramka na stronie 7 w [H10]).
Rozwiazanie dla tych probleméw SDP razem z wyrazeniami na $rednie prawdopodobieristwo

sukcesu jest zawarte w Twierdzeniu 23 w [H10]. Pomiary sa elementami algebry A,(qk) (d) z (18):

VieZ II4¢= k!(l,\(’)p+ ® Y, P min — (78)
i - . 13 7
2N ~ A;C vl Hnen /\H(‘X)
a $rednie prawdopodobieristwo sukcesu jest postaci:
k(¥  med
Psuce = dgllii) min —— (79)

a vk P Ap(a)”

gdzie minimalizacja jest przeprowadzona wzgledem wszystkich diagraméw Younga y, ktére
moga zosta¢ otrzymane z danego diagramu Younga a o N — k komoérkach, poprzez dodanie
k kolejnych komoérek. Numeryczne wartosci psucc poréwnane ze standardowym optymalnym
probabilistycznym PBT sa przedstawione na Rysunku 11.

Optymalny deterministyczny i probabilistyczny przypadek byt badany glownie w arty-
kule [H8]. Rozwiazujac analitycznie problem pierwotny i dualny doszliémy do wniosku, ze
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Rysunek 10: Lewy wykres przedstawia wydajnos¢ nieoptymalnego deterministycznego protokotu
MPBT mierzona wiernoscia splatania F dla réznych wyboréw poczatkowych parametréw, takich jak
lokalny wymiar d, liczba portéw N oraz ilo$¢ teleportowanych stanéw k. Osiagamy wyzsza wydajnosé
niz standardowe optymalne PBT (OPT) z odpowiednio duzym wymiarem portu juz przy teleportacji
stanu dwoéch kubitéw (d = 2,k = 2). Na prawym wykresie przedstawiamy poréwnanie optymalnego
deterministycznego protokotu MPBT (k > 1, OPT) z jego nieoptymalna wersja. W kazdym przypadku
protokdét optymalny wykazuje wyzsza wydajno$é. Dodatkowo do zilustrowania skoku efektywnosci na
wykres naniesliSmy wiernos¢ splatania dla standardowego optymalnego PBT (k = 1).

Psuce
0.5]
04
0.3]
02|

0.1

= d=4,k=1 OPT (2 qubits)
o d=2 k=2 (2 qubits)

d=8, k=1 OPT (3 qubits)
d=2, k=3 (3 qubits)

d=16, k=1 OPT(4 qubits)
o d=2, k=4 (4 qubits)

Rysunek 11: Wykres przedstawia wydajnos¢ probabilistycznej wersji nieoptymalnego protokotu MPBT,
mierzona za pomoca Sredniego prawdopodobienistwa sukcesu pscc, dla réznych wartosci parametréw
poczatkowych, takich jak lokalny wymiar d, liczba portéw N oraz iloé¢ teleportowanych stanéw k.
Widzimy, ze zaczynamy uzyskiwa¢ wyzsze wartoéci od odpowiedniego optymalnego protokotu PBT z
odpowiednio duzym wymiarem portu dla stanu trzech kubitéw (d = 2,k = 3).

optymalna wierno$¢ splatania jest opisana uogdlnionq macierzq teleportacji Mf_!k . Macierz ta zo-
stata wprowadzona w Definicji 6 w [H8] i dyskutowana w Rozdziale 6.2 tego samego artykutu.
Zgodnie z Twierdzeniem 7 z pracy [H8] mamy nastepujace wyrazenie na wiernoé¢ splatania.

1

F:ﬁ

Amax(M%F), (80)

gdzie k to ilos$¢ teleportowanych uktadow, a /\maX(MId_Jk) jest maksymalna wartoscia wiasna
uogolnionej macierzy teleportacji M?’k . Ostatecznie, w Twierdzeniu 8 podajemy forme opty-

36



malnych pomiaréw wykonywanych przez Alicje

T = TIiTT with TI= F, /m”‘ Ok F 81)
M—N kueca k!

gdzie F,(«) jest projektorem wlasnym danym réwnaniem (38). Widzimy zatem, ze pomiary

naleza do algebry A,(f)(d) z réwnania (18), podczas gdy operacja optymalizujaca O4 jest ele-
mentem algebry grupowej A, (d) z (2):

Oy = VdN Z Py, (82)

my

gdzie Py oznacza projektor Younga na nieprzywiedlne reprezentacje grupy Sy numerowane
poprzez p = N. W dwoéch powyzszych wyrazeniach liczby v, sa elementami wektora wia-
snego odpowiadajacego maksymalnej wartosci wlasnej uogdlnionej macierzy teleportacji, ktére
mozna wyznaczy¢ numerycznie. W przypadku optymalnego protokolu probabilistycznego,
dzieki udowodnieniu czysto teorio-grupowego Twierdzenia 9 w artykule [H8], wyliczyliSmy
zwiezla formule na $rednie prawdopodobiefistwo sukcesu psyc. (Twierdzenie 3 [H8]):

N!'  (2+N-k—-1)!
Psuce = >
(N—k)! (@+N_1)

(83)

Wykorzystujac powyzsze rezultaty, w twierdzeniu 4 w pracy [H8] pokazujemy ze jezeli liczba
teleportowanych stanéw k = k(N) zmienia sie jak o(N), to srednie prawdopodobiernistwo suk-
cesu dazy do 1, gdy N — oo dla dowolnego wymiaru portu. Ponadto, w szczegélnym przy-
padku kubitowym, pokazujemy ze Srednie prawdopodobieristwo sukcesu dla optymalnego
MPBT dazy do 1 wraz z N — oo, gdy k = o(N). Wynik ten polepsza rezultat uzyskany dla
nieoptymalnego protokotu MPBT, dla ktérego mamy takie same zachowanie przy k = o(v/N).
Rysunek 12 pokazuje poréwnanie wartosci Sredniego prawdopodobieristwa sukcesu psyc. dla
optymalnego MPBT z jego standardowym odpowiednikiem, probabilistycznym PBT z odpo-
wiednio duzym wymiarem portu. Ostatecznie w Twierdzeniu 5 w pracy [H8] wyliczyliémy
optymalna forme pomiaréw oraz operacji O4 jako odpowiednio elementy algebry A, (d) oraz

A, (d):

dN +k_ my

I =P,0 Y — L"p, OA_\/dNZ

a-N—k k! (I]\J)da d Zv}—N m

Przez Py, P, oznaczamy projektory Younga odpowiednio na nieprzywiedlne reprezentacje Sy_x
oraz Sk.

- Py. (84)

Protokolty MPBT - analiza asymptotyczna W tej sekcji podsumuje gléwne rezultaty zawarte
w artykule [H7]. Gléwnym zadaniem podjetym w tej pracy bylo obliczenie i poréwnanie
zdolnosci transmisji wariantéw protokotéw MPBT i poréwnanie ich z innymi efektywnymi
metodami transmisji duzej ilosci kwantowej informacji, opisanych na poczatku Rozdziatu 5.7.
ByliSmy zainteresowani odpowiedzia na pytanie jak zmienia sie efektywnos¢ transmisji, gdy
liczba teleportowanych stanéw wynosi k ~ N*, gdzie « € (0,1) oraz liczba portéw N dazy do
nieskoriczonodci. Jest to niejako najbardziej naturalne podej$cie do badania asymptotycznego
zachowania sie protokotéw MPBT, poniewaz tylko w takim scenariuszu liczba teleportowanych
stanéw k zmienia sie wraz z liczba portéw, pokazujac nam prawdziwa zdolnos¢ danego sche-
matu. W tradycyjnym podejsciu do badania pojemnosci kanatu gléwna rozwazana wielko$cia
jest asymptotyczne zachowanie ilorazu k/ N- liczby wystanych kubitéw (kuditéw) w przelicze-
niu na liczbe uzy¢ kanatu (lub pary splatanej). Tutaj gtéwnym celem staje sie zidentyfikowanie
wykltadnikéw asymptotycznych «, dla ktérych transmisja jest mozliwa, poniewaz wspomniany
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Rysunek 12: Prawy wykres przedstawia poréwnanie optymalnego probabilistycznego protokotu MPBT
(k > 1, OPT) z jego nieoptymalna wersja oraz ze standardowym optymalnym PBT z odpowiednio du-
zym wymiarem portu. Widzimy wyraznie, ze optymalne MPBT wykazuje lepsza wydajnos¢ w stosunku
do kazdego z wariantéw. Dodatkowo, na lewym wykresie, wykreélilismy prawdopodobienstwa sukcesu
dla optymalnego PBT dla wymiaréw portéw d = 4 oraz d = 8. Widzimy, ze optymalny protokét MPBT
dla k = 2, d = 2 wykazuje wyzsze wartosci prawdopodobieristw, w przeciwieristwie do nieoptymal-
nego MPBT w poréwnaniu ze standardowym PBT dla tych samych parametréw. Jest to jedyny taki
przypadek.

wczesniej iloraz znika dla PBT. Takie rozwazania, w ktérych pytamy, ile informacji kwanto-
wych mozemy wiarygodnie przesta¢ za pomoca protokoléw teleportacji, zostalty rozwazone po
raz pierwszy i doprowadzily nas do nowych wynikéw jakosciowych i ilosciowych.

Pokazali$my, Ze ogolnie liczba ukladéw do teleportacji moze by¢ dynamicznie zmieniana
przez nadawce wraz z rosnaca liczba portéw, przy jednoczesnym zapewnieniu wysokiej wydaj-
nosci w protokole deterministycznym i probabilistycznym. W kazdym wariancie PBT i MPBT
uzyskujemy krytyczne zachowanie jakosci transmisji. Identyfikujemy wartosci krytyczne ac,
wykladnikéw a dla kilku wariantéw, zaréwno dla doktadnych asymptotycznych wartosci pa-
rametréw opisujacych wydajnos$é protokotéw, jak i ich dolnych granic. Ilekro¢ wartos¢ a jest
ponizej wartosci krytycznej a.,, wartosci wiernoéci (lub prawdopodobieristwa sukcesu, w za-
leznosci od schematu) opisujace transmisje wynosza 1, a w przeciwnym razie 0.

Teraz podsumujmy pokrétce gtéwne wyniki, skupiajac sie niezaleznie na deterministycz-
nym i probabilistycznym protokole MPBT:

1. Protokét deterministyczny: We wszystkich deterministycznych protokotach (M)PBT wy-
nikowa wiernosé¢ splatania F przesylu mozemy polaczy¢ z prawdopodobieristwem suk-
cesu Pgig rozrézniania stanéw sygnatowych {c; }icz, gdy kazdy z nich wystepuje z réw-
nym prawdopodobienstwem 1/|Z| = 1/k! (l,\(] ). Idea ta zostata po raz pierwszy zasugero-
wana przez Koning’a i Beigi w pracy [E88] dla k = 1, a nastepnie rozwinieta przez nas
w artykule [H7]. Dla protokoléw MPBT i jakiegokolwiek mozliwego zbioru pomiaréw
{IT; }iez wspomniana relacja jest nastepujaca:

k() 1
F= Wpdist/ Pdist = PRVINEY Z Tr(ITio3). (85)
k'(k) ieZ

Aby znalez¢ ograniczenie dolne na F jako pomiary {IT; };c7 wybraliSmy square-root measu-
rements dane wyrazeniem (74). Dla takiego wyboru udowodniliémy uogélnienie Lematu
A.3 z pracy [E88], gdzie dostarczamy ograniczenie dolne na pg;;s w terminach $ladu ze
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F=0 F.. F=1

Pack.PBT |a>1/2|ag=1/2,Fx =¢34 [ x <1/2

Pack.OPBT | & >2/3 | aee =2/3, Fx =€ ™ | a <2/3
MPBT - hep =1, Ey>e i a <1

Tablica 2: Poréwnanie zachowania asymptotycznego dwéch wariantéw upakowanego PBT z MPBT w
deterministycznym przypadku, gdzie k = aN*. Przez ‘cr’ oznaczamy krytyczna wartoé¢ parametru «,
dla ktérego asymptotyczna warto$¢ F wykazuje przeskok.

znormalizowanego operatora p = p/ Tr(p), gdzie p dany jest przez (75):

is > 5 86

Nastepnie dowodzimy gléwny techniczny rezultat dany poprzez Lemat 1 z [H7], gdzie
uzywajac czysto kombinatorycznej analizy obliczylisémy wielkosé Trp?, ktéra dana jest

pOpI‘ZGZI
_ Nk (N M2+ N-1
Tr(p?) =d N k<k> ( L ) (87)

To z kolei prowadzi nas do dolnego ograniczenia na F, zawartego w Twierdzeniu 2 w
pracy [H7], ktére zalezy tylko od parametréw globalnych — liczby portéw N, wymiaru
portu d, liczby teleportowanych ukladéw k:

N\ /@2 +N—-1\ " 2-1 \F
> > . 88
F—<k)< K > —<l d2+N—k> (59

Dysponujac powyzszym wynikiem mozemy juz zbada¢ zachowanie sie protokotu MPBT
dla N — oo, gdy k zmienia sie wraz z N, czyli w interesujacym nas rezimie. Okazuje
sie, ze w deterministycznym przypadku, nawet optymalne upakowane PBT wykazuje
nizsza wydajnosé niz dolne ograniczenie wyliczone dla nieoptymalnego MPBT. W szcze-
gblnosci pokazaliSmy, ze asymptotycznie dla nieoptymalnego deterministycznego MPBT
mozna przesta¢ znacznie wieksza iloé¢ kwantowej informacji, tzn. z ae; = 1, w prze-
ciwienistwie do optymalnego upakowanego PBT, gdzie aey = 2/3, w zwiazku z czym
mozemy przesta¢ asymptotycznie tylko nie wiecej niz o(N?/3) kubitéw w sposéb wierny.
Wyniki te podsumowalismy w Tabeli 2 oraz na lewym wykresie na Rysunku 13.

2. Protokél probabilistyczny: Rezultaty dotyczace asymptotycznego zachowania sie nie-
optymalnego probabilistycznego protokotu zostaty uzyskane poprzez wykorzystanie teo-
riogrupowych wyrazefi na prawdopodobiefistwo sukcesu wyliczonych w pracy [H10],
wzér (79) w niniejszym autoreferacie. W tym przypadku ograniczyliémy sie do zbadania
przypadku kubitowego, gdzie rozwazane réwnanie przyjmuje bardzo elegancka postac,
zadana poprzez parametry opisujace kwantowy moment pedu, gdzie mozemy wykona¢
analitycznie minimalizacje z réwnania (79):

1 1 g ,( N+1
psucc:27NN+1 Z (25+1) (Nk S>. (89)

2

W przeciwienistwie do przypadku deterministycznego, w wariancie probabilistycznego
MPBT, skalowanie jest takie samo jak dla probabilistycznego optymalnego upakowa-
nego PBT, pozwalajac nam na asymptotyczna transmisje o(N*) z parametrem ae = 1/2.
Pokazuje to jakoSciowa réznice pomiedzy przypadkiem deterministycznym a probabili-
stycznym. Dodatkowo dla skoficzonej liczby portéw N wyliczyliémy dolne oraz gérne
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Psuce = 0 Psucc,cr Psuce = 1
Pack.PBT | « >1/3 | ace =1/3, Psuccer =€ a<1/3

Pack.OPBT | & >1/2 | ae =1/2, pouccer = €% | 2 <1/2
MPBT x>1/2 | ae=1/2, eq. (15)in [H7] | « <1/2
OMPBT — ter =1, Psuccer = (1+a)? x <1

Tablica 3: Poréwnanie asymptotycznego zachowania sie psycc dla wszystkich wariantéw upakowanego
PBT z MPBT w wersji probabilistycznej, gdy k = aN®. Przy czym mamy ¢ = +/8/ 7 oraz przez ‘cr’ ozna-
czamy krytyczna warto$¢ parametru «, dla ktérego asymptotyczna warto$¢ ps,.c wykazuje przeskok.

ograniczenie na ps, naszego protokotu (Proposition 18 z [H7]). Cel ten osiagneliSmy
dzieki kombinacji zaawansowanych narzedzi z analizy statystycznej, w szczegdlnosci
stynnemu twierdzeniu Berry-Essen [E106, E107] z bezpos$rednim oszacowaniem wyrazen
dwumianowych poprzez gaussowskie przyblizenia. W optymalnej wersji probabilistycz-
nego MPBT mozemy pracowaé z wyrazeniem na doktadna warto$¢ prawdopodobieristwa
sukcesu dla dowolnego wymiaru portu d. Bylto to mozliwe dzieki temu, ze wyrazenie ta-
kie zostalo wyprowadzone w pracy [H8] (réwnanie (83) w niniejszym autoreferacie) i
przeksztalcone do formy bardziej dla nas dogodne;:

42 k
poee =TT (1= =15 0)
Badajac powyzsze réwnanie pokazaliémy, ze asymptotycznie mozemy przestac¢ o(N*) ku-
bitéw z parametrem krytycznym réwnym 1, co wyraZnie przewyzsza mozliwos$ci r6znych
wariantéw PBT. Zostato to zilustrowane w Tabeli 3 oraz na prawym wykresie Rysunku 13.

Psuce
1.0 — 1.0 _\
0.8 \ 0.8 \
0.6 \""‘. 0.6
0.4 | 0.4
0.2 \\ 0.2 "\
02 04 06 08 107 02 04 06 08 107

Rysunek 13: Lewy wykres: Asymptotyczne wartosci dla dolnego ograniczenia na wiernos¢ splatania
dla MPBT (linie pomaraficzowe) poréwnane z wiernoscia upakowanego optymalnego PBT (niebieskie
linie), gdzie k = aN*,a = 1, « € (0,1). N ro$nie wraz z pogrubianiem sie linii, mamy odpowied-
nio 10%,10%,10* oraz 10°. Prawy wykres: Prawdopodobienstwo sukcesu poréwnane z upakowanym
optymalnym PBT (linie niebieski) wraz z optymalnym protokotem MPBT (linie pomararficzowe), gdzie
k=aN*a= % Tutaj réwniez N rosnie wraz ze wzrostem intensywnosci koloru linii, mamy odpowied-
nio 10%,10%,10* oraz 10°.
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6 Prezentacja osiagnie¢ dydaktycznych, organizacyjnych oraz popu-
laryzujacych nauke
6.1 Osiagniecia dydaktyczne

Nauczanie akademickie:

1. Wyklad Mechanika klasyczna (45 godzin, rok akademicki 2022/2023, semestr zimowy, dla
studentéw drugiego roku fizyki)

2. Cwiczenia rachunkowe Mechanika klasyczna (45 godzin, rok akademicki 2022/2023, se-
mestr zimowy, dla studentéw drugiego roku fizyki)

3. Wyklad Klasyczna teoria informacji (w jezyku angielskim, 30 godzin, rok akademicki 2021 /2022,
semestr letni, dla studentéw pierwszego roku studiéw uzupelniajacych kierunku Quan-
tum Information Technology)

4. Laboratorium Python z podstawami algorytmiki (45 godzin, rok akademicki 2021/2022, se-
mestr letni, dla studentéw pierwszego roku bioinformatyki)

5. Wyklad Mechanika klasyczna - elementy Szczegdlnej Teorii Wzglednosci (15 godzin, rok aka-
demicki 2021/2022, semestr letni, dla studentéw drugiego roku fizyki)

6. Cwiczenia rachunkowe Mechanika klasyczna (30 godzin, rok akademicki 2021/2022, se-
mestr letni, dla studentéw drugiego roku fizyki)

7. Cwiczenia rachunkowe Procesy stochastyczne: podstawy i zastosowania (30 godzin, rok aka-
demicki 2021/2022, semestr letni, dla studentéw drugiego roku modelowania matema-
tycznego i analizy danych)

8. Cwiczenia rachunkowe Algebra liniowa z geometrig (30 godzin, rok akademicki 2013/2014,
semestr zimowy, dla studentéw pierwszego roku fizyki)

9. Cwiczenia rachunkowe Wstep do matematyki (30 godzin, rok akademicki 2012/2013, se-
mestr zimowy, dla studentéw pierwszego roku bioinformatyki)

Opieka nad doktorantami:

1. Promotor pomocniczy dla Piotra Adama Kopszaka, 2019-obecnie, Wydziat Fizyki i Mate-
matyki, Uniwersytet Wroctawski,

2. Przelozony dla Tomasza Patryka Mtlynika jako doktoranta zatrudnionego w ramach grantu
Sonata 16 (UMO-2020/39/D/ST2/01234), 2022-obecnie, Wydziat Matematyki, Fizyki i In-
formatyki, Uniwersytet Gdarski.

Nauczanie pozaakademickie:

1. Prowadzenie wykladéw podczas szkoly letniej: Next generation of quantum information
scientists. Gdartisk series of international school for students, 11.07.2022-22.07.2022, Wydziat
Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanski. Przeprowadzitlem 8 godzin wy-
ktadéw zatytutowanych: Introduction to quantum computing.
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6.2

1.

6.3

Osiagniecia organizacyjne

Wspétudzial w organizacji szkoty letniej Next generation of quantum information scientists.
Gdarisk series of international school for students, 11.07.2022-22.07.2022, Wydzial Matematyki,
Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanski. Wraz z Dr. Sergii Strelchuk’iem (The Univer-
sity of Cambridge, Wielka Brytania) przygotowatem caly program nauczania, notatki do
wykladéw, listy probleméw z rozwiazaniami na 40 godzin wykladu + 20 godzin ¢wiczen
rachunkowych https://gqgi.ug.edu.pl/

. Czlonek komitetu naukowego planowanej konferencji Mathematical Structures in Quantum

Mechanics, 19-22.06.2023, Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdan-
ski. https://gwmp.ug.edu.pl/

Osiagniecia w popularyzowaniu nauki

. 16.03.2023, Wykiad z okazji dni otawrtych Uniwersytetu Gdariskiego, tytul wystapienia:

Na problemy jutra FIZYKA!”
09-11.09.2019, Zdolni z Pomorza, Matematyka gier planszowych.

19.11.2017, Polish Science Cafe, Trinity Hall, Cambridge, tytul wystapienia: A few steps
towards everyday quantum cryptography” (zaproszone)

7 Inne osiagniecia naukowe

7.1

Dane bibliometryczne

Zrédto: Google Scholar (14.03.2023)

Liczba recenzowanych publikagji: 25 (9 przed doktoratem)

Liczba nieopublikowanych manuskryptéw w bazie arXiv: 7 (5 znajduje sie na etapie
recenzji w czasopismach naukowych https://arxiv.org/search/?searchtype=
author&query=Studzi%$C5%84ski%2C+M&order=—announced_date_firsté&size=
50&abstracts=hide)

Catkowita liczba cytowan: 560
H-indeks: 11
I10-indeks: 12

Zrédto: Web of Science (14.03.2023)

7.2

1.

2.

Liczba recenzowanych publikagji: 23 (9 przed doktoratem)
Catkowita liczba cytowan: 345 (catkowita), 309 (bez autocytowarn)

H-indeks: 9

Nagrody

08.2021-07.2024, Stypendium Ministra dla wybitnych mtodych naukowcéw, Ministerstwo
Edukacji i Nauki, UMO-SMN/16/0938/2020

05.10.2021, Nagroda Rektora Uniwersytetu Gdanskiego 3-go stopnia
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7.3 Publikacje przed uzyskaniem stopnia doktora
7.3.1 Badania uwzglednione w rozprawie doktorskiej:

1. Wklad w rozwdj teorii reprezentacji i teorii separowalnosci Stynne kryterium separo-
walnosci Peresa-Horodeckiego jest jednym z gtéwnych rezultatéw kwantowej teorii infor-
magcji. Stwierdza ono, ze kazdy stan kwantowy 2 ® 2 oraz 2 ® 3 pozostajacy po czeécio-
wej transpozycji dodatni jest spearowalny. W wyzszych wymiarach wlasnos¢ dodatniej
cze$ciowej transpozycji (ang. positive partial transposition, PPT) jest tylko warunkiem
koniecznym spearowalnosci. W ogélnosci zdecydowanie czy dany stan kwantowy jest se-
parowalny/splatany jest bardzo ztozonym problemem, do ktérego rozwiazania mozemy
stosowa¢ metody numeryczne, jak na przyklad algorytm Doherty’iego (ktéry nie zawsze
jest konkluzywny) lub teorie §wiadkéw splatania. Problem staje sie jeszcze bardziej zto-
zony, gdy rozwazymy stany wieloczastkowe. Inna metoda moze by¢ ograniczenie zbioru
rozwazanych stanéw kwantowych do stanéw posiadajacych okreslone symetrie, ale wciaz
stanowiacych szeroka klase obiektéw. W artykutach [P3] i [P4] rozwijamy idee po raz
pierwszy wprowadzone przez Wernera i Eggeling’a dla stanéw, ktére sa U ® U @ U nie-
zmiennicze i pozostaja dodatnie po operacji czesciowej transpozycji wzgledem ktéregos
z podukladéw. Zadaniem bylo rozwiniecie narzedzi matematycznych pozwalajacych w
ogolnosci na konstrukcje stanéw PPT w rezimie wieloczastkowym, gdzie czesciowa trans-
pozycja dziata pierwotnie na ostatnim ukladzie. Kluczowa obserwacja w naszej konstruk-
qji byt fakt, ze obiekty poczatkowo U®" niezmiennicze, po operagji cze$ciowej transpozycji
staja sie ue-1 ou niezmiennicze, gdzie kreska oznacza sprzezenie zespolone. W re-
zultacie obiekty te naleza do algebry czeSciowo transponowanych operatoréw permutacji,
gdzie transpozycja dziala na ostatnim ukladzie. W naszej pracy zidentyfikowaliSmy nie-
redukowalne (minimalne) ideaty rozwazanej algebry oraz przedstawiliSmy algorytm na
konstrukcje nieredukowalnej bazy operatorowej w kazdym z nich. Zrobilimy to dwo-
jako, w artykule [P4] poprzez konstrukcje nieortonormalnej bazy wektorowej, do ktérej
z kolei musieliSmy zastosowaé procedure ortogonalizacji uzywajac odwrotnosci macie-
rzy Grama. W pracy [P3], zastosowaliSmy z kolei metody wywodzace sie czysto z teorii
reprezentacji algebr, uzyskujac ortonormalny zbiér niereduowalnych operatoréw bazo-
wych. Jednakze w obu tych przypadkach metody dziataly efektywnie dla relatywnie
matej iloéci czastek n w ukladzie, ale sam formalizm pozostawat w mocy dla dowolnego
n oraz wymiaru przestrzeni Hilberta. Dzieki temu byliSmy w stanie poda¢, jak rozkltada
sie kazdy czeSciowo transponowany operator permutacji w jezyku zaproponowanej bazy.
Dodatkowo, byliSmy w stanie prowadzi¢ efektywne obliczenia dla ukladéw o matej ilosci
czastek posiadajacych dyskutowane tutaj symetrie. W szczeg6lnosci, rozwiniete metody
pozwolily nam na szczegélowy opis maszyn klonujacych (oméwione ponizej) oraz kon-
strukcje kwantowych stanéw PPT dla matej iloSci czastek n. Wykorzystujac nasze narze-
dzia byliémy réwniez w stanie odzyska¢ wczeéniej znane rezultaty dotyczacych stanéw
U®? niezmienniczych.

2. Opis uniwersalnych kwantowych maszyn klonujacych Niemozliwos¢ idealnego klono-
wania nieznanych stanéw kwantowych jest jedna z gtéwnych cech r6zniacych mechanike
kwantowa od $wiata klasycznego. Wilasnos¢ ta wynika bezposrednio z liniowosci roz-
wazanej teorii kwantowej. Jednakze mechanika kwantowa nadal pozwala na produkcje
klonéw, ktére nie sa idealne lub méwiac bardziej formalnie wiernos$¢ obliczona pomie-
dzy klonami a stanem, ktéry chcemy z klonowac¢ jest mniejsza niz 1. Majac taka wlasnos¢
mozemy zapytac: jak dobrze mozemy klonowa¢é stany kwantowe i jakie jest ograniczenie
na wynikowa wierno$¢ narzucone przez teorie kwantowa? W pracach [P2] i [P5] rozwa-
zamy og0lny przypadek uniwersalnych kwantowych maszyn klonujacych (ang. universal
quantum cloning machines, UQCM), produkujacych N klonéw z jednego stanu wejscio-
wego. Nasze rozwazania rozpoczeliSmy od przypadku kubitowego [P5], gdzie byliSmy
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7.3.2

w stanie pokaza¢, ze stan faczny (stany kolnéw + stan klonowany) posiada symetrie po-
zwalajace stosowac dualizm Schura-Weyla. Dokladniej, zagadnienie znalezienia dozwo-
lonego zakresu wiernoéci klonéw zostato zredukowane do problemu okreslenia zakresu
dozwolonej wiernosci na kazdej z nieredukowalnych podprzestrzeni osobno. Nastep-
nie do otrzymania catkowitego dozwolonego obszaru nalezato znaleZ¢ otoczke wypukia
otrzymanych obszaréw. W szczeg6lnosci przeanalizowaliSmy przypadek maszyny klonu-
jacej 1 — 3 wraz z prezentacja dozwolonego obszaru wiernoéci dajacego sie zilustrowac
w przestrzeni tréjwymiarowej. Dodatkowo, pokazaliSmy jak rekonstruowac stany opisu-
jace klony, gdy zazadamy konkretnych wartosci ich wiernosci. Dla wyzszych wymiaréw
dualizm Schura-Weyla nie jest juz wystarczajacy przez co nalezalo wypracowac i zastoso-
waé nowe metody. W pracy [P2] pokazaliSmy, Ze rozwazany stan faczny jest elementem
badanej w [P3] oraz w [P4] algebry czeSciowo transponowanych operatoréw permuta-
¢ji. Stosujac wypracowane w tych pracach narzedzia byliSmy w stanie przeprowadzi¢
podobna analize jak to byto zrobione dla kubitéw.

Wklad w teorie destylacji splatania Jednym z najwazniejszych i najbardziej fundamen-
talnych zasobéw w kwantowo-informatycznych protokotach jest czyste splatanie. Nie-
stety, w praktyce jezeli chcemy uzyé wybranego protokotu, to mamy dostep jedynie do
mieszanki, co jest pewnym ograniczeniem. Jednym ze sposob6éw obejscia tego problemu
jest wydestylowanie przez zastosowanie naszego docelowego protokotu, czystego splata-
nia w postaci par maksymalnie splatanych. W tym celu stosujemy tak zwane protokoty
destylacji kwantowego splatania. W pracy [P6] prezentujemy procedure destylacji z
mieszanki stanéw dwukubitowych wraz z trzema wzajemnie ortogonalnymi innymi sta-
nami. Wykorzystujac istniejace w ukladzie symetrie mogliémy zastosowa¢ narzedzia wy-
nikajace z dualizmu Schura-Weyla oraz symetryzatoréw Younga. Méwiac bardziej Sciéle,
destylujemy splatanie poprzez projekcje n kopii naszego stanu na podprzestrzenie per-
mutacyjnie niezmiennicze, a nastepnie stosujemy jednokierunkowy protokét haszujacy.
Przepisanie problemu w jezyku czysto teorio-grupowym pozwolilo na znalezienie ana-
litycznych wyrazefi na wydajno$¢ protokotu (rate protokotu). Dodatkowo, postawiony
problem rozwiazaliSmy wykorzystujac alternatywne podejscie bazujace na algebraicz-
nych schematach asocjacji zwanych schematami Johnsona. Nasze podejscie uogdlniliémy
takze na przypadek wyzszych wymiaréw.

Badania nieuwzglednione w rozprawie doktorskiej:

. Geometryczne wlasnosci zbioru stanéw prywatnych Gléwnym zadaniem kwantowej

kryptografii jest otrzymanie klasycznego sekretnego klucza do szyfrowania danych ze
stanéw kwantowych. Moze to zosta¢ osiagniete poprzez wykorzystanie stanéw maksy-
malnie splatanych lub szerszej klasy stanéw splatanych zwanych stanami prywatnymi.
Stany te zbudowane sa z dwoéch czesci — dwuukltadowej czesci klucza, z ktérej otrzy-
mujemy sekretny klucz oraz dwuukladowej czesci chroniacej klucz przed podstuchem,
nazywanej tarcza. W pracy [P7] analizujemy geometryczne wiasnosci zbioru stanéw pry-
watnych z punktu widzenia ich odlegtosci od zbioru stanéw separowalnych. ByliSmy
zainteresowani stanami prywatnymi posiadajacymi wilasnoé¢ PPT (pozostaja dodatnie
po operagcji czeSciowej transpozycji) oraz sa mozliwie daleko od stanéw separowalnych.
Oznacza to, ze ze stanéw takich nie mozemy wydestylowac¢ czystego splatania, ale caty
czas mozemy otrzymac klucz kryptograficzny. PokazaliSmy, ze dla ustalonego wymiaru
tarczy, odleglo$¢ od zbioru stanéw separowalnych ro$nie wraz ze wzrostem wymiaru tar-
czy. Nowa cecha naszej konstrukgji jest fakt, ze nie musi stosowa¢ metody zwanej boosting,
polegajacej na tensorowaniu wielu kopii stanu prywatnego, aby uzyska¢ stan prywatny
dowolnie odlegly od seprawowalnych. Zabieg ten pozwolil na uzyskanie lepszego ska-
lowania odleglosci w stosunku do wczeéniejszych prac. Dodatkowo, przedstawiliSmy
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konstrukcje stanéw prywatnych posiadajacych zadane cechy, co uczynito nasze wyniki
konstuktywnymi.

. Badania nad lokalnymi kwantowymi obwodami Losowe macierze unitarne sa waznym
zasobem w teorii obliczeri kwantowych i kwantowej teorii informacji. Ich mozliwe za-
stosowania siegaja od kwantowej kryptografii, kwantowego ukrywania danych, podstaw
mechaniki statystycznej do probleméw kwantowej termodynamiki jak na przyklad ekwi-
libracja uktadéw kwantowych. Niestety, aby zaimplementowa¢ losowa macierz unitarna
Haara potrzebujemy eksponencjalnie wiele kubitowych bramek kwantowych i bitéw —
ta wlasnoé¢ czyni niemozliwa ich praktyczna implementacje. Jedna z metod radzenia
sobie z tym problemem jest rozwazane tzw. przyblizonych unitarnych t—modeli (ang.
t—design), ktére imituja wlasno$ci miary Haara dla wielomianéw stopnia nie wiekszego
niz t. Obecnie wiemy, ze obwdd kwantowy, ktérego rozmiar skaluje sie wielomianowo z
liczba kubitéw n, tworzy przyblizony unitarny design (poly(n)— design). Idea dowodu
polegata na wykorzystaniu narzedzi z fizyki uktadéw wieloczasteczkowych i przettu-
maczeniu zagadnienia na problem okre$lenia przerwy spektralnej konkretnego hamilto-
nianu. W artykule [P8] numerycznie zbadaliSmy te odpowiednioé¢, skupiajac sie przede
wszystkim na wyliczonych uprzednio ograniczeniach na przerwe spektralna. Dla sze-
rokiego spektrum wartoéci parametréw, n < 20 and ¢ < 5, udowodnili$émy, ze znane
uprzednio ograniczenia dolne, w ogélnosci niewiele méwia o faktycznej sytuacji uktadu,
a jedynie stwierdzaja istnienie badZ nie przerwy spektralnej. Oznacza to, ze w rzeczywi-
stosci faktyczna warto$¢ przerwy spektralnej znacznie rézni sie od odpowiedniego ogra-
niczenia dolnego. Dodatkowo poréwnaliSmy nasze rezultaty numeryczne z innymi tech-
nikami dajacymi mozliwoéci dolnego ograniczenia przerwy spektralnej i pokazaliSmy, ze
one takze nie sa wysycane, a nawet, ze sa one niekonkluzywne. Postep w numerycz-
nych symulacjach moégt zostaé dokonany dzieki zastosowaniu dualizmu Schura-Weyla
oraz teorii reprezentacji algebry grupowej grupy permutacji S,. Nasze metody, bedace
potaczeniem numeryki oraz podejscia analitycznego, uzyte do konstrukcji odpowiednich
nieredukowalnych baz, moga by¢ uzyte do badania takze innych ukladéw wielu czastek
wykazujacych podobne symetrie.

. Transformacje pomiedzy r6wnowaznymi nieredukowalnymi reprezentacjami Powszech-
nie wiadomo, ze teoria reprezentacji grup jest poteznym narzedziem w fizyce, pozwa-
lajacym na wykorzystanie symetrii lezacych u podstaw rozwazanego systemu w celu
uproszczenia jego opisu, znalezienia odpowiednich praw zachowania i uczynienia opisu
bardziej eleganckim. Z punktu widzenia obliczania konkretnych parametréw opisujacych
uklad, ograniczenie sie do nieredukowalnych blokéw zmniejsza zlozonos¢ obliczeniowa,
a takze czesto pozwala na analityczny opis zagadnienia. Jednakze, aby przeprowadzi¢
konkretne rachunki (np. numeryczne) musimy zna¢ reprezentacje macierzowe elemen-
tow grupy na kazdym z nieréwnowaznych blokéw. Moze sie oczywiscie zdarzy¢, ze
konkretna reprezentacja jest bardziej przydatna do konkretnego zadania niz inna. Istnieje
zatem potrzeba przetlumaczenia rozwazanego zagadnienia do postaci bardziej dla nas
przyjaznej. W artykule [P9] zaproponowalisémy algorytm konstrukcji transformacji uni-
tarnej pomiedzy réwnowaznymi reprezentacjami dla grupy skoriczonej G. PokazaliSmy,
ze mozliwe jest zbudowanie takiej transformacji wykorzystujac wlasnosci nieredukowal-
nych reprezentacji. W naszej konstrukcji uzywamy relacji ortogonalnosci dla niereduko-
walnych reprezentagcji, co jest podejSciem innym niz stosowane uprzednio, polegajace na
rozwiazywaniu ukltadéw réwnan liniowych. Podajemy przyklady obrazujace dziatanie
naszego algorytmu dla grupy permutacji S,. W szczeg6lnosci analizujemy transformacje
podobieristwa dla klasy par réwnowaznych nieredukowalnych reprezentacji grupy syme-
trycznej, pokazujac ze otrzymana macierz unitarna jest antydiagonalna w bazie Younga-
Yamanouchiego. Dodatkowo rozwazamy takze pewne uogdlnienia stynnych relacji orto-
gonalnosci dla nieredukowalnych reprezentacji grup skoficzonych.
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4. Calkowalnos¢ klasycznych ukladéw hamiltonowskich Wiele probleméw mechaniki kla-
sycznej jest opisywanych za pomoca ukladu réwnan rézniczkowych. Na przyklad w
podej$ciu Hamiltona, dla ukltadu o n stopniach swobody, jego ewolucja jest opisana za
pomoca 2n réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego. Naturalne jest pytanie pod jakimi
warunkami mozemy uzyska¢ analityczne rozwiazanie takiego ukladu. Czyli pytamy sie
tak na prawde o wilasnos¢ catkowalnosci ukladu, ktéry rozwazamy. W artykule [P10]
badamy catkowalno$¢ w sensie Liouville’a naturalnego uktadu hamiltonowskiego z jed-
norodnym potencjalem wymiernym. Potencjaly takie znajduja szerokie zastosowanie w
modelach kosmologicznych z konforemnym polem skalarnym, w teorii uogélnionych
potencjatéw Hélion-Heiles’a opisujacych plaski ruch gwiazd w galaktykach, ukladach
Yang-Millis’a z polem cechowana SU(2), a takze w wielu innych — co stanowi mocna
motywacje, z punktu widzenia fizyki, do ich badania. W przypadku ukladéw o dwéch
stopniach swobody pokazaliémy uniwersalna relacje dla warto$ci wlasnych hesjanu po-
tencjalu obliczonymi w tzw. punktach Darboux. Istnienie takiej relacji pozwolito nam
z kolei pokaza¢, ze rozwazane potencjaly spetniaja skoficzona liczbe warunkéw koniecz-
nych na ich catkowalnoé¢ wynikajacych z rézniczkowej grupy Galois dla réwnan wariacyj-
nych wyliczonych wzdtuz wybranego rozwiazania szczegélnego. To dalo nam narzedzie
do klasyfikacji i charakteryzacji badanych potencjatéw. W szczegélnosci zbudowaliSmy
liczne przyklady potencjatéw spetniajacych podane warunki konieczne catkowalnodci i
udowodniliémy ich catkowalnos$é¢ budujac funkcjonalnie niezalezne catki pierwsze.

7.4 Dodatkowe osiagniecia po doktoracie

Badania, ktére przeprowadzitem po uzyskaniu stopnia naukowego doktora, a ktére nie stano-
wia czesci osiagniecia habilitacyjnego, mozna podzieli¢ na nastepujace podpunkty:

1. Ograniczenia na repeatery (wzmacniacze) prywatnej losowosci Wiekszos¢ protokotow
kryptograficznych wykorzystuje dwa gtéwne sktadniki — prywatna losowo$¢ oraz klucz
prywatny. Rozdystrybuowany bezpieczny klucz, czyli skorelowany ciag bitéw, pomie-
dzy odleglymi i uczciwymi stronami zapewnia bezpieczeristwo komunikacji, ktéra jest
kluczowa dla bezpieczenistwa kwantowego internetu. Jedna z bezpiecznych metod dys-
trybugcji klucza jest paradygmat wymiany kluczy sieciowych. Formalizm ten zostal rozwi-
niety do najbardziej ogélnego scenariusza stanéw prywatnych. W pracy [P11] skupiliSmy
sie na wlasnosciach sieci w kontekscie prywatnej losowosci — zasobu komplementarnego
do prywatnego klucza. Naszym pierwszym krokiem bylo pokazanie, ze kazdy stan pry-
watny jest szczegélnym przypadkiem tzw. stanéw niezaleznych, czyli stanéw zawieraja-
cych doskonata, bezposrednio dostepna prywatna losowos¢. Uzywajac tego zwiazku byli-
$my w stanie pokazac¢ ograniczenie gérne na tzw. rate wzmocnionej losowosci, podobnie
jak to miato miejsce dla stanéw prywatnych. Okazuje sie, Ze ograniczenie to jest réwne
podwojonej entropii wzglednej obliczonej wzgledem stanu maksymalnie zmieszanego i
jest spetnione dla stanéw z wiasnoscia dodatniej czesciowej transpozycji (PPT). Ograni-
czenie to jest natury fundamentalnej na transfer prywatnosci w rozwazanej sieci. Pokaza-
liSmy uzytecznos$¢ wyliczonego ograniczenia poprzez zastosowania go do separowalnych
stanéw Wernera i pokazaniu przerwy pomiedzy lokalizowalnoécia oraz prywatna loso-
wodcia dla dostatecznie duzych wymiaréw. Dodatkowo, w ograniczonym scenariuszu,
byliSmy w stanie pokaza¢ analogiczne ograniczenie dla dowolnych stanéw, nie tylko tych
z wlasnoscig PPT.

2. Wyciek prywatnych danych i zwiazek z markowskoscia Wszystkie dowody na bezpie-
czenistwo dystrybugji kluczy kwantowych nie uwzgledniaja srodowiska (warunkéw) w
jakim komunikujace sie strony funkcjonuja. Oznacza to, ze ich uzytecznos¢ jest tylko
teoretyczna, poniewaz pomijaja niedoskonatosci w produkcji urzadzerh do dystrybucji
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klucza kwantowego, czy aktywne ataki podstuchujacego znane jako Trojan Horse At-
tacks (THAs). Ostatnimi czasy ataki THA, ktére moga doprowadzi¢ do tzw. wycieku
klucza prywatnego sa przedmiotem licznych badan. W artykule [P12] rozwazamy sce-
nariusz ataku THA, gdzie podstuchiwacz ma dostep do surowego klucza pochodzacego
z urzadzenia zaufanych stron. Gléwnym rezultatem tych badan jest podanie dolnego
ograniczenia na iloé¢ wycieku prywatnej losowosci oraz prywatnego klucza. W szcze-
golnosci pokazalismy, ze prywatna losowo$¢ nie moze spas¢ bardziej niz S(a) + log, |a|,
gdzie S jest entropia von Neumanna, a jest ukladem, ktéry wyciekl do podstuchiwa-
cza. W rozwazanym scenariuszu skupiamy sie réwniez na badaniu nieredukowalnych
stanéw prywatnych i dowodzimy, ze ich dwukierunkowy klucz destylowalny jest nie-
zamykalny (ang. non-lockable). Jest to pierwszy znany rezultat tego rodzaju dla nie-
trywialnej klasy stanéw mieszanych. Dodatkowo zaobserwowaliémy, ze dla rozwazanej
klasy stanéw prywatnych ubytek klucza jest niezalezny od wymiaru tarczy. Oznacza to w
szczegOlnosci, ze wieksza tarcza wcale nie ochrania klucza efektywniej. Ostatecznie udo-
wadniamy zwiazek pomiedzy (nie)markowskoscia dynamiki kwantowej a hakowaniem.
Dokladniej pokazujemy, ze nieodwracalne odwzorowanie nie jest CP-podzielne wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje stan, ktérego klucz wykrywany przez szczegélnego swiadka
prywatnej losowosci zwieksza sie¢ w czasie.

. Destylacja bezpiecznego klucza z redukowalnych stanéw prywatnych Jak napisaliSmy
wczesdniej otrzymywanie sekretnego klucza dla bezpiecznej komunikacji/szyfrowania da-
nych ze stanéw kwantowych jest jednym z fundamentalnych osiagnie¢ kwantowej teorii
informacji. Zostalo to zademonstrowane poprzez wykorzystanie par maksymalnie splata-
nych. Jednakze otrzymywanie klucza moze zosta¢ rozszerzone na stany prywatne, ktére
zawieraja w sobie stany maksymalnie splatane. Wspo6tcze$nie mamy bogata teorie, ktéra
jest intensywnie rozwijana, opisujaca iloSciowo relacje pomiedzy sekretnoscia, a zbio-
rem stanéw prywatnych. W artykule [P13] podajemy protokét, ktéry destyluje sekretny
klucz poprzez pomiar tarczy redukowalnego stanu prywatnego — nie jesteSmy ograni-
czeni tylko do czeéci klucza (ang. key part) stanu prywatnego jak to mialo miejsce we
wszystkich dotychczas znanych protokotach. DostarczyliSmy ograniczenie gérne na wy-
dajnos¢ zaproponowanego protokotu w terminach zregularyzowanej wzglednej entropii
splatania. Ograniczenie to jest znacznie lepsze niz stosowane dotychczas w literaturze
ograniczenie bazujace na samej wzglednej entropii splatania. Stosujac otrzymane ogra-
niczenie pokazujemy zwiazek pomiedzy zbiorem nieredukowalnych oraz $cisle nieredu-
kowalnych stanéw prywatnych oraz istnieniem stanéw splatanych z niedestylowalnym
kluczem (ang. bound key states). Dokladniej pokazujemy, ze jesli istnieja stany splatane
z niedestylowalnym kluczem to zbiory nieredukowalnych oraz $cisle nieredukowalnych
stanéw prywatnych sa sobie réowne. Implikacja w przeciwna strone réwniez zachodzi,
dajac nam w rezultacie twierdzenie typu ‘wtedy i tylko wtedy’. Zakladajac, ze stany
ze zwiazanym kluczem istnieja pokazaliSmy kilka wtasnosci nieredukowalnych stanéw
prywatnych. W szczeg6lnosci dostarczyliSmy ograniczenie dolne na odleglos¢ w nor-
mie $ladowej pomiedzy stanami ze zwiazanym kluczem, a stanami prywatnymi, ktére
obowiazuje dla odpowiednio duzych wymiaréw przestrzeni.

. Teoria odwzorowan dodatnich i swiadkéw splatania Jak napisaliémy wczeéniej jednym
ze sposob6éw zadecydowania czy dany d ® d stan kwantowy p jest splatany/separowalny
jest wykorzystanie pojecia $wiadka splatania. Niedodatni operator W jest $wiadkiem
splatania, miedzy innymi, jesli jego warto$¢ oczekiwana obliczona dla wszystkich sta-
néw separowalnych jest nieujemna. Wtasnos¢ ta czyni pojecie Swiadka splatania bardzo
ogblnym, ale technicznie jest ja trudno zrealizowaé. Réwnowaznie, aby sprawdzié czy
dany operator W jest Swiadkiem splatania mozna poda¢ odwzorowanie dodatnie, ale nie
kompletnie dodatnie A, dla ktérego operator W jest jego obrazem Choi-Jamiotkowskiego.
Jednakze z powodu braku charakteryzacji stozka dodatniego, wskazanie takiego odwzo-
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rowania jest w ogolnosci takze skomplikowanym zadaniem i jest konieczne dostarczanie
innych metod konstrukcji $wiadkéw. W pracy [P1] dostarczamy dodatkowej metody
konstrukcji $wiadkéw splatania. Udowadniamy twierdzenie, ze do konstrukcji $wiadka
mozna uzy¢ odwzorowanie, ktére nie jest dodatnie i wykorzysta¢ jedynie obszar dzie-
dziny, dla ktérej odwzorowanie to jest dodatnie. Dokladniej, odwzorowanie musi byé
surjektywne pomiedzy zbiorem projektoréw rzedu k < d, a zbiorem projektoréw rzedu
jeden. Wskazaliémy, ze odwzorowaniem spetniajacym takie warunki jest odwzorowa-
nie odwrotnej redukcji R~1, dla ktérego podaliémy konstrukcje nowej klasy $wiadkéw
splatania, ktéra moze by¢ uwazana jako uogélnienie §wiadkéw splatania Choi.

. Badania nad kwantowymi kodami korekcji bledéw W ostatnich latach mozemy za-
obserwowa¢ wzmozone zainteresowanie badaniem nad zaleznoscia pomiedzy kodami
kwantowej korekcji bled6éw, a teoriami grawitacji znanymi jako odpowiednio$¢ AdS/CFT.
Owe teorie grawitacji facza wnetrze (ang. bulk) przestrzeni anti-de Sittera (AdS) z kon-
foremnymi teoriami pola (CFT) zdefiniowanymi na brzegu tej przestrzeni. Relatywnie
niedawno pokazano bezposredni zwiazek pomiedzy kwantowa teoria informagji, a jed-
nym z prostych modeli odpowiedniosci AdS/CFT. W artykule [P14] badamy ten zwiazek
i eksplorujemy zwiazek pomiedzy stanami absolutnie maksymalnie splatanymi (ang. ma-
ximally entangled states, AME) oraz kodami kwantowej korekcji bledéw, pozwalajac na lep-
sze zrozumienie odpowiednio$ci AdS/CFT. Dokladniej rozwazamy idealny tensor jako
stan AME i badamy sposéb w jaki zakodowana informacja kwantowa rozchodzi sie po
sieci. Poniewaz rozwazany tensor moze by¢ traktowany jako kod kwantowy mozemy
uzywac do jego opisu wywodzacych sie z teorii kodéw kwantowych narzedzi (teoria
stabilizatoréw, taricuchy kodéw). W pierwszym kroku podajemy posta¢ operatoréw lo-
gicznych i stabilizatoréw dla kazdego kodu wywodzacego sie z n + m kuditowych stabi-
lizujacych stanéw AME, kodujacych n w m kuditéw dla n < m. Nasze wyniki sa stuszne
dla kazdego lokalnego wymiaru, ktéry jest potega liczby pierwszej, co wynika ze zna-
nych wczesniej wlasnosci pewnych stanéw grafowych. Pokazujemy takze ograniczenie
goérne na entropie splatania na brzegu przestrzeni anti-de Sittera, ktére jest wysycane
wlaénie dla rozwazanych stanéw AME, o ile rozwazane obszary maja elementy styczne.
W szczegblnosci pokazaliSmy, ze dla stanéw AME nasze ograniczenie odpowiada staw-
nemu wyrazeniu Ryu-Takayanagi, ktoére taczy entropie splatania pola konforemnego ze
stowarzyszona przestrzenia AdS.

. Badania nad kwantowymi drugimi prawami termodynamiki W erze miniaturyzacji i
rozwoju nowych oraz coraz bardziej precyzyjnych eksperymentalnych metod konstrukcji
nono-urzadzerh musimy odpowiedzie¢ sobie na pytanie jakie sa fundamentalne ograni-
czenia w ich funkcjonowaniu. W szczegdlnosci mozemy ograniczy¢ sie do maszyn termo-
dynamicznych, taki jak nano- lub nawet kwantowych silnikéw czy chtodnic, zapytac sie o
ich funkcjonowanie i by¢ moze odkry¢ nowe wlasnosci rézniace je od klasycznych odpo-
wiednikéw. Jest to niezwykle wazny problem teoretyczny, ktéry dotyka fundamentalnych
ograniczen natozonych prze nature — zbioru praw termodynamiki, ktére obowiazuja w
skali kwantowej. W artykule [P15] wykonaliSmy fundamentalny krok w kierunku ich
zrozumienia. Po raz pierwszy rozwazyliémy catkowicie kwantowy przypadek — badamy
ewolucje stanéw kwantowych posiadajacych koherencje w paradygmacie, gdy ekspery-
mentator ma dostep do kapieli cieplnej o temperaturze T i przeprowadza ewolucje uni-
tarna, ktéra komutuje z catkowitym Hamiltonianem (operacja termiczna). ZapytaliSmy
jakie sa ograniczenia na ewolucje elementéw pozadiagonalnych operatora gestosci przy
przejSciu pomiedzy réznymi stanami energetycznymi pod dzialaniem operacji termicz-
nych. Sa to de facto realnie drugie prawa termodynamiki dla elementéw pozadiagonal-
nych. PokazaliSmy, ze istnieja dwa rodzaje ograniczeri, jedne dla elementéw diagonal-
nych (termomajoryzacja) oraz drugie dla koherencji. Rozwazajac macierz prawdopodo-
biefistw przejscia pomiedzy poziomami energetycznymi wyprowadziliSmy ograniczenie
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goérne na warto$¢ modutu koherencji po transformacji w jezyku wartosci modutu ko-
herengji przed transformacja oraz prawdopodobieristwa przejScia pomiedzy poziomami
energetycznymi. W szczegdlnosci wykazaliSmy, Ze owo ograniczenie nie miesza kohe-
rencji pomiedzy soba oraz nie miesza koherencji z elementami diagonalnymi operatora
stanu. W przypadku kubitowycm udowodniliSmy, ze nasze ograniczenie jest wysycane
poprzez bezposrednia konstrukcje odpowiedniej unitarnej operacji termalnej. Jednakze
dla wymiaréw wyzszych wskazaliSmy konkretny tréjpoziomowy kwazi-cykl, dla ktérego
otrzymane przez nas ograniczenie nie moze zosta¢ wysycone. To umotywowalo nas do
wprowadzenia szerszej klasy operacji termicznych zwanych wzmocnionymi operacjami
termicznymi.
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