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Recenzja dorobku habilitacyjnego dr Ewy Tyszkowskiej pt.
,Dzialania grup skonczonych na powierzchniach Riemanna i Kleina”

Pani dr Ewa Tyszkowska ukonczyta studia magisterskie na kierunku matematyka w
1983 roku. Jej promotorem byt algebraik, prof. A. Skowronski. W nastepnych latach byta
nauczycielem w szkotach az do 2001 roku (przez 18 lat). Od roku 2001 pracuje na
Uniwersytecie Gdanskim jako pracownik naukowo-dydaktyczny. W 2006 roku obronita tam
rozprawe doktorskg pt. ,p-hipereliptyczne powierzchnie Riemanna 1 ich grupy
automorfizméw” napisang pod kierunkiem prof. G. Gromadzkiego. Jej poczatkowe
wyksztatcenie algebraiczne przyniosto dobre rezultaty w dziedzinie matematyki, ktora zajeta
sie pod kierunkiem prof. G. Gromadzkiego — badaniem grup automorfizméw powierzchni
Riemanna i ogoélnie powierzchni Kleina metodami algebraicznymi.

jak wiadomo z klasycznych rozwazan, kazda powierzchnia Riemanna (na mocy
twierdzenia o uniformizacji) jest przestrzenig orbit dzialania pewnej grupy automorfizmow
standardowych jednospdjnych powierzchni Riemanna: sfery Riemanna C, ptaszczyzny
zespolonej C lub kota jednostkowego K (ta ostatnia powierzchnia Riemanna jest izomorficzna
z gorng otwartg polptaszczyzna H). Poniewaz petnymi grupami automorfizmow tych
powierzchni sa odpowiednie grupy homografii, to badanie powierzchni Riemanna sprowadza
sie do badania podgrup grupy homografii (podgrup Fuchsa) i ich przestrzeni orbit. Grupy
Fuchsa uniformizujgce powierzchnie Riemanna dzialaja bez punktow statych i oczywiscie
zachowuja orientacje (jako odwzorowania holomorficzne). Jesli zrezygnujemy z tych zatozen
i rozwazymy takie podgrupy, ktore dziataja dyskretnie i majg zwarte przestrzenie orbit
(nazywane sg one NEC grupami), to otrzymamy nowg, SZerszg klase powierzchni zwanych
powierzchniami Kleina. W te] klasie oprocz zwyklych powierzchni Riemanna wystepuja
rowniez klasyczne nieorientowalne powierzchnie, takie jak butelka Kleina czy wstega
Mobiusa. Moga to by¢ rowniez powierzchnie z brzegiem. Powierzchnie Kleina mozna réwniez
zdefiniowa¢ za pomocg dianalitycznych atlasow (przejécia miedzy mapami mogg by¢ albo
analityczne albo antyanalityczne). Badanie powierzchni Kleina (w szczegolnosci powierzchni
Riemanna) jest waznym dziatlem analizy zespolonej jednej zmiennej. Jest to obszerna galaz,
ktorej korzenie siggaja XIX wieku. W tej dziedzinie, poczgwszy od doktoratu, mieszcza si¢
osiagniecia dr Ewy Tyszkowskiej.

Wymienia ona w swoim dorobku 23 artykuty naukowe, wszystkie dotyczga wymienionej
powyzej dziedziny. Badane s3g w nich grupy automorfizméw powierzchni Riemanna i Kleina
metodami algebraicznymi wykorzystujacymi teori¢ NEC grup. Wedlug miarodajnej, z punktu
widzenia matematyki, bazy MSN Amerykanskiego Towarzystwa Matematycznego
Kandydatka ma indeks Hirscha 4, liczbg cytowani 57 przy 21 wymienionych pracach. Prace
opublikowane sa w dobrych czasopismach (4 z osiggnigcia naukowego w czasopismach za 100
punktow). Artykuly spoza osiagniecia naukowego dotycza tej samej tematyki: badania
powierzchni Riemanna i Kleina metodami algebraicznymi, w szczegdInosci topologicznej



klasyfikacji dziatan grup skonczonych na tych powierzchniach, zbioréw punktéw statych
automorfizmow, typéw symetrii itp.

Teraz omowie rezultaty zawarte w artykulach osiggniecia naukowego. Poniewaz nie
jestem ekspertem w tej dziedzinie, to omdwig je tylko pokrétce.

W najnowszej pracy [H1] Kandydatka bada wiele zagadnien zwiazanych z
powierzchniami Kleina przedstawiajac je w postaci /A dla pewnej powierzchniowej NEC
grupy A. Istotng nowoscig tych badan jest zastosowana metoda nakry¢ (inna w stosunku do
algebraicznych metod stosowanych przez innych autoréw). Otrzymuje ona wyniki dotyczace:

1. brzegu powierzchni #/A’ dla dowolnej normalnej podgrupy A’cA i w konsekwencji

przedstawienia tej podgrupy,

2. topologicznej rownowaznosci dziatan roznych grup na powierzchniach Kleina,

3. punktow statych automorfizméw powierzchni Kleina,

4. nowych dowoddw znanych twierdzen o NEC grupach.
Praca ta $wiadczy o samodzielnos$ci 1 dojrzalosci autora. Zastosowanie metody nakryé, mimo
ze jest to metoda znana i od dawna stosowana, do otrzymania nowych rezultatow i innych
dowodéw znanych, podstawowych twierdzen calej tej teorii $wiadczy o tym dobitnie.
Potwierdza, ze autorka rozumie i doskonale orientuje si¢ w calej tej teorii.

W pracy [H2] podana jest topologiczna klasyfikacja konforemnych dziatan grup
skonczonych na tak zwanych cyklicznych p-gonalnych powierzchniach Riemanna dla dowolnej
liczby pierwszej p. Takie powierzchnie sg p-listnymi regularnymi, rozgatezionymi nakryciami
sfery Riemanna C.

Praca [H3], napisana wspolnie z ekspertem w tej dziedzinie A. Weaverem, dotyczy tzw.
eliptyczno-hipereliptycznych powierzchni Riemanna charakteryzujacych sie tym, ze posiadajg
one konforemna inwolucje dla ktorej przestrzen orbit jest powierzchnig rodzaju 1. W pracy
badane sa powierzchnie eliptyczno-hipereliptyczne dla ktoérych grupa konforemnych
automorfizméw G ma tréjkatng sygnature, co oznacza, ze X/G jest sferg Riemanna i naturalna
projekcja X = X /G jest rozgateziona doktadnie nad 3 punktami sfery. Wyznaczono liczbe
symetrycznych takich powierzchni (tzn. posiadajagcych symetrie rozumiane jako
antykonforemne inwolucje) oraz opisano ilosciowo i jakosciowo zbiory punktéw stalych
symetrii.

W pracach [H4], [H5], [H6] badana jest ciekawa rodzina powierzchni Riemanna. Dzigki
temu, ze powierzchnie Riemanna odpowiadajg krzywym algebraicznym definiowanym przez
réwnania wielomianowe o wspoétczynnikach zespolonych, mozna w przestrzeni moduli M, klas
konforemnych rownowaznie powierzchni Riemanna rodzaju g zdefiniowa¢ naturalng
inwolucje przeksztalcajgca krzywg opisang danym rownaniem na inng opisang tym samym
robwnaniem ze sprzezonymi wspotczynnikami. Punkty stale tej inwolucji nazywane sa
zespolonymi krzywymi algebraicznymi z rzeczywistymi modutami W szczego6lnosci sg takimi
krzywe algebraiczne opisane rownaniami o wspdtczynnikach rzeczywistych, odpowiadajace
symetrycznym powierzchniom Riemanna. Okazuje sie, ze istniejg inne punkty state tej inwolucji
niedajace si¢ zdefiniowac przez réwnania o wspotczynnikach rzeczywistych. Nazywane sg one
pseudo-rzeczywistymi  powierzchniami  Riemanna. Udowodniono, ze sg one nakryciami
rzeczywistych powierzchni Riemanna i1 charakteryzujg sie¢ istnieniem antykonforemnego
automorfizmu. W pracy [H4] podane sa warunki konieczne 1 wystarczajgce istnienia takich
powierzchni rodzaju g > 2 z pelng grupa automorfizméw Z,,, dlan = 1 lub n bedacego liczba
pierwszg. W pracy [HS5] badany jest ten sam problem istnienia pseudo-rzeczywistych
powierzchni Riemanna przy ogdlniejszych zalozeniach (istnienie antykonforemnego
automorfizmu rzedu 4k, k > 1). Znaleziono tez wszystkie mozliwe wartosci p i ¢ dla p-
hiperelitycznych inwolucji 1 (g,7)-gonalnych automorfizméw tych powierzchni.

W pracy [H6] badane sg dzialania grup skonczonych na dwoch powierzchniach
Riemanna tego samego rodzaju z ktérych jedna jest symetryczna a druga jest pseudo-



symetryczna. Wyniki oparte sa na rozwigzaniu problemu: dla jakich skonczonych grup H
dziatajacych na pewnej powierzchni Riemanna X, mozna skonstruowa¢ dziafania grup H X
Z, i H x D,, na powierzchni Riemanna X tego samego rodzaju co X

Prace [H7], [H8] wiaza teorie powierzchni Kleina z teorig algebr Clifforda. W pierwszej
pracy udowodniono, ze dowolna powierzchnia Kleina Y algebraicznego rodzaju d>1 jest
izomorficzna z przestrzenig orbit dzialania multyplikatywnej podgrupy pewnej algebry
Clifforda na powierzchni Riemanna rodzaju 1+ 2%*!(d —1). Takie dziatanie nazwano
dziataniem Clifforda definiujacym powierzchnie Y. Pozwolilo to na znalezienie reprezentacji
grupy podstawowej powierzchni Y poprzez wykorzystanie reprezentacji  Spinorowej
odpowiedniej algebry Clifforda. W drugiej pracy wprowadzono porzadek czesciowy na zbiorze
wszystkich powierzchni Kleina oparty na dziataniach Clifforda definiujgcych te powierzchnie.
Nastepnie udowodniono, ze dowolna powierzchnia Kleina Y moze by¢ zdefiniowana
indukcyjnie przy wykorzystaniu dzialania Clifforda definiujacego element minimalny fancucha
do ktérego Y nalezy.

Pozostale artykuly naukowe, niewchodzace w sktad osiggnigcia naukowego, dotycza tej
samej tematyki - badania powierzchni Riemanna i Kleina w tych samych aspektach: dziatania
grup na tych powierzchniach, w szczegélnosci grup automorfizmoéw, zbioru punktow statych
itp. Sprawia to wrazenie pewnej monotonicznosci, braku szerszych horyzontow, braku checi
rozszerzenia tematyki lub przynajmniej powigzania z innymi dziatami matematyki. Jedynie
dwie ostatnie prace osiggniecia naukowego rozszerzajg tematyke na teorig algebr Clifforda.
Jednak wszystkie prace dotycza konkretnych, naturalnych probleméw teorii. Sg one bardzo
szczegolowe, techniczne z narzuconymi wieloma zalozeniami. Z tego powodu sg to wyniki
szczegotowe. Sg one skomplikowane technicznie, cho¢ czgsto zdarza sig to w twierdzeniach
klasyfikujacych pewne klasy obiektow. Rozszerzajg one jednak wiedzg w klasyczne; teorii
powierzchni Riemanna i nowszej teorii powierzchni Kleina. Oczywiscie wymagaja one duzej
bieglosci i znajomosci tematyki. Jak zauwazytem powyzej $wiadezy to o dojrzatosci naukowe;j
Kandydatki.

Kandydatka brata udzial w grantach, cho¢ nie miala samodzielnych. Wspotpracowata
ze znanymi ekspertami w tej dziedzinie: A. Weaverem, E. Bujalancem i G. Gromadzkim.
Referowala swoje osiagniecia na wielu konferencjach migdzynarodowych.

Podsumowujac uwazam, ze osiggniecia dr Ewy Tyszkowskiej wniosty istotny wkiad w
rozwdj dziedziny matematyka i z przekonaniem popieram wniosek o nadanie jej stopnia
doktora habilitowanego w dziedzinie matematyki.
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