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5 Omoéwienie celu naukowego/artystycznego ww. pracy/prac i osia-
gnietych wynikéw wraz z oméwieniem ich ewentualnego wyko-
rzystania

5.1 Wstep

Nasza epoka jest swiadkiem ogromnego postepu w kosmologii, w ktérej dystrybucja struktur o wielkiej
skali we wszech$wiecie i promieniowania pozostatego z wielkiego wybuchu sa mierzone z niespotykana dotad
precyzja. Dane te zawieraja mnéstwo informacji na temat ewolucji i skladu wszechswiata w okresie od
najwczesniejszych znanych do dnia dzisiejszego.

W miedzyczasie, w poprzednim stuleciu nastapil rownoleglty rozwdj dwdch teorii fizycznych, z ktérych
kazda posiada niebywaly potencjal by wyjasni¢ pewne zjawiska. Pierwszg z nich jest ogdlna teoria wzgledno-
$ci Einsteina (dalej okreslana skrétem GR), ktéra opisuje grawitacje przy pomocy zakrzywienia przestrzeni
(identyfikujac pole grawitacyjne z sama czasoprzestrzenia). Teoria ta zostala poddana wszelkim testom
w Ukladzie Stonecznym, a niedawno otrzymata dalsze poparcie dzieki bezposredniemu wykryciu fal gra-
witacyjnych, ktére przewidywala. Druga teoria jest Model Standardowy (dalej zwany: SM) fizyki czastek
elementarnych, ktéry nie tylko odniést nadzwyczajny sukces w opisywaniu danych o czastkach w momencie
ich powstania, ale z powodzeniem przewidzial istnienie rozmaitych czastek, z ktérych ostatnia jest bozon
Higgsa.

Jednakze, jego istnienie stwierdzono w skali rozciagajacej sie od galaktyk do gromad galaktyk w kosmosie,
w ktérym zastosowanie GR wraz z modelem SM daje prognozy sprzeczne z danymi. W kazdym z tych
przypadkéw materia widoczna zachowuje sie tak, jakby istniala jakas dodatkowa, niewidzialna materia,
ktéra emituje pole grawitacyjne.

Co ciekawe, ogromna ilo$¢ tej materii kosmicznej — zwanej ciemng materia (dalej zwana: DM) — jest
kilkakrotnie wigksza od iloci materii znanej w ramach SM.



Problem DM zapoczatkowal badania teoretyczne na duza skale. Ograniczenia kosmologiczne i astrofi-
zyczne wskazuja, ze DM nie sktada sie ze sktadnikéw istniejacych w SM. Wiekszos¢ poszukiwan kandydatéw
na DM koncentrowalo sie na badaniu nowych obszaréw fizyki czastek, ktore wykraczaja poza SM, takich jak
neutrina sterylne, najlzejsze supersymetryczne czastki partnerskie LSP i aksjony.

Wiele wysitku wlozono w wykrywanie sygnatur czastek-kandydatow na DM. Jednak, do dzi$ nie ma
powszechnie akceptowanych dowodéw na istnienie takich podpiséw.

Wszystkie znane efekty przypisywane ciemnej materii (DM) sa obserwowane poprzez jej wplyw na pole
grawitacyjne, a tym samym ruch materii, na przyktad orbity gwiazd w galaktykach lub soczewkowanie gra-
witacyjne swiatta w poblizu galaktyk. Dlatego mozliwe jest, ze efekty DM nie pochodza z nowych czastek,
ale z alternatywnego modelu pola grawitacyjnego wytwarzanego przez znane zrédla materii. W pewnym
sensie nie jest to nowa sytuacja w fizyce. W 1846 roku odkryto planete Neptun, ktérej istnienie postulowano
weczesniej, gdy wykorzystano teori¢ grawitacji Newtona do modelowania jego zaburzajacego wplywu Neptuna
na orbite Urana. Kilkadziesiat lat pézniej zaproponowano hipotetyczna planete Vulcan, majaca by¢ Zzrédlem
rozbieznosci miedzy obserwowang precesja peryhelium Merkurego a przewidywaniami teorii Newtona. Jed-
nakze slynne rozwigzanie tego problemu nie wynikalo z odkrycia nowej materii materii, ale z modyfikacji
prawa Newtona, ktore bylo implikacja GR.

W kosmologii istnieje inny, niezalezny i nierozwiazany problem, ktéry przypomina stopniowe odkrywa-
nie elementéw Uktadu Stonecznego. Biorac pod uwage ogromne iloéci czastek SM we wszech$wiecie i DM, a
takze ‘standardowe’ sprzezenia miedzy materia a grawitacja, teoria GR przewiduje geometrie wszechswiata w
przesztosci. Zgodnie z GR, gdy cofamy sie w czasie wszech$wiat osiaga coraz wyzsze temperatury i krzywizne
czasoprzestrzeni az do punktu, w ktérym ten klasyczny opis czasoprzestrzeni przestaje dziala¢. W ten sposob
ksztaltuje sie historia ‘ekspansji’ wszech$wiata trwajaca okoto 13,7 miliardéw lat [E110]. Na nocnym niebie
mozemy odkry¢ pozostatosci promieniowania z wezesnego wszech$wiata nazywane mikrofalowym promienio-
waniem tla (CMB). Jego temperatura jest jednakowa na calym niebie wylacznie z niewielkim odchyleniami.
Jest to problematyczne dla powyzszej historii kosmosu poniewaz fotony CMB, powstale w uniwersum, a
ostatecznie docierajace do Ziemi z przeciwnych kierunkéw nieba mogly pochodzi¢ z regioné6w kosmosu, ktore
nigdy nie mialy stycznosci przyczynowej zgodnie z GR i zakladang zawartoscia materii. Jest to problem ho-
ryzontu CMB; ktérego rozwiazanie przyjmuje posta¢ inflacji kosmicznej, czyli okresu ekstremalnie szybkiej
ekspansji we wezesnym Wszechéwiecie wynikajacym z nowych stopni swobody w fizyce. Rozwiazanie nie tylko
pokonuje problem horyzontu CMB, ale wydaje sie rowniez, ze modele inflacji, zawierajace kwantowe fluktu-
acje prozniowe nowych stopni swobody, dobrze wyjaéniaja poczatek pierwotnych niejednorodnosci rozktadu
materii w uniwersum, ktére nastepnie ewoluuja, tworzac galaktyki. Aktualne dane nie zapewniajg rozroz-
nienia pomiedzy inflacja kosmiczna z pola nowej materii w fizyce [E80], efektem nieminimalnego sprzezenia
znanej materii i grawitacji [E69], a modyfikacjami teorii Einsteina [E12].

Seria habilitacyjna dotyczy dwéch zestawéw modeli, wspoltworzonych przez wnioskodawce, ktore maja na
celu rozszerzenie Ogdlnej teorii wzglednosci o efekt ciemnej materii jak przejaw grawitacji. Wszystkie modele
maja wspolng ceche, to znaczy symetria Lorentza jest lamana spontanicznie na poziomie ich rownan pola.
Prowadzi to do okredlenia preferowanego kierunku/stanu spoczynku w kazdym punkcie czasoprzestrzeni.
Modele te dziela si¢ na dwa typy:

e Typ A: Sa to modele, w ktérych grawitacyjne stopnie swobody wynikaja z opisu czasoprzestrzeni
zgodnego z geometria Cartana, a nie z opisu opartego na geometrii Riemanna. Jednak ciekawe jest,
ze zostanie wykazane powstawanie metryki czasoprzestrzeni i przedtuzenia do GR zawierajacego efek-
tywna sktadowa materii podobnej do DM.

« Type B: Sa to modele, w ktorych opis geometryczny grawitacji pozostaje podobny do opisu w GR,
ale s3 w nim nowe, dodatkowe pola w wycinku grawitacyjnym. Obok tensora metrycznego g, , ktéry
wystepuje w GR, dodatkowo postuluje si¢ pare pol (¢, A,). Efekt tych nowych stopni swobody bedzie
przypominal DM w kosmologii, przy czym ciekawe jest, ze bardziej przypomina zalamanie granicy
newtonowskiej GR w rezimie stabych pél grawitacyjnych.

5.2 Motywacja i cele

Celem serii publikacji jest zbadanie koncepcji méwiacej, ze efekty przypisywane DM sa raczej spowodowane
w pewnej czeSci przez interakcje miedzy znang materia a polem grawitacyjnym lub czasoprzestrzenia, a
czynnik ten nie jest uwzgledniany przez GR.



Zostana zbadane dwa modele grawitacji, ktére wspottworzyt wnioskodawca. Kazdy model moze by¢
uwazany za rozszerzenie GR w tym sensie, ze kazdy model moze przypomina¢ GR w pewnych rezimach,
wskutek czego spelnia te same ograniczenia eksperymentalne, co GR.

W standardowym modelu kosmologii, DM o duzej skali przewyzsza (masowo) calo$é materii SM okolo
szesciokrotnie [E110], zatem rozwdj w naszym rozumieniu efektéw przypisanych DM oznaczalby znaczny
postep w zrozumieniu skladnikow wszech§wiata. Analizujac, czy niektére z tych efektéw moga byé¢ spowodo-
wane nowymi stopniami swobody w sektorze grawitacyjnym, wszelkie przekonujace wyniki w tym kierunku
musialyby poglebié¢ nasze zrozumienie pola grawitacyjnego lub czasoprzestrzeni. Miatoby to kluczowe zna-
czenie dla otwartych pytan, takich jak natura grawitacji jako teorii kwantowej. Chociaz wyjasnienie DM
w ramach rozszerzen do GR jest ,mniej uczeszczana drogg”, znaczenie efektu DM w naszym wszechswie-
cie i nieuniknione postepy teoretyczne, ktére towarzyszylyby sukcesowi w tej dziedzinie badan, jest silng
motywacja.

Seria prezentowanych publikacji dotyczy dwdch niezaleznych rozszerzen GR wspéttworzonych przez wnio-
skodawce. Szczegotowe cele tych publikacji mozna podsumowaé¢ w nastepujacy sposob:

o Wprowadzenie nowatorskich rozszerzei do GR [H1, H2, H4].

o Opracowanie rozwiazan dla tych modeli [H3, H5, H9]. W tym przypadku celem jest albo a) uzycie
rozwiazai do poréwnania prognoz modelu z ograniczeniami obserwacyjnymi, albo b) uzycie rozwia-
zan do scharakteryzowania zdrowia modelu, na przyktad szukania odpowiedzi na pytanie, czy model
zachowuje sie patologiczne w sensie klasycznym lub sensie mechaniki kwantowej.

o Opracowanie sformulowania kanonicznego/hamiltonowskiego tych modeli. Pozwala na wyprowadzenie
waznych, ogdlnych wynikéw dotyczacych modeli jako klasycznych teorii grawitacji (na przyklad liczby
rozchodzacych sie stopni swobody, wladciwosci stabilnodci), ujmuje réwnania ruchu teorii w formie
(ré6wnania ruchu Hamiltona), ktéra moze poméc w opracowaniu rozwiazan analitycznych i numerycz-
nych i jest potencjalnie waznym krokiem w kierunku przyszlych modeli [H7, HS].

o Uogdlnienia modeli i badania ich podstaw teoretycznych [H6].

5.3 Streszczenie
5.3.1 Modele typu A

Opracowanie przez Einsteina Ogolnej teorii wzglednosci zapowiadato niezwykly wynik: przestrzen i czas naj-
wygodniej jest traktowac¢ jako scalony obiekt, czyli czasoprzestrzen, ktéra jest polem grawitacyjnym. Ein-
stein byl w stanie wykorzysta¢ matematyczne narzedzia geometrii Riemanna do opisania czasoprzestrzeni
jako czterowymiarowej rozmaitosci, na ktérej jest zdefiniowana (pseudo-) riemannowska metryka g,,. W
pewnym punkcie czasoprzestrzeni metryka podaje informacje o lokalnych odlegtosciach fizycznych, nato-

miast pochodne metryki umozliwiaja budowe potaczenia lo“zy (g,09), ktére mozna wykorzystaé¢ do okreslenia

pochodnych kowariantnych pél tensorowych na rozmaitosci. Wreszcie inny tensor oparty na f‘fw(g,ag) i
jej pochodnych, czyli tensor krzywizny Riemanna R’ ., charakteryzuje ‘brak plaskosci’ czasoprzestrzeni.
Fizycznym przejawem tego jest oddzialywanie grawitacyjne, ktére obserwujemy.

Ten opis grawitacji okazal sie niezwykle skuteczny, jednak dotycza go powyzsze zastrzezenia, wymie-
nione w Sekcji 5.1, odnoszace sie do potrzeby wprowadzenia nowych form materii, gdyz wyjasnityby one
rozklad i dynamike pod dzialaniem grawitacji znanej materii we wszechswiecie. Jesli DM i inflacja ko-
smiczna wskazujg na niedociagniecia w naszym rozumieniu pola grawitacyjnego, moze by¢ tak, ze jego opis
w kategoriach geometrii Riemanna, a mianowicie jego opis wylacznie za pomoca tensora metrycznego g,
moze by¢ przyblizeniem nawet w klasycznej grawitacji. Bedziemy argumentowac, ze alternatywne sformuto-
wanie geometrii rézniczkowej opracowane przez francuskiego matematyka Elie Cartana [E32] umozliwi opis
pola grawitacyjnego, ktore rozszerza GR. o te stopnie swobody, ktére mogg prowadzi¢ do waznych implikacji
fenomenologicznych. W szczegdlnoéci skoncentrujemy sie na modelu, ktéry moze by¢ istotny dla problemu
DM.

W sekcji 5.4.1 przedstawiamy krétkie wprowadzenie do geometrii Cartana i jej zastosowania w opisie
pola grawitacyjnego. W sekcji 5.4.2 opracowujemy zestaw modeli grawitacji opartych na regutach geometrii
Cartana, a poprzez analize hamiltononianu i analize kanoniczna pokazujemy, ze okreslony podzbiér modeli
zapewnia rozszerzenie do GR i dodaje efektywny czton typu DM do réwnan pola grawitacyjnego. W sekcji



5.4.3 modele te sa badane z innej perspektywy: rozwazamy je jako wynik ‘cechowania’ niegrawitacyjnych
teorii fizycznych, ktére jednak wykazuja symetrie dyfeomorfizmu czasoprzestrzeni. Przeglad fenomenologii
modeli i zakres uogélnienia modelu podano w sekcji 5.4.4.

Wyniki w kontekscie:  MacDowell i Mansouri [E9] dokonali niezwyklego odkrycia, ze Ogdlna Teo-
ria Wzglednosci moze by¢ interpretowana jako spontanicznie zlamana teoria cechowania grupy de Sittera
(S0O(1,4)) grupy anty-de Sittera (SO(2,3)), przy czym koncepcja ta zostala wkrétce potem znacznie roz-
winieta przez Stelle i West [E13]. W tych ramach grawitacja moze by¢ opisana jako pole lub polaczenie
cechowania, ktore jest wartoSciowane w algebrze Liego jednej z tych grup, wraz z grawitacyjnym polem
‘Higgsa’, ktére rozklada symetrie na symetrie grupy Lorentza (SO(1, 3)). Nalezy je uwazaé za symetrie ‘we-
wnetrzne’ i niezalezne od symetrii dyfeomorfizmu czasoprzestrzeni powszechnie obecnej w teorii grawitacji.
Zwiazek pracy z [E13] z podejsciem Cartana do geometrii zostal szczegélowo zbadany w artykule serii [H1].

Chociaz matematyczne skladniki w podejsciu takim, jak [E13] bardzo przypominaja teorie cechowania
istniejace w fizyce czastek stalych, istniala kluczowa réznica. Mianowicie, przyjeto, ze pole ‘Higgsa’ jest
niedynamiczne i nie ma stopni swobody i ogdlnie tak je traktowano je w tej dziedzinie badan. Takie podej-
$cie wyraznie kontrastuje z polem Higgsa w modelu standardowym. Uwazam, ze moim bardzo znaczacym
osiagnigciem, jakiego dokonalem w tej dziedzinie jest odkrycie kilku modeli grawitacji z geometriag Cartana,
w ktérych pole Higgsa jest rzeczywiscie polem dynamicznym, ktére wprowadza fascynujaca fenomenologie,
ktéra moze byé zwiazana z otwartymi problemami kosmologii, np. naturg DM.

5.3.2 Modele typu B

Najwczes$niejsze dowody na istnienie DM pochodza nie z najwigkszych obiektéw we Wszechéwiecie, ale z
systeméw astrofizycznych, takich jak gromady galaktyk, w ktérych stwierdzono, ze galaktyki wydawaly sie
byé pod wplywem grawitacyjnym wiekszym niz moglyby wytworzyé same z siebie [E1, E2, E3]. Podobne
zjawisko na mniejsza skale obserwowano p6zniej w odniesieniu do ruchu gwiazd w poszczegdlnych galaktykach
[E8, E11]. Milgrom zaproponowal [E15, E16, E17], ze ten ostatni efekt moze wynikaé¢ z modyfikacji inercji
lub dynamiki barionéw albo prawa grawitacji dla przyspieszei mniejszych niz ag ~ 1.2 x 1071%m/s2. Ten
ostatni element jest dalej badany w [E18], gdzie jesli gradienty potencjalu grawitacyjnego ® sa mniejsze niz
ag, grawitacja nierelatywistyczna jest efektywnie opisana réwnaniem

. V| -
AV <|V|V(I)> = 47TGNp. (1)

ao

G\ jest tutaj stalg grawitacyjna Newtona, a p jest gestoscia materii. Modele te sa okreslane jako zmodyfi-
kowana dynamika Newtona (zwana dalej: MOND).

Wiele pracy wlozono w okreslenie astrofizycznych konsekwencji MOND, i jej spdjnosci z danymi [E76].
Jest ona z natury nierelatywistyczna, a zatem niemozliwa do przetestowania w wielu rezimach, w ktorych
wiadomo, ze GR wyjasnia zjawisko grawitacyjne i w warunkach kosmologicznych, w ktorych systemy takie
jak CMB wymagaja traktowania relatywistycznego. Ponadto, w przypadku braku w pelni relatywistycznego
‘sfinalizowania’, nie wiadomo, kiedy (1) ma si¢ zalamaé. Mozna to poréwnaé do sytuacji newtonowskiej
granicy GR, gdzie GR doktadnie wyjasnia, kiedy poprawki do teorii Newtona staja sie niezbedne. Dlatego,
aby przetestowaé¢ réwnanie (1) nalezy opracowaé w pelni relatywistyczne teorie, ktérych réwnania pola
redukuja sie do tej formy przy odpowiedniej granicy. Przykladami takich teorii sa modele typu B. Modele
te sa szczegodlnie godne uwagi, poniewaz stanowia pierwsze modele grawitacyjne, ktére nie tylko upraszczaja
sie do réwnania (1) przy odpowiednich wartosciach granicznych, ale takze sa realna alternatywa dla DM w
najwiekszych skalach kosmicznych.

W sekcji 5.5.1, zbadamy ogodlna klase modeli, ilustrujaca, jakie warunki musza spelia¢ modele, aby fale
grawitacyjne rozprzestrzenialy sie z predkoscig swiatta. Jest to niezwykle wazne ograniczenie dla teorii zmo-
dyfikowanej grawitacji. W sekcji 5.5.2 zaproponujemy bardziej precyzyjny zestaw modeli (modele AeST) i
wykazemy, ze sa to modele, ktére posiadajg granice MOND w odpowiednim rezimie i ktére opisuja wielkoska-
lowe dane kosmologiczne rownie dobrze jak standardowy model kosmologiczny, jednak bez DM. Odtworzenie
tego wyniku i granicy (1) w tych samych ramach teoretycznych jest niewatpliwie znaczacym osiagnieciem.
W sekcji 5.5.3 badana jest stabilno$¢ przestrzeni Minkowskiego w modelach AeST, natomiast w sekcji 5.5.4
opracowano pelne niezaklécajace hamiltonowskie sformutowanie modeli. Na koniec w Sekcji 5.5.5, pokrotce
omowiono szereg dalszych wynikéw kosmologicznych opartych na modelach AeST.



Wyniki w kontek$cie: MOND zostal zaproponowany jako nierelatywistyczna modyfikacja grawitacji
w 1983 roku, kiedy dane dotyczace wielkoskalowej struktury Wszechswiata byly bardzo ograniczone. W
nastepnych dziesiecioleciach, w szeregu eksperymentéw (na przyklad COBE [E29], WMAP [E40], oraz Planck
[E111]) z coraz wieksza dokladnoscia mierzono obserwowalne zjawiska, takie jak wzor anizotropii w CMB.
Na obrazie, ktory si¢ wytonil, GR wraz ze znacznym wkladem DM i stalg kosmologiczna A byly doskonale
dopasowane do danych. DM jest nieodzowng czescia standardowego modelu kosmologii, co doprowadzito
do powszechnego przekonania w tej dziedzinie, ze nawet jesli modyfikacja prawa Newtona (1) moze by¢
osadzona w calkowicie relatywistycznej teorii grawitacji, jest malo prawdopodobne, aby taki model mogt z
powodzeniem opisa¢ wyniki z kosmologii precyzyjnej. Niezaleznie od tego, obserwacja, ze predkos¢ grawitacji
jest z duza dokladnoscia réwna predkosci swiatta, doprowadzila do stwierdzeni [E101] ze relatywistyczne
zakonczenia (1) prawdopodobnie bylyby w konflikcie z danymi.

Model typu B opisane w serii sa dowodem na istnienie teorii grawitacji majacych fenomenologie MOND,
fal grawitacyjnych, ktére rozprzestrzeniaja sie z predkoscia $wiatla, i ktére z powodzeniem opisuja dane
kosmologiczne bez dodawania DM.

5.4 Model A
5.4.1 Geometria i grawitacja Cartana

Geometria Riemanna stanowi matematyczng podstawe Ogdlnej Teorii Wzglednoéci Einsteina. Reprezentacja
metryczna geometrii Riemanna sklada si¢ z pary zmiennych {g,,., Ffw}. Tensor metryczny g, koduje wszyst-
kie informacje o odleglosciach migdzy punktami na rozmaitosci, natomiast koneksja afiniczna I';,, koduje
informacje o réwnoleglym transporcie wektoréow stycznych u*, jak réwniez umozliwia budowe pochodnej
kowariantnej V,, dzialajacej na tensorach. Pojeciowo g, and I'}, sa niezaleznymi obiektami. Jednak w
geometrii Riemanna koneksja I'f),, musi by¢ zgodna z metryka i wolna od skrecenia:

e Zgodnos¢ metryczna: Vg = 0pgun — 1,900 — 17,900 = 0.

o Skrecenie rowne zero: I, —I'), =0

Koneksja afiniczna moze zatem by¢ jednoznacznie okreslona na podstawie metryki

o 1 -
FZV = §gp <8,ugau + 6Vguo - 8ag;w) (2)

i staje sie naturalne spojrzenie na metryke jako zmienna podstawowa, a na koneksje afiniczna jako wielko$é
drugorzedna i pochodna.

Alternatywne podejécie autorstwa Cartana [E32] jest uogdélnieniem intuicyjnego sposobu sondowania
geometrii powierzchni. Rozwazmy zakrzywiona powierzchnie dwuwymiarowa. Jesli chcemy poznaé diugosé
$ciezki miedzy dwoma punktami na tej powierzchni, mozemy sobie wyobrazi¢ piltke, ktora przetaczamy
wzdluz Sciezki (bez podlizgu i skrecania). Dlugosé krzywej na potencjalnie skomplikowanej zakrzywionej
powierzchni zostaje w ten sposéb polaczona ze zbiorem nieskonczenie malych obrotéw pitki. Dodatkowo
[H1] mozna wykazaé, ze wewnetrzna krzywizna tej powierzchni w pewnym punkcie odpowiada liczbie obro-
téw pitki po przetoczeniu (bez poslizgu lub skrecenia) wokdl malej petli majacej poczatek i koniec w tym
punkcie. Na przyktad rozwazmy dwuwymiarowa powierzchnie koordynowana wspotrzednymi z* osadzona w
tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej R® (koordynowana przez wspétrzedne euklidesowe X4 7z metryka
euklidesows 6 4p). Kula umieszczona na powierzchni w punkcie p; definiuje wektor V4 (p1) odpowiadajacy
linii, ktorej kwadrat dtugoéci to §4pVAVE 1. Jedli kula jest toczona do znajdujacego sie blisko punktu po,
wowczas stycznoéé pitki z powierzchnia definiuje nowy wektor

VA(pe) = VA(p1) + 0, VA (p1)dz" + ... (3)

gdzie kropki oznaczaja wyrazy wyzszego rzedu w maltych przyrostach wspotrzednych dz#. Z kolei pierwotny
wektor V4 (p1) zostal ‘przetoczony’ przez obrét kuli i mozemy okredlié ten przetoczony wektor Vi(p2) W
punkcie po tak, aby byl powiazany z jego pierwotna wartoscia w p; wzorem

W tym miejscu i caltym tym dokumencie bedziemy uzywaé konwencji sumowania Einsteina, zgodnie z ktéra sumowanie
odbywa sie po powtarzajacych si¢ indeksach.



V\A(Pz) :VA(p1) —AABH(pl)VB(Sx“—F... (4)

Zwr6émy uwage, ze przetaczanie zachowuje norme wektora, stad VA|(p2)V|A(p2) = Va(p1)VA(py) 2. Nastep-
nie uzycie (4) prowadzi do:

AB _ BA
ATT = —APT, (5)
Jedli powierzchnia ma metryke g,,, to nieskonczenie mala $ciezka laczaca p; i p» ma kwadrat dlugosci
553 = g 0" dz”. Poniewaz kula zostata przetoczona bez poslizgu, jej tor powinien by¢ kwadratem dlugosci

huku o nieskonczenie matej dlugosci 55% lezacego obok kuli, gdzie

b5 = dap(VA(p2) — Vi (p2) (VE (p2) — Vi® (p2))
= 045D, VAD, VB2l 52" (6)
D,VA=09,VA+ Aty VP (7)

Uzycie tozsamosci 533 = 55127 czesciowo ustala symbole A4 By Przy czym odpowiada to toczeniu kuli bez
poslizgu w tym obrazie wlozenia. Krzywizna powinna by¢ miara tego, jak bardzo pitka zostala obrdcona
podczas toczenia po Sciezce. Ten fakt odpowiada toczeniu sie rowniez bez poslizgu, dzieki czemu zostaje
ustalona reszta A%p, [H1].

W ten sposéb geometri¢ powierzchni mozna scharakteryzowa¢ wyrazeniem {g,., (z), 15, ()}, lub réwno-
waznie zmiennymi {V4(x), A4, .(z)}. Proces toczenia mozna traktowaé jako obrét w przestrzeni 3D, ktéry
zalezy od polozenia x* na powierzchni, tj. serii lokalnych przeksztatcen SO(3). Nastepnie A4 (%) spelnia
role koneksji /pola cechowania, ktére moze stuzy¢ do skonstruowania pochodnej kowariantnej DHVA(J)) dzia-
lajacej na wektor V4 (z), ktéry rozréznia czesci koneksji A4 By ktore zawieraja informacje o metryce i czescl,
ktoére zawieraja informacje o krzywiznie. Rzeczywiscie mozna catkowicie pominaé obraz wlozenia i skonstru-
owaé opis geometrii na podstawie {V4(z), A4 5 u (2)}. Istotna cecha tych zmiennych jest duze podobienistwo
do matematycznych sktadnikéw spontanicznie zatamujacych sie teorii cechowania z modelu standardowego:
Aty ., Jest polem cechowania o wartosciach w algebrze Liego dla SO(3), natomiast V4 jest ‘grawitacyjnym’
polem Higgsa, ktorego niezerowa warto$¢ oczekiwana w prézni spontanicznie rozbija pierwotna symetrie
(tutaj SO(3)) na mniejszg symetrig¢ (SO(2)).

Transformacje w czterowymiarowej czasoprzestrzeni naszego wszech$wiata moga by¢ traktowane jako
lokalne przeksztalcenia SO(1,4) (grupa de Sittera) lub SO(2,3) (grupa anty-de Sittera), w ktérych je-
§li pole V4 w dynamiczny sposéb osiaga niezerowe przestrzenne (de Sitter) lub czasowe (anty-de Sitter)
wartosci oczekiwane, pozostaloSciowa symetria grawitacji jest lokalna symetria SO(1,3) (grupa Lorentza)
jak w sformulowaniu grawitacji Einsteina-Cartana. Mozna skonstruowac¢ dziatania dla pola grawitacyjnego,
ktére obrazuja te strukture [E10, E14]. W podejéciu [H1] nowatorskie byto uznanie V4 za pole rzeczywi-
écie dynamiczne, co odréznia je od wezeéniejszych podejsé [E14], ktére wiaza VA w taki sposéb, ze nie ma
dynamicznych stopni swobody. Niewatpliwie procedura ta jest sztuczna i bytaby analogiczna do uzycia wie-
z6w w elektrostabym polu Higgsa, co w zasadzie usuneloby bozon Higgsa z modelu SM. W [H1] wykazano,
ze modele grawitacji z geometriag Cartana i dynamicznym lamaniem symetrii SO(2,3) lub symetria cecho-
wania SO(1,4) moga prowadzi¢ do szeregu nowatorskich rozszerzei do GR. Na przyklad proste dzialanie
wielomianowe na polach {V4, A4, .} uwzglednia teorig skalarno-tensorowa Peebles-Ratra [015, E39], przy
czym rozszerzenie tego dzialania przynosi rozwiazania kosmologiczne wraz z klasyczng zmiang sygnatury
metrycznej z euklidesowej na lorentzowska we wezesnym Wszech$wiecie [O14].

Niezwykla cecha GR jest jej symetria lokalnego dyfeomorfizmu czasoprzestrzeni. Pomimo tej eleganckiej
teorii czasoprzestrzeni, w ktérej podstawowe zmienne to metryka czasoprzestrzeni g,,,, i koneksja czasoprze-
strzeni I'f ,, teoria moze by¢ rzutowana do wspolirzednych kanonicznych /hamiltonowskich, w ktérych mozna
zatozy¢, ze rozmaito$é czasoprzestrzenna posiada topologie R x Y. Mozna takze przyjaé, ze powierzchnia
3 moze zostaé skoordynowana wspolrzednymi x®, przy czym R bedzie skoordynowana wspolrzedna czasu
t), a cofniecie do metryki czasoprzestrzeni do X jest metryka przestrzenng hg, (bedzie temu towarzyszylo

2gdzie uzywane sa indeksy dolne i gérne, odpowiednio: § 45 oraz §45



cofnigcie g, obiektu I'7,, do ¥)). Wiaénie pole hqyp i jego ped 7%° staja sie dynamicznymi polami opisujacymi
grawitacje. Widzieliémy jak koneksja toczona moze zawieraé informacje o wewnetrznej geometrii {fqp, 75, }
powierzchni.

Czy pojecie koneksji Cartana moze zostaC rozszerzone tak, aby zawieralo informacje o tym, jak po-
wierzchnia ewoluuje wzgledem czasoprzestrzeni, ktérej jest podrozmaitoscia, tj. czy koneksja toczona moze
zawiera¢ informacje o {hap, 75, ¥0}7? Jest to przedmiotem serii publikacji [H2], a rezultatem jest zaska-
kujacy zwiazek miedzy geometrig Cartana, teoria reprezentacji grupy Lorentza nad liczbami zespolonymi i
wezedniejszym sformulowaniem grawitacji autorstwa Ashtekar [E19], ktéry okazalo sie znacznie upraszezaé
formalizm kanoniczny grawitacji.

Zamiast rozwazaé¢ dwuwymiarowa powierzchnie zanurzona w R3, rozwazamy tréjwymiarowa powierzchnie
(koordynowana przez r®) zanurzona w C!? (koordynowang przez Z'), przy czym zamiast kuli, rozwaza
sie ‘toczony’ obiekt z wektorem stycznosci ¢! spetniajacy nyj¢'¢? = ¢*> < 0 € R . Nastepnie mozna
transportowaé obiekt na rozmaitoéé zgodnie z koneksjg A’ Ja» Ktora zachowuje norme ¢?. Przeksztalcenie
konfiguracji obiektu jest zatem opisany przez element grupy Lorentza nad liczbami zespolonymi SO(1,3)c,
przy czym Al osiaga wartosci w jej algebrze Liego. Toczenie w C* uogélnia wezesniejszy przyklad R3
poprzez fakt, ze toczenie moze obejmowac ‘urojone skrecanie’, ktére tworzy czysto urojona czesé¢ wektora
toczenia ¢!.

Przypomnijmy, ze postaé¢ obiektu F'/” o wartoéciach algebrze Liego SO(1,3)¢ (i.e. FI7 = —F’I) mozna
rozlozyé na samodualne (+) oraz anty-samodualne (-) poniewaz F!7 = F17 4 p=17 plJ — L(plJ 5
ie" g FKL)2), gdzie e o FEKDL = £2iF*!7 3. Zatem AV | moze by¢ rozlozony na samodualne i anty-

samodualne czesci AT Ja. W [H2] zostalo pokazane, ze metryka hg, na powierzchni moze byé skojarzona
z

hay = N17Dad’ Dyop” (8)

gdzie D,¢! = 0,¢" + A%, ¢”. Ponadto, utozsamiamy A} {7 z zespolona kombinacja symboli Christoffel’a Yo
skojarzona z hgp i krzywizna zewnetrzna K., powierzchni, jakby byla zanurzona w zakrzywionej czasoprze-
strzeni z metryka g,,. Ta specyficzna kombinacja jest wlasnie cofnigciem samodualnej koneksji Ashtekar do
hiperpowierzchni przestrzennych [E19]. Zatem na powierzchni tréjwymiarowej, mozna skonstruowaé konek-
sje Al ja W taki sposéb, aby zawierala informacje o odleglo$ciach na powierzchni, wewnetrznej krzywiznie
powierzchni, oraz zewnetrznej krzywiznie powierzchni jakby byla zanurzona w konkretnej zakrzywionej cza-
soprzestrzeni czterowymiarowej. Istotne jest, ze w pracy [H2| stwierdzono, ze istnieje proste wielomianowe
dziatanie dla pél {¢!, AL T ktére prowadzi do réwnan pola z rozwigzaniami dynamicznymi, w ktorych
cofnigcie A!;, czasoprzestrzennej koneksji Cartana A’ JM} do powierzchni o statej ¢? przyniosto doklad-
nie zawartosé A’ Ja ODisang w powyzszej konstrukeji. Co wiecej, wstepna analiza sugerowala, ze ta zasada
dzialania posiada granice w Ogdlnej Teorii Wzglednosci (odpowiadajaca chiralnemu sformutowaniu GR Ash-
tekara), przy czym jednoczesnie posiada rozwiazania, ktdre reprezentuja efektywny wktad DM do réwnan
Einsteina. Szczegbélowa analiza tego dzialania w postaci hamiltonianu zostanie oméwiona w sekcji 5.4.2,
natomiast dzialanie w postaci lagranzjanu zostanie oméwione w sekcji 5.4.3.

5.4.2 Hamiltonowskie sformulowanie grawitacji jako samoistnie q ztamanej teorii cechowania
grupy Lorentza

Zachowanie ogo6lnej kowariancji czasoprzestrzeni jest typowym wymaganiem w teoriach grawitacyjnych. Pola
dynamiczne sa tensorami czasoprzestrzeni, a na tych polach budowane sa dzialania, czyli funkcjonaly nieza-
lezne od wspolrzednych. Nie istnieje zadne z zalozenia preferowane pojecie czasu w teorii grawitacji. Jednak
znaczace spostrzezenia o ogélnych teoriach kowariantnych mozna uzyskaé, wybierajac pojedyncza wspdl-
rzedna, za pomoca ktoérej mierzy sie zmiany pol na rozmaitosci czasoprzestrzeni. Jest to rozktad typu 341
teorii fizycznych, ktéry umozliwia kanoniczna/hamiltonowska analize teorii. Kanoniczna/hamiltonowska ana-
liza klasycznej teorii pola jest bardzo cennym narzedziem. Umozliwia ona okreslenie liczby stopni swobody
w danej teorii. Co wiecej, rzutowanie rownan Fulera-Lagrange’a jako zestawu réwnan rézniczkowych pierw-
szego rzedu w czasie — poprzez rownania ruchu Hamiltona — co jest zwykle nieocenione przy znajdowaniu
rozwigzan teorii, zaréwno metodami analitycznymi, jak i numerycznymi. Dodatkowo, z natury rzeczy, rzuto-
wanie teorii na posta¢ kanoniczna toruje droge do kanonicznej kwantyzacji teorii. Kanoniczne sformulowanie

3Stosujemy konwencje nry = diag(—1,1,1,1) i wprowadzamy nowy symbol Leviego-Civity e; s = €[IJKL]-
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Ogdlnej teorii wzglednosci (GR) postuzylo réwniez jako podstawa dla alternatywnych nieperturbacyjnych
metod kwantyzacji, takich jak petlowa grawitacja kwantowa [E23].
Punktem wyjscia jest uogdlnienie dzialania rozwazanego w [H2]:

S[¢I,w:IJ7w;IJ] _ /d41‘ guyaﬂGIJKLDuQSIDyéﬁJ (g+RKLaB(w+) + g—RKLag(W)) (9)

Zakladamy, ze rozmaitosé¢ czasoprzestrzeni M jest topologicznie R x X, gdzie X jest trojwymiarows podroz-
maitoscig M oraz R moze by¢ koordynowane przez liczbe ¢, ktora moze by¢ uwazana za ‘czas wspoltrzednych’.
Podkreslmy jednak, ze ¢ powinno by¢ traktowane jako liczbowa etykieta dla réznych podrozmaitosci M i
moze nie by¢ bezposrednio zwiazana z czasem wlasnym wyznaczonym przez metryke czasoprzestrzenna (rze-
czywidcie napotkamy rozwiazania dla modeli (9) w ktérych nie istnieje pojecie czasu wlasnego). Interesuja
nas przede wszystkim rozwiazania teorii w masowej czasoprzestrzeni i dlatego zaniedbamy warunki brzegowe
i calki powierzchniowe. Z tego powodu nasze ujecie bedzie doktadne tylko w przypadkach, gdzie X jest do-
mknieta rozmaitoscia [E27]. Wraz z etykieta ¢ dla czasu wspolrzednych, uzyjemy zbioru trzech wspdlrzednych
{z*} (a = 1,2,3) do pokrycia rozmaitosci ¥. Zgodnie z rozkladem typu 3+1, wprowadzamy nastepujacy
rozktad pdl wi”

Wt dat = QFdt + g dat (10)

Ponadto, dla zwieztosci zapisu wprowadzamy nastepujace wielkosci:

R = z(a[aﬁi” + 57 8% b]) (11)
e, = 0.0" + 75,07 (12)
Gesto$¢ lagranzjanu dla dziatania (9) moze by¢ rzutowana do nastepujacej postaci, ktéra daje takie same
réwnania pola jak pierwotne dziatanie:
E(QSI’PI’ﬂ;tIJ’pIzI},Q:tIJ’ VI vETY = Pl 4 ]51+Jc5'+IJC i p]—JcB—ICJ —H+ 0,0 (13)
gdzie

H=—"IGH -G, +VIC, + v e+ vl ey (14)

Giy = DY P T + [Puy)” (15)

G, =DV P F+ [Puoy]” (16)

O[ I — 2g+6[JKL€abC JR+KL — QQ_GIJKLe’-fabCegRl;:KL (17)

Cfy = Py =291 [ersmre®eef]” (18)

é;f = pI_JC — 29_ [EIJKLE abe eKe,ﬂ (19)

gdzie wprowadziliémy ‘przestrzenna pochodna kowariantna’ wzgledem dowolnego B = {3, 7, 37 }:
DPYABop =0, Y op  + B Y P o+ BPp Y o 4.
- BEcaYAB”'ED... — B p YA o+ (20)

Pochodna funkcji wielu zmiennych 9,* zostanie pominieta jako nieistotny wyraz brzegowy. Gestosé lagranz-
janu (13) jest w postaci kanonicznej, przy czym przestrzen fazowa jest koordynowana przez pola (¢!, fE17),
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ich pedy (P,, ]5}’}) podlegaja wiezom (15)-(19), ktére sa wymuszone przez stacjonarno$¢ dzialania wzgledem
p6l mnoznikéw Lagrange’a (QF7, VI VELT),

Nastepnie analiza hamiltonianu polega na obliczeniu ewolucji czasowej wiezéw przy uzyciu rownan Eulera-
Lagrange’a, ktére wynikaja z (13). Nalezy wymagaé, aby ewolucja czasu zachowala wiezy, przy czym fakt
ten w réwnaniach ruchu albo ustala pola mnoznikéw Lagrange’a w kategoriach pol przestrzeni fazowej,
albo prowadzi do nowych wiezdéw miedzy zmiennymi przestrzeni fazowej. Zachowanie tych ostatnich wiezdw
pod dzialaniem ewolucji czasowej musi by¢ dalej weryfikowane do czasu wygenerowania nowych wiezéw.
Gdy ta analiza wiezdéw jest zakoriczona, ostateczny zestaw wiezow mozna podzieli¢é na dwie klasy: wiezy
pierwszej klasy: sa to wiezy, ktére komutujg z innymi wiezami zgodnie z nawiasem Poissona przestrzeni
fazowej bez wiezow; wiezy drugiej klasy: sa to wiezy, ktore nie komutuja z zadnymi innych wiezami. Okazuje
sie, ze struktura wiezéw zalezy w gléwnej mierze od wartosci wiezéw (g4, g—). Jedli g+ # g—, to teoria ma
strukture wiezéw przedstawiona na rysunku 1. Jedli g4 = g_, to teoria ma strukture wiezéw przedstawiong

na rysunku 2.

ot

(jf — 0l Z+JKI Cte 4 Z-IKI CJK}

Rysunek 1: Struktura wiezéw w przypadku g, # g_. Wiezy pierwszej klasy sa wskazane jako niebieskie, a
wiezy, ktore sg pojedynczo drugiej klasy, sa wskazane jako zielone. Analiza wiezéw ujawnia, ze kombinacja
liniowa wiezéw drugiej klasy prowadzi do wiezow pierwszej klasy 1. Symbole Z+/E Ia sa wyprowadzone z
pot przestrzeni fazowych i zdefiniowane w [H8].

] (Pach] (awrcn) '.‘\7’%@_}’] (2.02077)

(21 = &1+ 0K Ot + 5K O

Rysunek 2: Struktura warunkéw ograniczajacych w przypadku g, = ¢g_. Warunki ograniczajace pierwszej
klasy sa koloru niebieskiego, a warunki ograniczajace drugiej klasy sa koloru zielonego. W przeciwienstwie
do przypadku g4 # g_, podzbiér warunkéw ograniczajacych CI ' stanowi pierwsza klase. Podobnie jak dla
warunku ograniczajacego g4 # g— analiza ujawnia, Ze kombinacja liniowa poszczegdlnych warunkéw ograni-
czajacych drugiej klasy daje warunki ograniczajace pierwszej klasy #!. Symbole U751 . Sa wyprowadzone
z pél przestrzeni fazowych i zdefiniowane w [HS].

W przypadku ogélnym g, # g_, klasyfikacja wiezéw jest zilustrowana na rysunku 1. Biorac pod uwage
klasyfikacje wiezéw, mozemy teraz policzy¢ ile q zlozonych Q zespolonych stopni swobody posiada model.
Wymiarowos¢ przestrzeni fazowej dla punktu przestrzennego wynosi

P=8(¢",Pr)+18 (B, Py +18(B, ", Prf) = 44
Liczba wiezow pierwszej klasy wynosi
F=3(G")+3(G)+4(#") =10
a liczba wiezow drugiej klasy wynosi

S=9(CHH+9(Cry) =18
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Liczba stopni swobody na punkt przestrzenny wynosi

DOF = %(P —2F - §)
=3 (21)

W przypadku szczegdlnym g, = g_, klasyfikacja wiezéw jest zilustrowana na rysunku 2. Jak w poprzed-
nim przypadku wymiarowosé przestrzeni fazowej dla punktu przestrzennego wymnosi

P=8(¢", Pr)+18 (81", Pl +18 (8,1, Prf) = 44
Jednak teraz liczba wigzéw pierwszej klasy wynosi
F=3(G)+3(G")+4(A") +3(0.0°C{}) +3(0.0°Cry) = 16
a liczba wiezéw drugiej klasy wynosi
S =6(PCY)) +6(PCry) =12

Liczba stopni swobody na punkt przestrzenny wynosi

DOF = %(P— 2F — S)
=0 (22)

Dlatego tez teoria, w ktorej g4 = g_ nie posiada stopni swobody. Rzeczywiscie, ten przypadek ma wigcej
wiezow pierwszej klasy niz przypadek gy # g_ i dlatego nalezy sie spodziewaé, ze ten konkretny przypadek
ma wieksza symetrie niz przypadek ogdlny. Faktycznie w tym przypadku dzialanie (9) posiada symetrie pod
transformacja:

(Z)I N ¢I7 WﬁJi — wﬁJ:l: +aﬂ¢2§i1J (23)

Badajac propagacje liniowych zaburzen na przestrzen Minkowskiego, mozna wykazaé, ze tylko w przypadkach
(9+ =1,9- =0) oraz (g =0, g+ = 1) odtwarzane jest wyrazenie GR [H8]. Ograniczymy sie do tych dwéch
przypadkéw i najpierw skupimy sie na pierwszym przypadku. Nastepnie pokazemy, w jaki spos6b mozna
tatwo odtworzy¢ ten drugi przypadek. Gdy (g, = 1,g_ = 0), pierwotna gesto$¢ hamiltonianu H znacznie sie
upraszcza. Przywolujac jego ogdlng postaé

H=—-QMGH - G, +VIC + Vv, CH + v IICT, (24)

wiezy teraz upraszczaja sie:

Gy = DY + [Pudy)” (25)
Gry =D Prf+ [Pros)” (26)

Cr = Pr — 2er k18" RS (27)
Cff = Py = 2[ersxie™efef]” (28)
Crf =Py (29)

Dzieki tym uproszczeniom, mozna algebraicznie wyprowadzié¢ wzér na (8,17, PI_J“) i wyeliminowaé je z zagad-
nienia wariacyjnego. Po pierwsze z (29) otrzymujemy P; /* = 0. Nastepnie przywolujac definicje (12), warunek
ograniczajacy C[ ¥ moze by¢ traktowany jak réwnanie, z ktérego wyprowadzié¢ 8,17 = g 17(8%, P, ¢,0¢).
W zwiazku z tym mozna wyprowadzi¢ warunki ograniczajace drugiej klasy. Biorac pod uwage te rozwia-
zania, warunek ograniczajacy G;J upraszcza si¢ do [15[1¢J]] " = 0. Jesli rozlozymy P! = II¢! + ]5JI_, gdzie
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pf_qﬁ 1 = 0, to mozna przyjac, ze Q~I_J = 0 implikuje rozwiazanie P! =0, ktére teraz przyjmujemy. Ponadto
wielkoé¢ VIO moze byé wyrazona w postaci funkcji zageszczonego quptywu Arnowitt’a-Deser’a-Misner’a
i funkcji przesuniecia (N = N/,/q, N*) [E27] oraz pozostalych zmiennych przestrzeni fazowej, co pozwoli
zapisaé gestosé lagrangianu grawitacyjnego w postaci:

L. . “ 1~ - L. o~
CIPT, Bt Lg% QP N N = ST + By 0, 4+ ! <D5f >Pff>

~ 1 1y, =

- zy(frwa\/ — 2 + 100 0u020,0° — 4PFI?P+”KJR*”M,)

— N S110,0% + PP — 5 DY) B 30
9 a¢ + I1J ~ ab ﬁa b 1J ( )

gdzie ,/q and q® zostaly wyrazone za pomoca 15?}“ [H8] i powtérnie zdefiniowaliémy Q17 — Q+H1/ 4 Nog+lJ
w taki sposob, aby ograniczenie z rownania ruchu N® po rozmazaniu polem (* generowalo dyfeomorfizmy
przestrzenne (niekowariantne wzgledem transformacji Lorentza) f — f + L¢f nad polami f w przestrzeni
fazowej koordynowanej przez (¢2, 11, 317, Pfr 7). Gestosé lagranzjanu, ktéra odtworzyliémy odpowiada ka-
nonicznemu sformutowaniu teorii grawitacji Ashtekara [E27] sprzezonej z polem ¢? = nrsol¢’, ktérego
dynamika jest klasycznie taka jak w bezciénieniowej doskonalej cieczy ¢? < 0 [E77, H6]. Jedli wybrano
¢? < 01 lokalne wspélrzedne w taki sposéb, ze 0,¢° dla pewnego regionu czasoprzestrzeni, to gestoéé¢ energii
plynu jest tego znaku, co I, a wiec wybér znaku £ = F1 odzwierciedla wzgledny znak gestosci energii oraz
II. Ujmujac rzecz ogdlniej, z definicji ¢? nie ma stale dodatniego znaku, a réwnanie ruchu jest nastepujace:

1 1 1
§8t¢2 = Nﬁ\/—¢2 + 140 0.90p9” + §N“5a¢2 (31)

Réwnanie ruchu dla ¢? jet rézne od réwnania ruchu dla bozonu Higgsa z modelu standardowego. W od-
réznieniu od tego przypadku 0,42 jest niezalezne od pedu pola I i w ogdlnosci prawa strona (31) bedzie
niezerowa, gdy metryka czasoprzestrzeni jest niezdegenerowana, co oznacza, ze na ogél wielkoéé ¢? bedzie
zmieniac sie w czasoprzestrzeni. Warto zauwazy¢, ze istnieja rozwiazania rownan pola, w ktérych dodatkowo
znak ¢? zmienia si¢ w czasie [H6]. Gdybyémy zamiast tego wybrali parametry (g+ = 0,9 = 1), odtwo-
rzylibySmy anty-samodualne sformutowanie teorii Ashtekara sprzezone z efektywnym sktadnikiem materii
opisanym przez (¢, ﬁ), ktérego gestosé lagranzjanu moze zostaé odtworzona w oparciu o (30) przez podsta-
wienie za (817, ]Sff,“) wyrazu (8517, ]5;,“). Czy stopieni swobody ¢? = 1774’ ¢’ moze dzialaé¢ jako uzyteczne
‘pole zegara’ w fizyce? Jedli wybierzemy poczatkowe dane takie, ze 9,¢%|i—¢, = 0 to réwnanie ruchu dla ¢?
w chwili poczatkowej przyjmuje postac:

SO = ENY/ =5 (32)

Warunek méwiacy, ze 9,¢ = 0 zostanie zachowany jesli N = N(t). Biorac pod uwage ten warunek, mozemy
uznaé, ze calkowanie réwnania (32) dostarcza relacje funkcjonalowa miedzy ¢? a t. Jesli N = 1/¢ (co
implikuje, ze ¢ odpowiada czasowi wlasnemu [HS8]), to ¢?> = —t? jest rozwiazaniem. Natomiast jesli N =
1/(26V/1) , to ¢ = —t jest rozwiazaniem. W zwiazku z tym bedziemy kojarzyé wybér N(t) z cze$ciowym
ustaleniem cechowania czasoprzestrzeni (N pozostaje nieokreslone) i oznaczaé skojarzong wspo6lrzedna czasu
jako ts. Mozemy dodatkowo rozwiaza¢ warunek ograniczajacy hamiltonianu dla II w tym cechowaniu, aby
uzyskaé nastepujaca gestos¢ lagranzjanu:

E[}S]—}:]a’ﬂle,Q+IJ,Na] * ]5[—&(-](1 86;554_[{1 . HPhys + Q+1J (D((zﬁ‘F)pI-i-Ja) _ N© (p[—i:]bF;)IJ o BJIJDl()5+)pI—i:]b>
(33)

N(ty) =, =
Hphys = — ( ¢)PI+I?P+bKJR+IJab (34)

iV
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Dlatego odtwarzamy zasade dzialania dla grawitacji z przestrzenia fazows koordynowang przez pola (PI'D“, BT,
z fizyczna gestodcig hamiltonianu Hppys 1 wigzami przestrzeni fazowej realizowanymi przez stacjonarnosé
dziatania przy wariacji (2717, N®). Zauwazmy, Ze teraz N wystepuje nie jako niezalezne pole, ale jako stala
funkcja czasu, przy czym tylko w cechowaniach 9y, N (ts) = 0 fizyczny Hamiltonian nie jest w sposéb jawny
zalezny od czasu (cho¢ istnieje jego uwiklana zalezno$é od czasu za posrednictwem zaleznosci od pdl prze-
strzeni fazowej, ktére sa zalezne od czasu). Odpowiada to przypadkowi, w ktérym /—¢@? mierzy metryczny
czas wilasny. Rozszerzenie do GR jest zakodowane w fakcie, ze H ppys nie jest zmuszone do zanikania. War-
tosci niezerowe moglyby by¢ interpretowane jako efektywna gesto$¢ energii dodatkowego pylopodobnego
skladnika emitujacego grawitacje [H6].

Obecnosé stopni swobody, ktére w klasycznym ujeciu odpowiadatyby bezcisnieniowemu ptynowi dosko-
nalemu zostaly zaproponowane jako rozwiazania ‘problemu czasu’ w grawitacji kwantowej [E24, E26, E28,
ET7). W szczegblnosci w [E77] zostal zaproponowany lagranzjan bezci$nieniowego plynu doskonalego opi-
sany przez pola przestrzeni fazowej (T'(x), Pr(x?)) oraz argumentowano, ze wybér kanonicznego cechowania
T = t moze zostaé narzucony przed kwantowaniem. Warto zauwazy¢, ze klasyczne réwnania ruchu w ogdl-
noéci nie pozwalaja na uzycie T' jako globalnej zmiennej czasowej ze wzgledu na typowa formacje kaustyk
na powierzchniach o stalej T' [E92]. Sugeruje to, ze jesli przeplyw czasu T w teorii kwantowej pozostaje
niezaklécony, zatem poprawki kwantowe do klasycznych réwnan ruchu moga sta¢ sie wazne blisko potencjal-
nej formacji kaustyki. Mozna to ciekawie zilustrowaé faktem, ze klasyczna osobliwosé Wielkiego Wybuchu
zdominowanego przez pyt wszechd§wiata moze zostaé¢ zastapiona przez skuteczne odbicie, gdy uzyjemy pylo-
czasu do kwantowo-kosmologicznego opisu ukladu [E114]. Jedli stopnie swobody opisane przez (¢, Pr) lub
(T, PT) majg odgrywac role DM, to poprawki te moga mieé sygnature eksperymentalng poprzez ich wptyw
na rozklad i ewolucje gestoéci DM. Fenomenologia modelu B jest oméwiona bardziej szczegdélowo w sekcji
5.4.4.

5.4.3 Grawitacja poprzez cechowanie sparametryzowanych teorii pola

Model (9) moze by¢ interpretowany z perspektywy grawitacji Cartana. Alternatywna perspektywa wyraza
sie poprzez cechowanie niegrawitacyjnych teorii fizycznych w celu odtworzenia oddzialywan grawitacyjnych,
na czym koncentruje sie seria publikacji [H6].

Pojecie symetrii cechowania jest kluczowa czescia struktury matematycznej standardowego modelu fizyki
czastek elementarnych. Rozwazmy dzialanie S, [x], ktére opisuje dynamike pola materii x, ktére jest nie-
zmiennicze w globalnej ciaglej symetrii (tj. niezaleznej od lokalizacji w czasoprzestrzeni) reprezentowanej
przez transformacje x — Uy (indeksy pominieto dla zwiezlosci notacyjnej). Zazwyczaj dzialanie nie bedzie
niezmiennicze pod lokalnymi transformacjami symetrii (U = U(xz*)) poniewaz wyrazy pochodnej 0, x wy-
stepujace w lagranzjanie nie przeksztalcaja sie jednorodnie w tej transformacji. Jednak globalna symetria
moze by¢ w zasadzie sprowadzona do lokalnej poprzez wprowadzenie dodatkowego pola A,,, zwanego polem
cechowania lub koneksja, co pozwala na utworzenie pochodnej kowariantnej, ktéra, jesli transformacja U
moze by¢ reprezentowana przez macierz, a x nalezy do podstawowej reprezentacji grupy symetrii, przyjmuje
postac:

Oux — D,SA)X =0,x + Aux (35)

Jesli pod dzialaniem transformacji U zachodzi A, — UA, U — 9,UU ", to wtedy DELA)X — UDELA)x.
Rozszerzenie definicji DELA) na pola materii w innych reprezentacjach grupy symetrii jest natychmiastowe.
Wraz z modyfikacja Sy [x] — Sy[x, A, caly procesie zakonczy sie wprowadzaniem dziatania S4[A,, x|, ktore
pozwala na dobre zdefiniowanie dynamiki 4,,. Przykladem tego procesu jest teoria pola skalarnego na liczbach
zespolonych, w ktorej gestos¢ lagranzjanu we wspdlrzednych inercyjnych w czasoprzestrzeni Minkowskiego
wynosi Ly = —%n"”a#gb*aygb — V(¢* ), jest niezmiennicza przy globalnych U(1) transformacjach ¢ — e*“¢.
Niezmienniczo$¢ U(1) moze byé¢ zadana lokalnie przez wprowadzenie pola A, w celu zbudowania pochodnej
kowariantnej DELA)gi) = 0,6 + A, ¢. Otrzymane lokalnie niezmiennicze dziatanie U(1) dla ¢ jest uzupelniane
przez gestodé lagranzjanu L4 = —%F’“’Fw, gdzie F),, = 20}, A,), co opisuje dynamike dla pola A,,.
Rozwazmy podobny proces cechowania w kontekscie grawitacji, najpierw analizujac istniejace wyniki,
ktére pokazuja w jaki sposéb mozna go wykorzystaé do odtworzenia modelu (9). Podsumowujac, specjalne
teorie relatywistyczne sa powszechnie formutowane w kategoriach po6l materii istniejacych w przestrzeni o
stalej strukturze geometrycznej, tj. przestrzeni Minkowskiego z tensorem metrycznym 7,,. Alternatywnym
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podejéciem jest by nie zaktada¢ obecnosci 1, ale wprowadzi¢ zbidr czterech pét skalarnych X I(xM), ktore sa
dynamiczne w tym sensie, ze dzialanie jest stacjonarne w odniesieniu do matych wariacji tych pdl, a to powo-
duje, ze maja wlasne réwnania ruchu. Dziatania moga by¢ skonstruowane w taki sposéb, aby pod wzgledem
dynamiki pola te byly ostatecznie przystosowane do roli inercyjnych pol wspélrzednych w czasoprzestrzeni,
z efektywna metryka pochodzaca z kombinacji 7, = 77,0,X70,X7, gdzie n;; = diag(—1,1,1,1). Takie
teorie nazywane sa sparametryzowanymi teoriami pola. Interesujaca wlasnoscia tych teorii jest to, ze brak
ustalonej struktury (takiej jak 7, ) oznacza, ze takie dzialania posiadaja symetrie wzgledem dyfeomorfizméw
czasoprzestrzeni, w sposoéb znany z teorii grawitacji. Ponadto dzialania dla sparametryzowanych teorii pola
posiadaja symetrie globalna:

X' A X7 4 P! (36)

Polaczony efekt macierzy ortogonalnej A’ ; (reprezentujacej transformacje Lorentza dla X Ty gdzie P! jest
efektem globalnej transformacji Poincarégo X!, analogicznej do globalnych transformacji wspotrzednych,
ktére zachowuja n,, = (—1,1,1,1) , tj. zachowuja postaé metryki Minkowskiego we wspélrzednych inercyj-
nych.

Dla konkretnosci rozwazmy przypadek pola elektromagnetycznego. Ponizsze dzialanie prowadzi do row-
nan Maxwella na malych wariacjach pola A,:

1
S[Au) = =7 [ da/—det[ln"n"" Fu Fop (37)

gdzie 7, jest niedynamicznym tensorem metrycznym czasoprzestrzeni Minkowskiego, F),, = 20,4, oraz
{z*} sa pewnym zbiorem wspdlrzednych opisujacych punkty w czasoprzestrzeni (niekoniecznie wspoéirzed-
nymi Minkowskiego). Ze wzgledu na ustalona, plaska geometrie czasoprzestrzeni istnieja ‘inercjalne’ uklady
wspotrzednych koordynowane przez { X'}, dla ktérych w ogélnym uktadzie wspétrzednych {z#}

ox'ox’
Nuv = WWW (38)
gdzie nry; = diag(—1,1,1,1). Mozna sobie wyobrazi¢ probe odtworzenia struktury metryki na podstawie
nrJ %f: %);J zamiast [uzywac] ustalonej metryki tla 7, i podniesienia X I do rangi p6l dynamicznych. Na-
stepnie rozwazmy ponizsze dzialanie:

1
S[Au, X1 = = [ d'a/—det (0] 7" Fu Fag (39)

gdzie

oxTox’
Ny = - 40
77;“/ nrJ &W 8x” ( )
oraz gdzie n;y = diag(—1,1,1, 1) oraz 7" jest odwrotnoscia macierzy 7, o ktérej zakladamy, ze istnieje.
Dzialanie (39) jest oczywiscie niezmiennicze pod dzialaniem globalnej transformacji (36) i mozna pokazaé,
ze réwnanie ruchu dla X7 jest nastepujace:

0= 0, (V=g ) (a1)

gdzie T}, jest tensorem energii naprezenia pola elektromagnetycznego, w zwigzku z czym réwnanie ruchu
dla X! oddaje zachowanie tensora energii naprezenia. Istnieja rozwigzania X7 (z#) , dla ktérych istnieja
wspohrzedne, takie, ze X! /0z* = 6£. W tych wspohrzednych, 7, = diag(—1,1,1,1) i dostrzegamy, ze X!
odgrywaja tutaj role wspolrzednych inercyjnych w czasoprzestrzeni Minkowskiego. Zgodnie z oczekiwaniami
dla tych rozwiazan ta postac 7, jest zachowywana przez transformacje (36). Zasadniczo, odtworzenie znanej
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klasycznej teorii pola i teorii kwantowej w przestrzeni Minkowskiego jest mozliwe w podejsciu parametry-
zowanym, cho¢ co ciekawe, to ostatnie wykorzystuje techniki z programu badan nad petlowa grawitacja
kwantowa [E55).

Standardowa droga do grawitacji prowadzita przez GR Einsteina, w ktoérej 7,,,, jest podniesiona do rangi
pola dynamicznego (oznaczonego g,,) z wlasnym dzialaniem, ktore jest podane przez dzialanie Einsteina-
Hilberta ( do niezbednego wyrazu Gibbonsa—Hawkinga—Yorka):

Sulous) = 15 [ dov=9R(9.09) (42)
gdzie R jest skalarem Ricci’ego pochodzacym z koneksji Levi-Civity oraz G jest stalg grawitacyjna Newtona.
To podejscie musi by¢ nieco zmodyfikowane, gdy wystepuja pola fermionowe. Dzialania modelu standardo-
wego fizyki czastek elementarnych skladaja sie z nastepujacych pdl dynamicznych: pola cechowania A,
(jednoformy czasoprzestrzenne), elektrostabe pole Higgsa ¢ (skalar czasoprzestrzenny) oraz pola fermionowe
W, i xA (spinory Weyla, tj. skalary czasoprzestrzeni w fundamentalnych reprezentacjach SL(2,C)) wraz z
niedynamicznym obiektem éﬁ (czasoprzestrzenna jednoforma w fundamentalnej reprezentacji SO(1, 3) taka,
ze Ny Jél{éi = 1),,). Dzialania te sa niezmiennicze przez globalne SL(2, C') transformacje, ktére dzialaja tylko
na spinory Weyla i na éfL poprzez homomorfizm grup pomiedzy SL(2,C) i SO(1, 3). Czteroformy lagranzjanu
L, ktoére sg calkowane, aby stworzy¢ dzialania modelu standardowego, sa przeksztatcane jako formy réznicz-
kowe pod dzialaniem dyfeomorfizmoéw, ktére dzialaja zaréwno na pola dynamiczne, jak i niedynamiczne. Te
czteroformy przeksztalcaja sie takze jako formy pod dzialaniem dyfeomorfizméw, ktére dziataja tylko na pola
dynamiczne dla dyfeomorfizméw generowanych przez pola wektorowe &, ktore spetniaja £¢7,, = 0 (gdzie
£¢ oznacza pochodng Liego), mianowicie £, ktére spelniaja to réwnanie, sa wektorami Killinga z przestrzeni
Minkowskiego. Istnieje dziesie¢ niezaleznych £@# i ich komutator [€ (@) ¢l )] spelnia algebre Liego grupy Po-
incarégo ISO(1,3). W tym sensie dzialania modelu standardowego posiadaja globalna symetrie SL(2,C) a
formy lagranzjanu wykazuja globalng kowariancje 1.S0O(1, 3). Kibble pokazal [E6] (bazujac na wczesniejszej
pracy Utiyamy [E4]) , ze globalna symetria SL(2,C) moze zosta¢ przeksztalcona w lokalna przez wpro-
wadzenie pola cechowania w o wartosciach w algebrze Liego SL(2,C) - takiego, ze pochodna kowariantna

D&w)x“‘/ =Y + wA/B,MXB/, gdzie wA/B,M = twrsu(olo? — 6“701)‘4/3,, przeksztalca sie jednorodnie pod
wplywem tej transformacji. Dodatkowo, pozostata obecno$¢ niedynamicznej, istniejacej geometrii zostala
usunieta przez wprowadzenie dynamicznego pola efl W miejsce éﬁ - takiego, ze ny Jeftei = g Wprowadze-
nie zbioru poél dynamicznych {ef“ wA;S,, u} do oddzialywan materii sugeruje, ze proces cechowania powinien
zostaé zakonczony poprzez dostarczenie dzialania pozwalajacego na spéjna dynamike tych stopni swobody, tj.

wprowadzenie grawitacji jako oddzialywania dynamicznego. Prosta mozliwoscia jest nastepujace dziatanie:

1
Sglw,e] = G64nCd /d4$5“l/aﬁ61JKL€,€€,{RKLa/3(W) (43)

gdzie e#78 jest gestoscig Levi-Civity i zachodzi RIJW = 28[awuﬂ] +2wIK[awKJBj. Dzialanie (43) jest dziata-
niem Palatiniego w sformulowaniu grawitacji Einsteina-Cartana, natomiast jej rownania ruchu sg klasycznie
rownowazne GR z dodatkowym wyrazem zaleznym od kwadratu pradéw fermionowych.

Procedura ta moze by¢ interpretowana jako taczne cechowanie symetrii wewnetrznych i ograniczonych
kowariancji czasoprzestrzennych pierwotnych dziatan niegrawitacyjnych, co prowadzi do teorii materii i gra-
witacji, ktére posiadaja lokalng wewnetrzna symetrie SL(2,C) i jest ogblnie kowariantna w tym sensie, ze
dziatanie jest niezmiennicze w nieskonczenie matych dyfeomorfizmach generowanych przez pola wektorowe
¢*, ktore zanikaja na granicy catkowania dzialania i dzialaja na pola dynamiczne x jako x — x + L¢x
[E115]. Zwracamy uwage, ze procedura cechowania nie ustala jednoznacznie dzialania grawitacyjnego, ale
raczej sugeruje rodzine potencjalnych dzialan, z ktérych kazde musi posiadaé symetrie zaréwno w lokalnych
transformacjach SL(2,C) jak i dyfeomorfizmach czasoprzestrzeni. Jezeli pozwoli sie, aby dzialanie grawita-
cyjne sktadalo sie z wyrazéw rzedu kwadratowego R¥L(w) oraz T = de! + w!’/ Aey , to jest to podejécie
teorii cechowania Poincarégo, ktére jest bogate w interesujaca fenomenologie [E79].

Teraz wracamy do sparametryzowanego podejscia stosowanego do dziatan z modelu standardowego fizyki
czastek elementarnych. W miejsce niedynamicznego pola élﬂ przyjmujemy 0,X . 7 uwagi na to, ze pola X!
sa teraz dynamiczne, dziatania sa na ogdél kowariantne i posiadaja dodatkowa niezmienniczo$é wzgledem
globalnych transformac;ji:
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X' A x4 P! (44)

gdzie Ajr = A;; (zmieniono indeksy na dolne jak w 77). Rozwazamy przypadek, w ktérym tylko trans-
formacja Lorentza X1 — A, X7 we (36) otrzymuje lokalna niezmienniczo$é. Moze zostaé skonstruowana
pochodna, ktéra przeksztalca sie homogenicznie pod lokalnymi transformacjami Lorentza:

DX =g, x" + A, X7 (45)

to znaczy, pod transformacja reprezentowana przez A!;(x) otrzymujemy DLA)XI — A JDELA)X 7 jedli
AIJM — AIKAKLM(A’l)LJ — 9, A (A~HE ;. Ponadto, pochodna kowariantna DELA) dzialajaca na spinory

Weyla moze zostaé zdefiniowana za pomoca A’ Ju W taki sposob, aby na przyklad D,SA) XA/ przeksztalca

sie homogenicznie przy lokalnych transformacjach SO(1,3) ~ SL(2,C). Dzialania materii, ktére pierwotnie
posiadaly globalna niezmienniczo$¢ Poincarégo (44) , nastepnie posiadaja lokalng niezmienniczo$é Lorentza
przy zastapieniu 9, X! — D,(LA)X I'i9,¥ — D&A)\IJ polami spinorowymi W. Dla uzyskania pelnego obrazu,
konieczne jest wprowadzenie dzialania dla samej grawitacji. Potencjalne dzialanie grawitacji to:

1 ro
SyAX] = 5 [ et s i DA XTDE X RRE o (A) (46)
gdzie
crixr = alersxr + 2801xNL)7) (47)
RIJQB (A) = Qa[aAIJIB] + 2AIK[QAKJ5] (48)

Zauwazmy, ze jest to takie samo, jak (9) przy utozsamieniu X' — ¢, ALY — wl7 oraz g» = §(1 Fip).
Cechowanie globalnej symetrii sparametryzowanych teorii pola nie sugeruje unikalnego pola grawitacyjnego
z mozliwymi dodatkowymi wyrazami wyzszego rzedu. W ramach lagranzjanowego odpowiednika analizy
hamiltonianu [HS8], zobaczymy teraz, ze czterowymiarowa struktura metryczna i dynamika grawitacyjna
opisane przez rozszerzenie do GR mogg wylonié sie z teorii, ktérej polami grawitacyjnymi sa {.A,Iﬂ ,XTY
Sprzezenie z polami materii x jest realizowane przez promocje 0,X I D,(,A)X I jak i uzycie pochodnej
kowariantnej Lorentza DSV = 9, + L A1y, J" dzialajacej na spinory, gdzie J!7 sa generatorami SL(2,C):

S = Sm[x(m)aD(A)XlaAIJ(J)] = /Em (49)

gdze x("™) sa polami materii. Skalar niezmienniczy X; X! w sensie Lorentza moze pojawié¢ sie w dzialaniach,
ale nie rozpatrujemy sprzezenia tej wielkoéci z materia. Zadne dzialania majace symetrie pod ‘kowariantnie
stalymi’ translacjami X! — X7 + P! zgodnie z DLA)PI = 0 nie moga zawiera¢ takich terminéw, jak ten ska-
lar. Podniesienie 6#XI — DLA)XI w dzialaniach z materig sugeruje, ze wielkos¢ g, = nIJD,SA)XIDZEA)XJ
bedzie odgrywac role tensora metrycznego czasoprzestrzeni. Aby pokazaé zwiazek tego tego modelu GR w for-
malizmie lagranzjanu wprowadzamy pole pomocnicze eﬁ , ktére jest rowne DELA)X I ‘na warstwie’ i zastepuje
kazde DELA)X I'w Sy 1 Sm, przy czym réownosc te jest realizowana poprzez dzialanie, ktére wprowadza troj-
forme mnoznika Lagrange’a Ay, ktora jest zapisana w jezyku form rézniczkowych Sy = [ A7 A (DA XT el
w taki sposéb, ze catkowite dziatanie S = S; + S\ + S, przyjmuje postac:

S[S,A, X, )\,X(m)] = / |:C[JKL€I Nel A REL 4 A1 A (D(A)XI — 61) + Sm[X(m), G,A] (50)

Réwnania ruchu uzyskane przez dokonanie wariacji S wzgledem e, A, X oraz A sa nastepujace:
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0L
—QC]JKLBJ/\RKL—F Dl —Ar=0 (51)
0L
—D('A)(C]J[MN]eI A\ e‘]) + AW(J) + )\[MXN] =0 (52)
DA =0 (53)
DAWXT _ el = (54)

gdzie, na przyktad, 6.L,, = ‘%’” Ndel. Zakladamy teraz, ze X; X! # 0 na danym obszarze czasoprzestrzeni,
aby moéc zdefiniowaé operator rzutowy ortogonalny do X7: P!, =4, — X X <o X1 X ;. Otrzymujemy zatem:

1
e =5z X + B, (55)

gdzie E’{ = PIJDfLA)XJ, stad XIEi = 0. Z definicji DLA)XI = ei otrzymujemy &, = %3HX2 skad wynika:

gl—“’ = 77[(]6;561{ = ’IHJD('A)XI.D('A)XJ 4X28 X26 X2 + EIEIV (56)

Aby uwzgledni¢ rézne przypadki, mozemy zdefiniowaé¢ X; X! = £€X? | gdzie € = —1 jesli X; X! jest cza-
sopodobne, natomiast & = 1 jesli X; X! jest przestrzeniopodobne. Uzyteczne jest wyjasnienie sygnatury

tensora h,, = E,ﬁE],,. Wielkosci g, sa hy, niezalezne od cechowania Lorentza. W przypadku, gdy § = —1
oraz X! jest rzeczywiste, mozemy znalezé cechowanie, w ktérym X1 = /—X ;X7 6t gdzie ngg = —1 —

stad, gdy X;E! = 0, sygnatura hyw wynosi (0,4, 4,4) i moze byé¢ traktowana jako przestrzenna metryka
ortogonalna do wektora czasopodobnego 9*X?2. Alternatywnie, gdy & = 1 i X! jest rzeczywiste, mozemy
znalezé cechowanie, w ktérym X! = /X, X7 81 | edzie n11, co oznacza, ze w tym przypadku sygnatura
hy wynosi (0, —,4+,+) i moze by¢ traktowana jako przestrzenna metryka ortogonalna do wektora prze-
strzeniopodobnego 0#X?2. Jak zauwazyliémy, tylko dla wartoéci 8 = =i istnieje granica teorii w sensie
ogolno-relatywistycznym [H2]. Dla konkretnosci rozwazmy przypadek 8 = i. Biorac anty-samodualna czesé
(52) i zakladajac, ze AIILJ (J) = AZI 7 tj. pochodne kowariantne pél spinorowych bedg skonstruowane na
A:{I 7 (co jest niesprzeczne z wyborem sprzezenia dla pdl spinorowych [E21]) wnioskujemy, ze A; o< X7 i
mozemy zdefiniowaé pole g jako A\ = (0/X) X, co doprowadzi réwnania ruchu do postaci:

74OLEIJKL6 /\RKL(.AJF) 866 X[Q— 0 (57)
+ 8Lm

720&D('A )(EIJ[KLe Ne ) 8A+KL =0 (58)

D XX = ¢ (59)

do=0 (60)

ErAo=0 (61)

gdzie uzyto indekséw gérncyh przy g, co jest traktowane jako macierz odwrotna (56). Réwnanie (58) w
przypadku braku sprzezenia wyrazu zrédlowego zwiazanego ze sprzezeniem spinora z .A:[I 7 field* prowadzi
do wniosku, ze [E27] rozwiazanie samodualnego A:I 7 wyraza sie przez samodualng cze$é koneksji spinowej
Levi-Civity T'}/ (e, de) , ktora jest zdefiniowana jako rozwigzanie rownania de’ + '/ ; Ae? = 0 [E27]. Mo-
zemy osiagnaé spojnosé z notacja standardowa zapisujac réwnanie trzyformy Einsteina w postaci réwnania
tensorowego:

J pKL
4Oé€1JKL€Waﬁ€MR valAT) =

2 [acm

vo 2 vo
861 :| E'u p + gXIQ;u/agﬂ A (62)
pro :

4Uwzglednienie takich zrédet zmodyfikuje rozwigzanie dla, A:{U sprawiajac, ze na etapie ostatecznego odtworzenia réwnan
Einsteina pojawi si¢ wyraz zawierajacy prady spinoréw.
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Teraz dokonamy podstawienia za g ktére spelnia (61):

1
Quva = _55\/ _gguuaﬁaﬁxp (63)
Teraz, mnozac (62) przez eé i wykorzystujac Xjeé = %E@CXZ oraz definiujac a = 1/(647G) otrzymujemy:

1_
Ryy = 5 Rgyu = 87G (T2 + p0, X0, X) (64)

stad wlasnie zdefiniowali$my

ov)

gdzie R/ v Jest krzywizna dwuformy skojarzonej z I‘II;’ (e,0e), R*, = R"
tensor naprezenia energii dla pol materii:

oLy,
T = ¢l g 5“57”{ } (65)
" wv9u)o

f 3'2~ﬁ del | s,

Réwnanie dg = 0 przyjmuje postac:

— 0 (v=anrc) (66)

Z réwnan (64) i (66), wnioskujemy, ze gdy & = —1, mozemy odtworzy¢ réwnania Einsteina w obecnosci
dodatkowego sktadnika ptynu pytopodobnego o gestosci p i cztero-predkosci Vie—_y), = d,&X. Dodatkowo, z
(59) wynika, ze

VM

ey VViee 1) =0 (67)

gdzie V,, jest pochodng kowariantna zgodna z symbolami Christoffela I'%,(g9,99) , tj. V(‘g:_l) opisuje czaso-
podobne krzywe geodezyjne w czasoprzestrzeni. Alternatywnie, w przypadku € = 1 (X;X! > 0), réwnania
(64) i (66) nadal obowiazuja, ale interpretacja jest inna, tzn. wektor V(g 1 jest przestrzeniopodobny i jesli
jest spelnione V(’g:l)@,ﬂ/&:l) = 0, pola opisuja czasopodobne krzywe geodezyjne w czasoprzestrzeni. Wyraz
srédlowy zwiazany z p w (64) jest latwiej interpretowaé jako ‘ciemne ci$nienie’. Zobaczymy, ze w pewnych
obszarach czasoprzestrzeni istnieja proste rozwiazania X’ X; < 0, w innych X/ X; > 0 a w innych X/ X; =0
(tzn. X! zanika albo jest zerowe), dlatego w takich przypadkach operator rzutowania P!’ nie moze byé
zdefiniowany globalnie. Na podstawie ilustracji i poréwnania z GR, mozemy rozwazy¢ dziatanie obecnego
modelu w symetrii FRW, w ktorym mozna pokazaé, ze dzialanie istnieje, po eliminacji skladnikéw AiJ
wykorzystujac rownania ruchu:

2
Sla / Vh d3xdta3T( agt 52) (68)

Zauwazmy, ze dzialanie (68) zredukowalo sie do przypadku parametryzowanej mechaniki czastek, ktéra
jest przeformutowaniem mechaniki newtonowskiej, w ktérej czas newtonowski T jest wypromowany do pola
dynamicznego [E25]. Mozemy wprowadzi¢ nowe pola Pr i N tak, ze Pr jest wyrazem mnoznika Lagrange’a,
ktory wymusza definicje ‘predkosci czasowej’ N = T, natomiast dzialanie przyjmuje postaé:

S[Pr,T,N,a,¢] = /\/d?’xdt[PT(T N)—i—a?’N(SSG(—]\},Q;aZ—i—;))] (69)

Dokonujac wariacji T i N, otrzymujemy:

3 (&> k\ Pr
8TGN? <a2 * 112) a3 (70)

Pr=0 (71)
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za$ réwnania ruchu otrzymane przez dokonanie wariacji a sa identyczne z réwnaniami w GR. Réwnania (70) i
(71) wynikaja z réwnan pola (57) i (60) ograniczonych do symetrii FRW. Dodatkowo, Pr jest odpowiednikiem
stalej calkowania E - catkowitej energii ukladu - w parametryzowanej mechanice czastek [E25], ktéry ma
efekt obserwacyjny, tj. interpretuje sie ja jako sktadnik DM we wszechswiecie.

Teraz pokazemy, ze model dopuszcza kilka réznych konfiguracji, ktére rozwiazuja réwnania pola i powo-
duja, ze metryka czasoprzestrzeni jest metryka przestrzeni Minkowskiego. Przypomnijmy, ze w przypadku
niegrawitacyjnej parametryzowanej teorii pola, metryka Minkowskiego zostala odtworzona poprzez

OXTox’

. (22 9
"l T Bn v (72)

Pokazemy teraz, ze dwa odrebne rozwiazania w teorii grawitacji prowadza do odtworzenia przestrzeni Min-
kowskiego. Co ciekawe, jedno z tych rozwiazan opisuje metryke plaskiej czasoprzestrzeni z niezerowa krzywi-
zng R17 5(A). Aby ulatwi¢ wizualizacje, dane liczbowe opisujace profil pola X I'w przestrzeni Minkowskiego
zostaly przedstawione na Rysunku 5.4.3.

AN ' o

A i (N S R R R

v RN EEEEREEE

Rysunek 3: Profile dla X w plaszczyznie skoordynowanej przez wspoélrzedne inercjalne (,t) prowadzace
do metryki Minkowskiego z zerowa (lewa strona) i niezerowa (prawa strona) krzywizna czasoprzestrzeni.
Punkty, w ktérych X! = 0 sg oznaczone kolorem czarnym.

Oczywiste jest, ze réwnania ruchu w prézni (51)-(54) dla 8 = +i jest ?!7 je$li dwuforma krzywizny
R!; = 0. Nastepnie mozna znalezé cechowanie, w ktérym .Afﬂ = 0, przy czym w tym cechowaniu

Guv = nIJauXIBHXJ (73)

Réwnania ruchu dopuszczaja rozwigzania, w ktérych X! moze koordynowaé cala czasoprzestrzen w taki
sposob, ze g,y = Ny Zwréémy uwage, ze X ' =0 w jednym punkcie w czasoprzestrzeni. Takie rozwiazanie
nie jest unikalne. Dodatkowe X! zwiazane z pierwotnym rozwigzaniem przez X! — Al ;X7 + PI — gdzie
A, € SO(1,3)c, P € C* oraz 0,A! ; = 0, PT = 0 — sa réwniez rozwigzaniami, tj. istnieje rodzina rozwigzan
powiazanych ze soba globalne transformacje Poincarégo na liczbach zlozonych. Alternatywa jest rozwazenie
przypadku czasopodobnego X' w symetrii FRW i uzyskanie rozwiazania, w ktérym wspélczynnik skali
a(t) = Cst., co implikuje, Ze tensor metryczny g,, przyjmuje posta¢ Minkowskiego. Rzeczywiscie, z réwnan

ruchu wynika, ze koneksja Afj 7/ nie zanika, a jej krzywizna ma postaé:
_ 1 R .
RY = ft—th Adx® — t%eljkdxj A dx* (74)
i _ 2 i g L i k
R 2 dx* A dx i Rdt A dx (75)
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Tutaj X! zanika na 3-powierzchni ¢t = 0. Co ciekawe, tensor krzywizny jest niezerowy dla tego rozwigzania
z plaska metryka czasoprzestrzeni °. Zwréémy uwage, ze krzywizna jest rozbiezna przy t — 0. Niemniej
jednak dziatanie grawitacyjne S, pozostaje zerowe we wszystkich chwilach czasu poniewaz zalezy tylko od
krzywizny samodualnej, ktéra - jak mozna zweryfikowaé w oparciu o (74) i (75) - zawsze zanika. Istnienie
rozwiazan o maksymalnie symetrycznej metryce w obecnosci pol, ktére spontanicznie tamia lokalng nie-
zmienniczo$¢ wzgledem Lorentza przypominaja kondensat ducha [E41] i modele Einsteina-Aethera [E36] ,
ktoére dopuszczaja przestrzen Minkowskiego jako rozwigzanie réwnan pola pomimo obecnosci pola skalarnego
¢ z niezerowa pochodng wzgledem czasu lub pola wektorowego A* z czasopodobna warto$cia oczekiwana.
Ewolucja zaburzen liniowych w poblizu tych rozwiazan jest rozwazana bardziej szczegélowo w [H6, HS].

Na koniec zauwazamy, ze mozliwe jest réwniez znalezienie rozwigzan réwnan pola grawitacyjnego, w kto-
rych czterowymiarowa metryka odpowiada metryce plaskiej czterowymiarowej przestrzeni Fuklidesa, tj. ist-
nieja w niej takie wspolrzedne, ze metryka moze by¢ globalnie ujeta w postaci g, = nUDLA)XIDl(,A)XJ =
diag(1,1,1,1). Mozna to odtworzyé w oparciu o niezanikajaca krzywizne rozwiazania Minkowskiego po-
przez przedluzenie analityczne .Affl 7 lub przez rozwazenie rozwiazania o zerowej krzywiznie, dla ktérego
w cechowaniu ALY = 0 zachodzi X! = (it,a?), gdzie (t,") obejmuje zbiér wspéhzednych inercyjnych w
czasoprzestrzeni. Co ciekawe, pole X! w rozwiazaniu o niezerowej krzywiznie wprowadza ‘preferowang’ (uro-
jona) wspélrzedng czasu, a pomimo tego otrzymana geometria euklidesowa z metryka czterowymiarowa 6,,,
posiada symetrie pod grupa dyfeomorfizméw, ktére generuja globalne transformacje wspélrzednych 150(4).
W bardziej ogélnym kontekscie rozwazmy przypadek, w ktérym istnieje cechowanie SO(1,3)c , w ktérym
XTI =iS(x*)8} | gdzie o S(x) zakladamy, ze jest rzeczywiste, skad zachodzi X; X! = S2. W tym cechowaniu
zachodzi E[L L z'SAIO#. Dlatego jedynymi niezanikajacymi E[L sa EZL ,gdzie ¢,5,k=1...31

1 . ,
Guv = ﬁﬁuSz&jSQ — S2nijA’0MAJOV (76)

Zatem, jedli AY, , W tym cechowaniu sg czysto urojone, to metryka czasoprzestrzeni jest rzeczywista i nalezy
do sygnatury euklidesowej.

5.4.4 Fenomenologia modelu i perspektywy dalszego badania

Rozszerzenie do (30) wyglada potencjalnie obiecujaco: wymdg, aby granica w ogdlnej teorii wzglednosci
wystepowala tylko wtedy, gdy samodualne czeéci cofniecia przestrzennego w koneksji spinowej i jej pedach
reprezentujg grawitacyjne stopnie swobody, implikuje, ze w tej granicy grawitacyjny Hamiltonian przyj-
muje prosta posta¢ wielomianowa. Obecno$é nowego stopnia swobody ¢?> w tym modelu powoduje efekt
grawitacyjny réwnowazny efektowi bezci$nieniowego plynu doskonatego w klasycznych réwnaniach ruchu.
Biorac pod uwage, ze niezwykle szeroka gama danych kosmologicznych i astrofizycznych wskazuje na obec-
no$¢ dodatkowego, nieznanego skladnika grawitacyjnego, ktéry w duzych skalach zachowuje sie jak plyn
[E110], kuszace jest, aby spekulowaé, czy nowy stopieri swobody moze odpowiadaé¢ za przynajmniej czesé
tego efektu. Dobrym przyblizeniem dla wszystkich modeli DM w duzych, kosmologicznych skalach jest opis
hydrodynamiczny, w ktérym DM jest opisana jako plyn o gestosci p(x) i czteropredkosci u” , gdzie czte-
ropredko$¢ jest podlega réwnaniu geodezyjnemu zgodnie z metryka g,,. Ogélnie méwigc, konfiguracja u#
okreslona na pierwotnej powierzchni Cauchy’ego bedzie ewoluowac tak, ze V,u* bedzie rozbiezne w skon-
czonym czasie (powstawanie kaustyk), co uniemozliwi dalsza ewolucje pola poprzez réwnanie ruchu (66)
[E71]. Nie jest trudno znalezé takie poczatkowe dane, aby patologiczne zachowanie ujawnialo sie w rzedach
wielkosci skali czasowej, o rzad wielkosci krétszych niz wiek Wszech$wiata [E92], a zatem wiarygodno$é réw-
nan ruchu modelu klasycznego jest kwestionowana. Istnieje mozliwos¢, ze w takim scenariuszu pojawi sie
kosmiczny szkielet osobliwych struktur. Rezultatem byloby to, ze supermasywne czarne dziury tworzylyby
sie z taka latwoscia, ze obserwowana masa domniemanej czarnej dziury w centrum galaktyk Drogi Mlecznej
ograniczataby kosmiczna obfitosé tej ‘bezwirowej’ DM, ze bylaby ona niewielka czescia zawartodci materii w
naszym wszech$wiecie [E81].

Jednak, model (9) nalezy najpierw rozumieé jako teorie kwantows. Jest mozliwe, ze jesli pole ¢? od-
grywa role w okreslaniu uprzywilejowanego i globalnego czasu w grawitacji kwantowej, to konsekwencje

5Jest to sytuacja przeciwna do grawitacji teleréwnoleglej, w ktérej krzywizna czasoprzestrzeni jest zerowa, a pomimo tego
jako rozwigzania réwnan pola istniejg metryki z niezanikajaca krzywizna riemannowska, (tj. krzywizne zbudowang na symbolach
Christoffela) [ET78].
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tego moga by¢ obserwowalne. Na przyklad, jednym z podejsé [E28, E77] bylo skonstruowanie kanonicznego
sformutowania dzialania GR sprzezonego z bezcisnieniowa sktadowa pytu

b

— H
R p0uX0MX 1) (77)

S[g,p,X]=/d4z\/fg{

a nastepnie cechowanie czasowe ustalajace warunek ograniczajacy X = ¢ przed kwantyzacja. Stad, jesli X
odgrywa role czasu w przypuszczalnej kwantowej teorii grawitacji (i pozwala na przeplyw trwajacy wiecznie
bez przeszkod), nie jest jasne, czy kaustyczne patologie, ktére uniemozliwiaja uzycie X jako globalnego
zegara w teorii klasycznej, moga pojawi¢ sie jako granica teorii kwantowej. Rzeczywiscie istnieja dowody na
to, ze kaustyki nie pojawiaja sie, gdy rozwazana jest sferyczna zapasé bezci$nieniowego doskonalego ptynu dla
modelu GR sprzezonego z bezcisnieniowym plynem kwantyzowanym zgodnie z [E119]. Ponadto, w kontekscie
czasoprzestrzeni symetrycznych wzgledem FRW znanym faktem jest, ze w teorii kwantowej ograniczonej do
tej symetrii [E114, E118] mozna uniknaé osobliwosci Big Bang (Wielkiego Wybuchu) zwiazanej z klasycznymi
réwnaniami (64) i (66). Krytyka takich podej$é [E26] polega na tym, ze nie byto jasne, w jaki sposéb stopnie
swobody (p, X) moga pojawi¢ sie w teorii fizycznej, natomiast my uwazamy za zachecajacy fakt, ze wynikaja
one naturalnie z teorii opartej na dzialaniu (9).

Jednak nalezy podkreslié, ze to podejécie do kwantyzacji GR sprzezone z bezci$nieniowym plynem nie jest
uniwersalne. Przeciwnie, [E58] rozwazal plynna cze$é dziatania niesprzezona z grawitacja i oddzielnie skon-
struowal kanoniczne sformulowanie tej czesci, odtwarzajac gestos¢ hamiltonianu H = Ilxyv1 + ' X0 X,
gdzie Il x) jest pedem kanonicznym X oraz i oznacza indeks wspolrzednych przestrzennych, ktory jest pod-
niesiony plaska metryka odwrotna Euklidesa. Nastepnie autorzy rozwazaja rozwiniecie w poblizu rozwigzania
tta X = ¢, I x) = po (Oupo = 0) gdzie zachodzi 6X = x/\/po, 0l x) = IL,/po gdzie py nalezy interpretowac
jako gestosé tta bezcisnieniowego ptynu doskonatego. Wynika z tego, ze H = %(“ﬂxaix—&— ﬁﬂxﬁix@-x—i—. ey

co sugeruje, ze rozwiniecie zaklécajace zalamuje sie dla energii o skalach A ~ p(l)/ 4 , ktore dla obecnej gestosci
kosmicznej DM odpowiadaja A ~ 10~3eV , co sugeruje, ze zakléceniowa kwantyzacja czesci plynnej (77) jest
ograniczona do energii o skali £ < A, co zostato uznane za niedopuszczalne dla sktadnika teorii kandydu-
jacej grawitacji kwantowej. Jest malo prawdopodobne, aby teoria kwantowa oparta na tym zakléceniowym
podejsciu byla rownowazna teorii opartej na cechowaniu ustalajacym X = ¢ przed kwantyzacja.

Inng mozliwoscia jest to, Ze nowe stopnie swobody wykraczajace poza te obecne w Modelu A lub (77)
stajg si¢ aktywne w rezimach bliskich powstawaniu kaustyki, powodujac, ze pole predkosci u, odchodzi
od ruchu geodezyjnego i prowadzi do unikania kaustyk. Dobrze znanym przykladem tego jest ‘zakonczenie
UV’ (77) w kategoriach rozleglego, zlozonego pola skalarnego ® = \e’®. W zakrzywionej czasoprzestrzeni
lagranzjanu dla takiego pola jest

1 B 1 9, N\
Lo = 5v/=0(-00,0°0,8 ~ MPP) = gy=g( - TG

R(0,d0,6+1)) ()
gdzie A= MM, (5 = ¢/M. W granicy M — oo i przy utozsamieniu A2 = 2p, (Z) = X, stwierdzamy, ze Lg
dazy do postaci wyrazu dotyczacego ptynu (77) i rzeczywiscie mozna wykazaé, ze grawitacja sprzezona z Le
moze zblizaé si¢ do rozwiazan (77) dla dostatecznie wielkiego M. Dla skoficzonego M z réwnania ruchu
wynika, ze ‘czteropredko$é’ u, = Bui)/ A/ —(a,,gBquE) nie spelnia réwnania geodezyjnego i mozna wykazaé, ze
nie powstaja kaustyki zwiazane z tym polem [E92]. Zatem alternatywa dla waznych poprawek kwantowych
do klasycznych réwnan ruchu z Modelu A lub (77) powstaloby takie ‘zakoriczenie UV’ modelu (46) , aby
wprowadzi¢ nowe stopnie swobody w celu udoskonalenia problemu kaustyki. Taki scenariusz jest nie do
pomyélenia—na przyklad, pomimo wielkiego sukcesu GR, czolowym kandydatem do inflacji kosmicznej i
poczatkiem struktur we wszech$wiecie jest model inflacji Starobinsky’ego [E12] , ktéry rozwaza korekte
V—9gR? w lagranzjanie Einsteina-Hilberta. Ten model jest réwnowazny teorii skalarno-tensorowej i nowy
skalarny stopien swobody w grawitacji moze mie¢ duze znaczenie przy energiach duzych skal, na przyktad
stanowiacych Zrédlo struktur duzej skali we wszechswiecie [E45].

Ostateczna mozliwo$¢ jest taka, ze warunek ograniczajacy u,u* + 1 = 0 przy u, = 0,X pozostaje w
uzyciu tak, ze u, zawsze spelnia réwnanie geodezyjne, ale te nowe, dodatkowe wyrazy w dzialaniu staja
sie znaczace, gdy zbliza sie formacja kaustyki i powstaje odpychajacy efekt grawitacyjny, ktory zapobiega
rozbieznosci V,u*. Rzeczywiscie, efekt DM o wielu cechach podobnych do tych, ktére wynikaja z (46)
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zostal odkryty w kontekscie rzutowalnej grawitacji Hofava-Lifshitza [E62, E61] , w ktérej czteropredkosé
pltynu DM przyjmuje postaé u, = —0,T , gdzie T'(x) jest polem skalarnym, ktére dziata na preferowana
wspolrzedna czasu w czasoprzestrzeni. Postuluje sig, ze kaustyka nie powinna powstawaé¢ w takich teoriach
ze wzgledu na a) poprawki do lagranzjanu, ktére zaleza od zewnetrznej krzywizny powierzchni o stalym
T (a wiec moga zawiera¢ V,ut) , ktére modyfikuja klasyczna dynamike grawitacyjna w taki sposéb, aby
zapewni¢ odpychajacy efekt, ktéry zapobiega dywergencji V, u* oraz b) kwantowe zachowanie grawitacyjnych
stopni swobody, co jest podobne do sposobu unikania osobliwo$ci typu Big Bang w kwantowych modelach
kosmologicznych mininadprzestrzeni systemu obejmujacych GR i pyl. Jak juz wspomniano, zachowanie b)
moze réwniez wynikaé z dzialania (46) , przy czym niewykluczone sa poprawki typu a): mozna sprawdzié, ze
réwnania ruchu dla modelu 8 = +i (46) implikuja, Ze zewnetrzna krzywizna powierzchni o stalej X' zawiera
sie w skreceniu De! = RT (A) X7 a stad dodatkowe wyrazy w dzialaniu wyzszego rzedu w tych czedciach
krzywizny moga dynamicznie zapobiegaé¢ osobliwemu zachowaniu w tej zewnetrznej krzywiznie.

Otwarta pozostaje kwestia poprawek, ktérych nalezy spodziewaé sie w réwnaniach (64) i (66) oraz ich
wplywu na wiarygodnos¢ kandydata na DM wynikajacego z opisu grawitacji w kategoriach spontanicznie
tamanej teorii cechowania grupy Lorentza. Scenariusz, w ktérym ruch geodezyjny jest modyfikowany przez
odpychajace efekty grawitacyjne w poblizu potencjalnych kaustyk, jest by¢ moze gotowy do jak najszybszego
przetestowania, biorac pod uwage wplyw takiej modyfikacji na propagacje Swiatta, prowadzac do potencjalnej
sygnatury soczewkowania grawitacyjnego.

Teraz krétko komentujemy sprzezenie Modelu A z materig. Zaskakujacym rezultatem modelu jest ist-
nienie rozwigzan z metryka Minkowskiego czasoprzestrzeni, ale posiadajacych niezerowa krzywizne pola
cechowania R!7(A). W bazie wspétrzednych Minkowskiego (t,z%), z rozwigzania wynika, ze A/ = 0,
A = (2/t)(nl BV + Ll Klng By ) |, gdzie n! = X1/\/—X ;X7 , gdzie Ey, sa jednoformami bazy wspol-
rzednych przestrzennych spehiajacymi Ern” = 0 , natomiast metryka Juv = D&A)X I D,(,A)X 1 = Nu- Kazde
pole, ktére wchodzi w sprzezenie z A=Y w izolacji (tj. poza sprzezeniem z A~!7 zawartym w g,,,) znajdzie
sie pod wplywem krzywizny tla. Tutaj pojawia sie pozorny wybor w sprzezeniu dotyczacy pol spinorowych
i grawitacji. Rozwazmy wyraz kinetyczny dla — (minus) spinora chiralnosci XAI. Istnieja dwie niezalezne
mozliwodci:

iersrre’ Nef Ael A (X*AJIQA,D(A”XA/) (79)

7Z.€[JKL€J A\ e A el AN (D(A+)X*AO'£A/XA,) (80)

To te ostatniag mozliwo$é rozwazali Ashtekar et al. [E21] w samodualnej teorii Einsteina-Cartana, w ktorej
pole A~17 nie wystepuje w formalizmie i stad wyraz (79) nie moze by¢ zbudowany. Wykazano, ze sprzezenie
(80) pozwolito jednak na odtworzenie znanych wynikéw ze sprzezenia grawitacyjnego ze spinorami w teorii
Einsteina-Cartana. W obecnym modelu, jesli wybierzemy sprzezenie (80) , pole spinorowe nie ‘widzi’ krzywi-
zny tla. Jesli natomiast zostanie wybrane sprzezenie (79) , to proste obliczenie pokazuje, ze jesli XA/ jest cze-
$cig spinora Diraca ¥ (na przyktad lewoskretne pary neutrino-elektron w modelu standardowym), to na tym
tle pojawia sie nastepujace sprzezenia w lagranzjanie spinora: a; U~ U oraz by U~°~y!' ¥ | gdzie ay, by ~ ny/t.
Takie sprzezenia byly szeroko badane w kontekscie rozszerzen naruszajacych ?réwnania? Lorentza modelu
standardowego [E33] , natomiast wspdlczesne wiezy [E113] wielkosci sktadowych by odpowiadalyby wartosdei
t rzedu kilku miesiecy. Fakt, ze {ar,br} jest rozbiezne ?przy? t — 0 moze wskazywad, ze nie jest spdjne
traktowanie sprzezenia materii z grawitacja poprzez wyraz (79) jako malego zaburzenia tla opisujacego
przestrzen Minkowskiego o niezanikajacej krzywiznie. Niemniej jednak jest mozliwe, ze konfiguracja pola
{X1T, A7} wytwarzajaca geometrie dostepna dla eksperymentu przybliza czeéé tego rozwiazania, a zatem
powyzsze sprzezenia materii naruszajace Yréwnania? Lorentza moga by¢ istotne, jednak ostateczna odpo-
wiedZ prawdopodobnie zalezy od rozwiazania kwestii propagacji materii DM oméwionej wezesniej. Bardziej
szczegolowe badanie sprzezenia Modelu A z materia, z naciskiem na symetrie i zachowane prady Noethera,
zostalo niedawno podjete w [020].

Model moze rowniez mie¢ charakterystyczne sygnatury eksperymentalne z fizyki wczesnego wszechswiata.
W przypadku chiralnego sformulowania grawitacji Ashtekara (ktérego kanoniczne sformulowanie wynika z
(30) w granicy I — 0), argumentowano [E74] , ze niezaleznie od ostatecznej postaci, jaka przyjmie skwan-
towana teoria, powinna ona posiada¢ rezim, ktéry moze byé odwzorowany na klasyczne tlto kosmologiczne
z zaburzeniami metrycznymi opisywalnymi z uzyciem zwykltych obliczen fluktuacji kwantowych prézni ten-
sorowej. Przy tym zalozeniu, stwierdzono, ze pierwotne spektrum rodzajow tensoréw chiralnosci + i — byty
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rézne [E74, E68], co bylo odmienne od przypadku Qmodéw tensoréw w standardowej kosmologii inflacyjnej,
w ktérej grawitacja jest opisana przez metryke GR i taki efekt nie wystepuje. Co ciekawe, w pierwotnych
rodzajach tensoréw takie efekty moga byé obserwowane poprzez korelacje wzajemna miedzy temperatura
CMB a fluktuacjami polaryzacji [E56]. Biorac to pod uwage, pierwszym krokiem, ktéry mozna podjaé¢ w
przypadku (30) , byloby umozliwienie efektu dodatkowych stopni swobody (II, $2) na kwantyzacje zaburzen
kosmologicznych i odkrycie jak to wplywa na powyzszy obraz.

Alternatywnym podejsciem jest préoba opisania zachowania modelu jako teorii kwantowej w sytuacjach
wysokiej symetrii. Zostalo to przeprowadzone dla chiralnego sformulowania grawitacji Ashtekara w kon-
tekécie petlowej kosmologii kwantowej [E86, E90, E83] , a podejscie to moze byé uogélnione na przypadek
rozwazanego tu modelu ©.

Na koniec krétko oméwimy mozliwe uogélnienia Modelu A. Naturalnym uogélnieniem (9) byloby wpro-
wadzenie pol (¢4,1_) (potencjalnie z nietrywialna struktura indeksu Lorentza) tak ze dotychczasowe stale
(9+,9-—) odzwierciedlaja wartodci oczekiwane tych pdl. Granice ogélno-relatywistyczne (g4 = 1,9- = 0) i
(9+ = 0,9_ = 1) wynikalyby wéwczas ze spontanicznego lamania symetrii (gdzie dzialanie jest formalnie sy-
metryczne pod transformacjami (23) i towarzyszacymi transformacjami (14,1 _)) , a uzmiennienie czasowe
nowych pol dynamicznych mialoby znaczenie we wczesnym Wszech$wiecie.

Alternatywnym podejsciem jest spojrzenie na zwiekszenie symetrii cechowania modelu. W [018] stwier-
dzono, ze teoria cechowania ogélnej grupy liniowej w liczbach zlozonych GL(4,C) moglaby uproscié sie do
(9) po procesie dynamicznego lamania symetrii.

5.5 Model B

5.5.1 Ogdlna klasa teorii grawitacyjnych jako alternatyw dla DM , w ktérych predkosé gra-
witacji zawsze réwna sie predkosci Swiatta.

Wobec braku bezposéredniego wykrycia czastki o odpowiednich wtasciwosciach, ktéra odpowiadalaby za
calo$¢ DM, pozostaje mozliwosé, ze efekty przypisywane DM reprezentuja niedociagniecia w naszym zro-
zumieniu natury grawitacji. GR moze nie opisywa¢ grawitacji doktadnie w obszarach, w ktérych wczesniej
oczekiwano, ze przypuszczalnie w duzych skalach istnieja dowody na efekt DM. Ogolnie rzecz biorac, préby
rozszerzenia GR tak, aby zmodyfikowaé ‘site grawitacji’ w duzych skalach tak, aby nadladowaé obecno$é
DM wprowadzaja dodatkowe pola do sektora grawitacyjnego. [E31, E43, E57, E59, E67] wprowadzaja do
sektora grawitacyjnego dodatkowe pola, ktorych wplyw na widzialng materie wywoluje efekty podobne do
DM. Wszelkie dodatkowe pola sprzezone nietrywialnie z krzywizna czasoprzestrzeni prowadza zazwyczaj do
predkosci fal grawitacyjnych réznej od tej w GR.

Fale grawitacyjne (GW) z polaczenia binarnego uktadu gwiazd neutronowych zostaly ostatnio zaob-
serwowane przez obserwatorium grawitacyjne z udoskonalonym interferometrem laserowym (aLIGO) oraz
interferometr VIRGO [E91]. W ciagu kilku sekund od wykrycia tego zdarzenia (GW170817) , rozblysk pro-
mieniowania gamma obserwowano niezaleznie z tego samego polozenia [E96, E99]. Biorac pod uwage wysokie
prawdopodobienstwo, ze fale te reprezentuja sygnaly z tego samego zdarzenia oraz wielka odleglo$é¢ miedzy
lokalizacja emisji (galaktyka NGC 4993), typowo mala réznica czasu sugeruje, ze (w jednostkach takich, ze
predkosé $wiatla jest jednoscia), predko$é propagacji GW ¢r jest zgodna ze wzorem

|3 — 1] < 1071°. (81)

Jest to niezwykle rygorystyczne ograniczenie, ktére doprowadzito do wykluczenia wielu zmodyfikowanych
teorii grawitacji zaproponowanych jako wyjasnienie zjawiska ciemnej energii [E93, E95, E94, E98, E108].
Roéwnie wazny jest wplyw tych obserwacji na teorie grawitacyjne efektywnie spelniajace funkcje DM. To
rygorystyczne ograniczenie zostalo réwniez uzyte w [E105] do nalozenia warunkéw ograniczajacych na teorie
Einsteina-Aethera [E37].

Woezesne dowody na DM pojawily sie w postaci obserwacji ruchu gwiazd w galaktykach [E11], gdzie stwier-
dzono, ze gwiazdy w kierunku zewnetrznych regionéw galaktyk miaty predkosé orbitalna znacznie wigksza
niz oczekiwano na skutek pola grawitacyjnego Newtona wytwarzanego przez materie widzialng. W 1983 roku

6Warto zauwazyé, ze pomimo klasycznej réwnowaznoéci sparametryzowanej teorii pola z teoria p6l materii propagujacych
si¢ w ustalonym tle przestrzeni Minkowskiego, kwantyzacja Diraca tej pierwszej teorii napotkala techniczne przeszkody [E34],
ktérych wyeliminowanie wymagalo uzycia technik pierwotnie opracowanych w paradygmacie petlowej grawitacji kwantowej
[E55].
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Milgrom wykazal [E15] , Ze ten ruch gwiazd moze wynikaé z modyfikacji inercji/dynamiki gwiazd przy ma-
tych przyspieszeniach Newtona. Wkrétce potem stwierdzono, ze te same efekty moga alternatywnie wynikaé z
nieliniowej modyfikacji réwnania Poissona dla grawitacji Newtona [E18]. Modele te sg okreslane jako zMOdy-
fikowana Dynamika Newtona (MOND). Aby osiagnaé postep, konieczne jest dazenie do odtworzenia MOND
z teorii, ktéra moze réwniez wyjasni¢ eksperymentalne eksperymentalne sukcesy GR. By¢ moze najszerzej
znana teoria relatywistyczna prowadzaca do zachowania w stylu MOND jest teoria Tensor-Wektor-Skalar
(TeVeS) Bekensteina-Sandersa [E31, E43] , ktéra zalezy od metrycznego §,,., jednostkowo-czasopodobnego
(wzgledem metryki §,, ) pola wektorowego A, i pola skalarnego ¢. Przyjmuje sie, ze wszystkie rodzaje
materii wchodzg w uniwersalne sprzezenie z metryka g, poprzez

Guw = €294, — 2sinh(29) A, A, (82)

gdzie przestrzegana jest zasada rownowaznosci Einsteina. Ze wzgledu na algebraiczny zwiazek miedzy tymi
dwoma metrykami, w tej teorii, podobnie jak w GR, istnieje tylko jeden mod tensora propagujacy zaburzenie
fal grawitacyjnych (dwie polaryzacje ) Kosmologia teorii TeVeS zostala szeroko zbadana w [E49, E51, E8S,
017].

Predko$¢ modu tensora GW w teorii TeVeS jest na ogoél inna niz predkosé swiatla, tak wiec naturalne
jest pytanie, jaki jest status paradygmatu TeVeS po GW170817. Za pomoca réznych metod szereg artyku-
16w [E101, E102, E103] borykalo sie z tym pytaniem. Autorzy [E101] poréwnali opdznienie czasowe Shapiro
fal grawitacyjnych i elektromagnetycznych, w trakcie ich przechodzenia przez potencjalne studnie galaktyk,
co bylo proponowane wczesniej jako ogdlny test teorii TeVeS [E52]. Taki test jest lepszy od testowania pred-
kosci propagacji na czasoprzestrzeni tlta FRW rozpatrywanego w [E93, E95, E94, E98, E105] w przypadku
innych teorii. OpdzZnienie zostato obliczone poprzez poréwnanie linii geodezyjnych §,, z liniami geodezyj-
nymi g,,, jednak ogélnos¢ tego wyniku nie jest jasna poniewaz metryka nie jest obserwowalna. Na przyklad,
[O1] przeformutowal teorie TeVeS przy uzyciu pojedynczej metryki (g,,,) w taki sposéb, ze zadne poréwna-
nia linii geodezyjnych nie sa mozliwe w tym sformutowaniu’. Inna metoda jest konieczna w [E102, E103]
, gdzie predko$é wszystkich szesciu rodzajéw GW obecnych w teorii TeVeS [E66] byla rozwazane na tle
Minkowskiego, a po nalozeniu warunku (81), analiza pozostalej przestrzeni parametréw przyniosta wniosek,
ze teoria TeVeS jest wykluczona.

W pracy [H3] badana byla propagacja GW na zaburzone czasoprzestrzenie FRW, co obejmuje efekt
opdznienia czasowego Shapiro. Wykazano, ze pierwotna teoria TeVeS [E43] i jej uogdlnienie [E57, E63] sa
faktycznie wykluczone przez zdarzenia GW170817/GW170817a , co zgadza si¢ z poprzednimi badaniami
[E101, E102, E103]. jednak, dodatkowo wykazano, ze istnieje nieznana wczesniej klasa teorii relatywistycz-
nych MOND réwniez opartych na paradygmacie Tensor-(czasopodobny)-Wektor-Skalar, w ktérych predkosé
grawitacji zawsze réwna sie predkosci $wiatla, zachowujac efektywny opis dwumetryczny, ktéry prowadzi do
zwyktlej fenomenologii MOND w galaktykach.

Nieznaczne uogélnienie paradygmatu TeVeS wynika z nastepujacego dzialania [E57, E63] , ktére zalezy
od trzech powyzszych pdl i dwéch pdl pomocniczych Ag i p:

S’:

1 A IS ~ ~ N
g | V| R B (40,4 1) = 00650 - T ()] + Sul (53)
Tutaj G jest nieizolowang stala grawitacyjna, g i R sg odpowiednio wyznacznikiem i krzywizng skalarng §,.,
1% jest funkcja niezalezna p, Syr[g] jest dzialaniem dla wszystkich pél materii oraz K = IA(“”O‘B@#AV@QAQ
zostalo uzyskane z .

R1ved = 157G 4 03097 + a0 57 + 49”0 AP A° (84)

Indeksy A, sa zawsze goérne poprzez §"”, metryka odwrotna do §u., tj. §*°g, = 0*,). Podkreslamy, ze
w odréznieniu od [E57, E63] dopuszczamy, aby ¢y (I = 1...4) byly funkcjami pola skalarnego ¢ , co
okazuje sie bardzo wazne przy analizie predkosci GW. Pierwotna teori¢ TeVeS otrzymuje si¢ kiedy c¢; =
{QKBf%, f%, 72KB+%, KBf%}, dla statej Kp [E63]. Dla zwiezlosci zapisu definiujemy cry.. = cr+cy+. ...

Zachowanie typu MOND w granicy quasistatycznego pola stabego w przypadku stalej ¢y bylo szczegdlowo
przeanalizowane w [E63]. Ponownie zajmiemy sie ta analiza, aby pokazaé, ze pole pozostaje niezmienione
nawet wtedy, gdy cy sa funkcjami ¢. W szczegblnosci, nalezy rozszerzy¢ pole skalarne jako ¢ = ¢g + ¢ ze
stalg ¢ oraz niezaleznym od czasu ¢. Metryka quasistatyczna jest taka, ze goo = —e 2%0(1 — 20) oraz

"Inne teorie z jedna metryka, takie jak teoria Horndeski’ego, badana w [E93, E95, E94, E98, E108] i teoria Einsteina-Aethera
badana w [E105] moga réwniez wskazaé na opdznienie czasowe Shapiro rézne od tego w GR.
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Gij = e*%o(1— 2<i>)fyij. W tym ukladzie wspéhrzednych pole wektorowe zawiera sktadowe Ag = —e~%0 (1 + \i/)
oraz A; = 0. Za pomocy transformacji metrycznej (82), znajdujemy skladowe metryki g, tak, ze zachodzi

ds® = —(1 + Q\I/)dtQ + (1 — 2(13)’}/ijd1‘idl‘j (85)

gdzie . .
V=T  b=0-y, (86)

Dzigki temu podstawieniu, réwnania pola wektorowego sa spelnione identycznie, natomiast réwnania Ein-
steina i réwnania pola skalarnego upraszczaja sie do

N 871G
2 — T
v 2—c + C4p (87)
ﬁi(uﬁigp) = 8rGp (88)
d=0 (89)

, gdzie p gestoscia energii materii i gdzie c;’s sa wartoSciowane na ¢ = ¢o w (87). Pole niedynamiczne p
otrzymujemy z réwnania wiezow znalezionego dzieki dziataniu na wariacje wzgledem p a to réwnanie zalezy
od postaci V(u). Nie wszystkie funkcje V(u) prowadzg do zachowan granicznych typu Newtona MOND,
przy czym te, ktére do nich prowadza, musza mieé¢ odpowiednie wlasnosci oméwione w [E63]. Aby okresli¢
predko$¢ propagacji GW, potrzebujemy réwnania modu tensora na tle FRW. Przyjmujemy metryke g..

taka, ze
ds? = — dt* + a® (yi; + xij) da'da? (90)

, gdzi a jest wspétczynnikiem skali, y;; jest metryka przestrzenng o stalej krzywiznie x , a x;; jest modem
tensora GW, ktéry jest bezéladowy v% Xi; = 0itranswersalny V; xij = 0, gdzie V; jest przestrzenng pochodna,
kowariantna zgodna z 7;;. Poniewaz interesuje nas tylko mod tensora, pozwalamy na wyzerowanie zaburzen
¢ iA, tak, z¢ ¢ = H(t) i Ag = —e~? oraz A; = 0. Zaburzone réwnania Einstein dla modu tensora zostaly
otrzymane dla stalej ¢; w [E57]. W przypadku, gdy ¢; = ¢;(¢), znajdujemy dodatkowy wyraz, dla ktérego
zachodzi
5 N\ i sdcis = 1 o5 (e ; —25(9)i
e? (1 — ¢13) [le + (SH + 4¢> Xl]} — eww@(% - a€ 20 <V2 — 2/{) X'; = 16mGe 24)2(9)3 (91)

, gdzie » )ij jest bezsladowym wyrazem zrédlowym wzgledem materii. Jedyna réznica w stosunku do przy-

padku stalej ¢y jest pojawienie si¢ wyrazu d;;f ktéry mnozy x° ;- Teraz w pierwotnych i uogélnionych teoriach

TeVeS jest jasne, ze predkos$¢ propagacji modu tensora jest wyrazona przez

e 19

= (92)

1 —ci3
Zatem ogdlnie rzecz biorac ¢2 bedzie sig r6znié¢ od jednosci, stawiajac te teorie w sprzecznosci z obserwacjami,
ktére wymagaja aby c2 ~ 1 , chyba ze pewien mechanizm ustali ¢ na warto$¢ w przyblizeniu stalg przy
bardzo niskim przesunieciu ku czerwieni i réwng ¢ = —% In(1—c13). Jest to bardzo mato prawdopodobne, ale
jesli to mozliwe, ponizej pokazujemy, ze opdZnienie czasowe Shapiro wyklucza ten przypadek. Jesli jednak ¢y
sg funkcjami ¢, wydaje sie, ze jest dostateczna swoboda, aby zmienié ten fakt. W szczegdlnosci jednoznaczny
wybor

ciz(¢) =1—e " (93)
przeksztatca (91) w
Xj+3HXj—E(Vz—Qn)ijl&rGE(g)j (94)

ktére jest identyczne z réwnaniem modu tensora w GR, a zatem przy tym wyborze ¢ = 1.
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Pokazalidmy zatem, ze (93) prowadzi do propagacji modu tensora GW, jak w GR przy wspoélistniejacym
zachowaniu typu MOND. Gdy jednak fale grawitacyjne i elektromagnetyczne przechodza przez studnie po-
tencjalu generowane przez materie, powoduja dodatkowe opdznienie czasowe (Shapiro) i jak zaproponowal
[E52] , moze ono stuzy¢ do nakladania silnych ograniczen na takie teorie. Sprawdzamy zatem, czy warunek
(93) jest wystarczajacy, aby zapewni¢ propagacje modu tensora z c% = 1 nawet przy uwzglednieniu efektu
niejednorodnosci. W takich sytuacjach metryka fizyczna g,, przyjmuje postaé

ds® = —(1+2W0)dt* + a®(1 — 2®) (vij + xi5) dz'da? (95)

gdzie przyjeto hierarchie x;; < ®, ¥ ~ 107> . Ponadto pole skalarne TeVeS ¢ przyjmuje posta¢ ¢ = b+
(przy ¢ < 1) , natomiast pole wektorowe zawiera skladowe Ay = —e¢(1 + W) oraz A; = —ae®V; o
Wyrazenia (86) dotycza potencjaléw miedzy dwiema ramkami. Biorac pod uwage (95) , metryka §,, nie
bedzie diagonalna, ale bedzie zawiera¢ wyrazy z zaburzenia wektora «. Ogdlnie przyjmuje sie, ze potencjaty
sg zalezne od przestrzeni i czasu.

Po zdefiniowaniu Tikj = Viyk it Vixk - %ﬁl x*10%;, po dtugich i zmudnych obliczeniach, réwnanie modu
tensora dla x;; ma postaé

5 A dc , 3 , 1 - = N A= 1 =
2¢ _ _ _ﬁ 8 2¢ i =29 2 _ k| _ — k
e [(1 c13) (1 2‘11) 7 @] X'+ e P AXY {a2€ {(1 +20) (V 25) + Vi (¥ — D)V } al’)’kv
1 - Lo T W , 1 (. .
- ane—%u +20) <v1vkxkj +V;VEXY, — Svlvkxklélj> + aQe‘%’{W(\If - )T,
= = (o e\ g le o ora ; 1 —2% i
-2 {vkvj (CI) - \If) Xk - ngVz <<I> - \IJ) x*6 j] } + acj = 16mGe (1 — 250)2@) i (96)

gdzie jawne postaci wyrazéow A, B;, Cij przedstawiono w [H3]. Jesli pozwolimy, aby wszystkie potencjaly i
obiekty ¢ oraz « zanikaly, (96) upraszcza si¢ do (91). Rozwazmy uproszczenie (96) do tel quasistatycznych,
pomijajac tez wyraz zrédla, dla precyzyjnie wybranego przypadku, w ktérym ci3 = 1 —e 4% (tak, ze 2. = 1
na tle). Otrzymujemy to poprzez ustalenie a = 1, ¢ = ¢p i U =9z (89). Nastepnie mozna sprawdzié, ze
wszystkie funkcje A, By, Cij zanikaja. Ponadto, rozwazaja dlugosci fal LIGO ~ 1000km, ktore sa znacznie
mniejsze niz skala studni potencjatu, mozemy odrzuci¢ wyrazy zawierajace pochodne ¥ and ¢, tj. 0® < Oy,
nawet gdy x < ® [E108]. Ostatecznie nalozenie dalszego warunku cechowania ﬁixij =0, (96) prowadzi do

(1 _ 2@) - (1 + 2&) V2 =0 (97)

Zatem w tym przypadku spodziewamy sie opdzZnienia czasowego Shapiro wymuszonego przez o, czyli poten-
cjal wytworzony przez same bariony. Nie jest on tym samym, co @ , ktory jest potencjalem widzianym przez
fotony, zatem ten precyzyjnie wybrany przypadek jest wykluczony przez analize [E101]. PrzejdZmy teraz do
przypadku, w ktérym zachodzi (93) tak, Zze ¢2 = 1 na tlach FRW. Nakladajac warunek (93) , znajdujemy
Bi = 0 oraz Cij = 0. Dalej uzywajac (86) , znajdujemy e**A = e~2¢ [3H(1 — 20U —2p) — ¥ — 3@] a po

wybraniu warunku cechowania ﬁixij = ﬁl(fb — \I/)Xij, (96) przeksztalca sie w
(1—20) [, + 3H — ¥ — 30) ]

1 S L , Lo
- (0 20) | (T 20) '+ 9,94 - - T - W
— V(@ — qz)ﬁkxij] = 16mGxY" (98)

ktore jest tym samym réwnaniem, co w GR. Zatem, po wybraniu (93) mod tensora rozprzestrzenia si¢ z
predkoscia Swiatla, nawet jesli zawiera niejednorodnoéci i daje takie samo opd6znienie czasowe Shapiro jak w
przypadku fotonéw. Aby uzyska¢ wiecej informacji na temat tego przyczyn takiego zachowania, rozwazamy
jednometryczne sformulowanie (fizycznie réwnowazne) TeVeS. Jak pokazano w [O1], wprowadzono nowe
pole B, = A, prowadzace do B* = e~2¢ A i zapisano warunek ograniczajacy Lagrange’a jako g"* B, B, =
B? = —e72¢, Umozliwia to rozwiazanie wzgledem ¢, a tym samym usuniecie z dzialania ¢ oraz Guv- Liczba
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stopni swobody pozostaje niezmieniona poniewaz teraz B,, posiada 4 stopnie swobody, natomiast A,, posiada
3. Dziatanie S[g, B, u] w tym fizycznie réwnowaznym sformulowaniu typu Wektor-Tensor ma postaé

_ 1 4
S—IGWG/dx\/ g[R— K —U]+ Snlg] (99)
gdzie U = V(M)/BQ and K jest dane w postaci

1 d d d
K = (dy — d3) F" Foy + dysM" My + dpJ* + da” J, + 5d5J"V,, B2 + ZG(VBQ)Q + gQJ + fQQ
(100)

i zdefiniowaliSmy réwniez F),, = 2V, B,), M, =2V, B,), J =V, ,B", J, = B*V,B, and Q) = Bov,B2.
Funkcje uogdlnionej teorii TeVeS dy (I =1...8) mozna znalez¢é w dodatku do [E63].

Niektore wspotczynniki dy zaleza od p , dzieki czemu zachowanie typu MOND moze pojawié¢ sie po
wybraniu odpowiedniego V. Dopuszczenie ogdlnej zaleznosci dy (B2, ) w (99) stanowi nieznaczne uogdlnienie
(83). Co ciekawe, dynamiczna tendencja do B, ktére ma niezanikajaca norme w tym scenariuszu wynika z
obecnoéci odwrotnych poteg normy B? w lagranzjanie, a nie z warunek ograniczajacego lagranzjan jak w
(83). W tym sformulowaniu modyfikacja predkosci propagacji GW wynika wylacznie ze sprzezenia grawitacji
z polem B,, poprzez wyraz kinetyczny pola. Aby to zaobserwowaé, mozemy po prostu rozpatrze¢ przypadek,
w ktérym B* jest ortogonalne do hiperpowierzchni — mozemy tutaj rozlozy¢ metryke g,,, w postaci g, =
hyw — nyn,, , gdzie n, = B, /v/—B? = NVt dla pewnej globalnej funkcji czasu t i hy, (hun” = 0) jest
metryka przestrzenng na powierzchniach o stalym czasie. Nastepnie

K = —di3B’K"K,,, — do B*K* + ... (101)

, gdzie zdefiniowaliSmy tensor krzywizny zewnetrznej K, = %thw, a ... oznaczaja wyrazy rzedu linio-
wego lub niZszego w KCp,,. Poniewaz zaburzenia fal grawitacyjnych znajduja si¢ w ‘bezsladowych’, matych
zaburzeniach h,,,, to tylko pierwszy wyraz w (101), w schematycznej postaci ~ d1332h“”h,“, bedzie wplywat
na predkos¢ grawitacji. Nie bedzie odchylenia od GR jesli

di3=0 = dy = —ds. (102)
Transformacja réwnania (83) do postaci (99) daje di3 = 1}%13 — % tak, ze di3 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
ci3=1—B*=1-¢"% co jest warunkiem (93).

Dlatego tez, otrzymujemy konkluzje, ze istnieje ogdlna klasa teorii relatywistycznych MOND opartych
na paradygmacie Tensor-(czasopodobny)-Wektor-Skalar ktére zachowuja te wlasnosé, ze w tej klasie GW
propaguje jak w GR. Pierwotna teoria TeVeS nie jest czescia tej klasy i dlatego nie jest zgodna z wiezami
dla fali grawitacyjnej. Stad dzialania w postaci (99) sa na tyle ogélne, ze obejmuja zaréwno modele feno-
menologicznie wiarygodne i niewiarygodne. Wiarygodne modele to te, dla ktérych ds = —d; tak, ze wyraz
M, jest nieobecny, natomiast wszystkie pozostale d; moga ogdlnie by¢ funkcjami B? jak i u. Jednak nie
wszystkie takie wiarygodne dziatania prowadzg do zachowania MOND, ale inaczej jest dla konkretnych po-
staci funkcjonaléw dy, Rzeczywiscie mozliwe jest odpowiednie uproszczenie wiarygodnego podzbioru (99)
przy zachowaniu granicy MOND i zapewnieniu realistycznej kosmologii. Ten podzbior zostal szczegétowo
zbadany w ponizszej sekcji.

5.5.2 Nowa teoria relatywistyczna dla Zmodyfikowanej Dynamiki Newtona

Ta sekcja przedstawia pierwsze relatywistyczne zakonczenie teorii MOND, ktéra odzwierciedla fenomenologie
galaktyczna i soczewkowa podobnie do teorii Tensor-Wektor-Skalar (TeVeS) Bekensteina-Sandersa [E31, E43]
przy czym w odréznieniu od TeVeS, z powodzeniem odtwarza kluczowe kosmologiczne elementy obserwo-
walne, czyli anizotropie CMB i widma zaburzeni materii. Relatywistyczne modele MOND (RelMOND ) byly
zawsze konstruowane na gruncie fenomenologicznym, a nie na podstawie zasad fundamentalnych. Prawdopo-
dobnie powodem jest to, ze prawo MOND jest empiryczne, a nawet obserwacja faktu jego niezmienniczosci
skali w granicy deep-MOND [E30, E60] nie doprowadzila jeszcze do ostatecznego wniosku co do tego, jak
ta niezmienniczo$¢ moze prowadzi¢ do teorii grawitacji MOND. Modele ReIMOND powinny byé¢ zgodne
zgodne z zasada ogélnej kowariancji i zasada réwnowaznosci Einsteina. One jednak nie dostarczaja zadnych
wskazowek co do tego, jak takie teorie powinny wygladaé. Wiele teorii, ktore podlegaja tym modelom , nie
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ma nic wspélnego z MONDem, a wiele teorii ReIMOND podleglych tym samym zasadom jest sprzecznych
z obserwacjami. Oparte na zasadach teorie MOND obejmuja [E35, E72, E100], jednak sa one nierelatywi-
styczne. Mimo to podejscie fenomenologiczne, ktore réwniez stosujemy, moze dostarczyé¢ cennych wskazéwek
w kierunku teorii bardziej fundamentalnej.

Jakie sg niezbedne fakty fenomenologiczne, do ktérych powinna doprowadzié¢ kazda udana teoria MOND?
Musi (i) powraca¢ do GR (w tym do grawitacji Newtona), gdy gradient pola slabego ogranicza potencjal
grawitacyjny V® > ao w sytuacjach quasistatycznych, a przy tym (ii) odtwarzaé¢ prawo MOND-a (1) , gdy
Vo <« ag. Teoria powinna réwniez (iii) harmonizowaé z obserwacjami kosmologicznymi, w tym anizotro-
piami kosmicznego tta mikrofalowego (CMB) i widmem mocy materii (MPS), (iv) odtwarzaé¢ obserwowane
soczewkowanie grawitacyjne pojedynczych obiektéw bez halo DM, oraz (v) propagowaé¢ mod tensora fal
grawitacyjnych (GWs) z predkoscia swiatla.

Rozwazamy kolejne wymagania. Jasne jest, ze (i) oznacza, ze gdy |V¢| > ap, to zachodzi standardowe
réwnanie Poissona V2® = 471G p , natomiast (i) oznacza, ze gdy |[V®| < ag , to zachodzi réwnanie MOND
(1). O ile w wielu przypadkach [E70, E87, O4] przejécie od (i) do (ii) zalezy tylko od |[V®|, w TeVeS jest ono
ulatwione przez skalarny st.sw. ¢. Podazamy za tym drugim i zakladamy, ze fizyka kapsutkowana przez (i)
i (ii) miedci sie w ramach TeVeS. Szablon dzialania nierelatywistycznego ma zatem postaé

S = /d4 { |V<I>|2 + J(J?)] + @p}, (103)

, gdzie ® = P+ @ jest potencjalem, ktory sprzega sie z materig w sposéb uniwersalny, G jest stala, oraz
Y = |Vp|2. Pole ¢ podlega

V- [(dT /dY)V] = 4nGp (104)

przy czym P podlega réwnaniu Poissona

V2o = 4xGp (105)

Zatem MOND pojawi sieg, jezeli J — ﬁ)ﬁﬂ gdy ﬁga — 0. To wladnie w tej granicy pojawia si¢ ag.

Dla punktowego zrédla masy M, przejscie od MOND do Newtona wystepuje przy ry ~ /(GNM/ag).
Sita MOND ~ /GxMag/r w trywialny sposéb przeksztalca si¢ w site Newtona Gy M /r? gdy r < 7y , ale
w wewnetrznym Ukladzie Slonecznym to nie wystarczy. Poprawki do =2 ze wzgledu na ¢ beda konkurowaé
z sita(ami) post-newtonowska(imi) ~ (GnM)?/r3, a te sa ograniczone na orbicie Merkurego przez wartosé
mniejsza od ~ 10~% [E82, E106]. Ttumienie tych sil moze nast@plc poprzez zastanianie lub Sledzenie. W tym
pierwszym, ¢ jest zaslaniane przy wielkich Vgo tak, aby ® ~ &, przy czym w drugim ¢ — & /s, tak, ze
Gy = (1+1/X,)G. Modelujemy obie wielkosci z uzyciem A, poniewaz zaslanianie jest réwnowazne Ay — 0o.
W kategoriach J, jesli J — A;), to zachodzi Sledzenie natomiast zastanianie wystepuje, jesli J posiada
wyrazy VP w ktérych p > 3/2 (moze to by¢ sprzeczne z orbita Merkurego nawet gdy p — oo) lub odbywa
sie przez wyrazy wyzszego rzedu nieobecne w (103).

Rozwazmy wymaganie (iii), czyli pomy$lna kosmologia. W (103) mamy nowy st. sw. ¢(&) i oczekujemy,
ze to samo pojawi sie w kosmologii, ale z zaleznoscia od czasu czyli ¢(t). Rozwazmy plaska metryke FRW
taka, ze goo = —N? 1 g;; = a®vi; , gdzie N () jest funkcja uptywu oraz a(t) jest wspélczynnikiem skali. Jakich
wlasnosci nalezy oczekiwaé¢ odnosnie ewolucji kosmologicznej g?)(t)? Prawo MOND dla galaktyk nie méwi nic
w tej kwestii. Jednak istnieje jeszcze jedno prawo empiryczne dotyczace kosmologii: czyli istnienie znacznego
skalowania gestoéci energii a=3. W paradygmacie DM takie prawo jest naturalna konsekwencja faktu, ze
czastki spelniaja bezkolizyjne réwnanie Boltzmanna. Zasadnosé tego prawa zostala przetestowana [E104,
E116] oraz w czasie pomiedzy zréwnaniem promieniowania z materia i ponownym polaczeniem — prawo
to jest zasadne z dokladnoscig do ~ 1073, Czy istnieja modele pola skalarnego prowadzace do skalowania
gestosci energii gdy p ~ a™3?

Odpowiedz brzmi ,tak”: istota k symetryczna wzgledem przesuniecia. W [E44] wykazano, ze pole skalarne
z lagranzjanem ~ K(X) , gdzie X = $?/N?, prowadzi do pytu (czyli p ~ a=3) plus rozwiazania ze stata
kosmologiczng (CC) pod warunkiem, ze K(X) posiada minimum w X = & # 0. Taki model jest granica przy
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niskiej energii dla kondensacji ducha [E42, E50] chociaz w dzialaniu tego ostatniego zawieraja sie réwniez
wyrazy wyzszych pochodnych ~ ((¢)? . Dzialanie FRW jest nastepujace

S :8;(; /d4xNa3 [ 3]\% +IC(Q)] + Spmlg] (106)

gdzie Q = qz_S_/N oraz H = a/a. Co ciekawe, (103) oraz (106) sa symetryczne wzgledem przesunieé, odpowied-
nio ¢ oraz ¢. Proponujemy, aby analogowy MOND na FRW byl dany wzorem (106) przy czym

K=—2A+K2(Q— Qo) +... (107)

gdzie A jest CC, Ky i Qg sa parametrami oraz (...) oznacza wyzsze potegi w tym rozwinieciu. Rozwiniecie w
Q — Qp zamiast X — Xp jest najbardziej ogélnym rozwinieciem, ktére prowadzi do rozwiazan z pytem IC(X).
W tym modelu CC pozostaje parametrem, ktéry moze byé dowolnie okreslony, podobnie jak w modelu
A-zimnej DM (ACDM). Zgodnie z [E42, E50], nazywamy to (grawitacyjna) faza Higgsa.

Wymaganie (iv) dotyczace prawidlowego soczewkowania grawitacyjnego bez DM nalezy do teorii relaty-
wistycznej. Minimalna teoria dla ReIMOND jest teoria skalarno-tensorowa [E18] ze skalarem zapewniajacym
wspotczynnik konforemnosci miedzy dwiema metrykami. Poniewaz jednak zerowe linie geodezyjne sa nie-
zmienione przez transformacje konforemne, takie teorie nie moga wytworzy¢ wystarczajacej ilosci soczewko-
wania z barionéw w rezimie MONDA. Sanders rozwigzal problem soczewkowania, zamieniajac transformacje
konforemna na dysforemna [E31] za pomoca pola wektorowego jednostkowo-czasopodobnego, ktére Beken-
stein [E43] wprowadzil do TeVeS. Wektor jednostkowo-czasopodobny posiada sktadowa A° ~ \/—g% | co
zapewnia, ze dwa potencjaly metryczne sg réwne (jak w GR), tak, ze rozwiazania, ktére upodabniaja sie do
DM réwniez wytwarzaja prawidtowe ugiecie swiatta.

Tymczasem anizotropowe skalowanie prawa MOND ~ |ﬁgp\3 w poréwnaniu z poprawnie dzialajaca ko-
smologia, ktéra implikuje wyrazy takie jak ¢? oraz ¢*, heurystycznie implikuje (grawitacyjne) naruszenie
rownan Lorentza. Dobrym sposobem na wprowadzenie takiego sktadnika jest uzycie pola wektorowego typu
jednostkowo-czasopodobnego A,,, co bardzo przypomina ducha teorii Einsteina-Athera [E7, E38], oraz Te-
VeS [E31, E43].

Obserwatorium grawitacyjne z interferometrem laserowym (LIGO) i interferometry Virgo [E91] obser-
wowaly GW z binarnego polaczenia gwiazd neutronowych. W polaczeniu z obserwacjami elektromagnetycz-
nymi [E96, E99], (powyzsze) silnie ogranicza predko$é modu tensora GW, ktéra w efekcie staje sie réwna
predkosci $wiatta. Analizujac predko$é modu tensora, pokazano, ze TeVeS jest [E101, E102, E103, H3] nie-
zgodne z obserwacjami LIGO-Virgo dla dowolnego wyboru parametréw. Niezbedne st. sw. ¢ 1 A,, sa réwniez
skladnikami TeVeS, tylko w tych przypadkach, gdzie wprowadzono druga metryke jako polaczenie g, ¢ i
A,. W [O1], ¢ i A, zostaly polaczone w czasopodobny (ale nie jednostkowy) wektor B,,, i zostalo pokazane,
ze TeVeS moze by¢ sformulowane w sposéb réwnowazny z jedng metryka g, w minimalnym stopniu sprze-
zong z materig, a B, z niekanonicznym i do$¢ skomplikowanym wyrazem kinetycznym. Na podstawie pary
{9uv, B, } zostala odkryta ogélna klasa teorii [H3] , w ktérej predkosé modu tensora réwna si¢ predkosci
Swiatla we wszystkich sytuacjach, spelniajac wymaganie (v).

Podzbidr ogdlnej klasy dzialan rozwazanych w [H3] zalezy od skalara ¢ oraz wektora jednostkowo-
czasopodobnego A* takiego jak

S = / d'o [ @mew(z—@)ﬂvm (2= Kp)Y = F(V, Q) = MA" A + 1) | + Sinld]
167G
(108)

gdzie F,, = 2V, Ay, J, = A*V,A,, a mnoznik Lagrange’a A naklada jednostkowo-czasopodobne ogra-
niczenie na A,. Dodatkowo F (), Q) jest funkcja niezalezng Q = A"V ,¢ oraz Y = ¢"'V,0V,¢ , gdzie
Qv = Guv + A A, jest tréj-metryka ortogonalng do A*. Zauwazmy, ze (108) jest symetryczne wzgledem
przesunigcia pod ¢ — ¢ + ¢o.
Na FRW ¢ = ¢(t) , przy czym Ag = —N oraz A; = 0, stad Y = 0 oarz Q = Q. Definiujemy K(Q) =

1]—' (0, Q) tak, ze (108) przeksztalca si¢ doktadnie w (106), o ktérym stwierdziliémy, ze spelnia wymaganie
(111) W granicy quasistatycznej stabego pola okreslamy goo = —1—2W oraz g;; = (1—2®)~;; oraz zakladamy,
ze AM dopasowuje si¢ do kierunku czasu tak, ze A% =1— i A = 0. Skalar jest rozwiniety jako ¢ = ¢ + ¢
oraz ¢ < |§gp\ , PIzy czym ¢ moze otrzymac wartosé swojego minimum FRW (z péznego Wszechéwiata) Q.
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Stad, @ = (1 — ¥)Qy. Nastepnie (108) prowadzi do ¥ = & , ktére mozna zastapi¢ dzialaniem, aby otrzymaé

S = /d%{ 216 IéB [|v<1>|2 VD - Vo + |Vop|? — p2d? + J(y)] + ‘Pp} (109)

gdzie J()) = F(¥,Q0)/(2 — Kp). W poréwnaniu z (103) pojawia sie nowy wyraz, ktéry wyglada jak

2_'%3 Qo. Rozwiazanie dla ® bedzie jak to otrzymane z (103) tylko dla

“wyraz masy” dla ®, gdzie p =

r < re, gdzie ro ~ (rMu_Q)l/g, natomiast jest oscylacyjne dla 7 > ro. Wymagamy p~! > 1Mpc , aby
zachowanie MOND zgodnie z (103) moglo nadal wystepowaé¢ w galaktykach. Zatem granica quasistatyczna
ma co najmniej trzy parametry: g, ag oraz p.

Podczas gdy materia sprzega sie tylko z ®, grawitacja jest wyposazona w dwa potencjaly ® i ¢ , ktérych
dzialanie nie jest diagonalne, ale zawiera wyraz mieszania J*V,¢ — AV V(p Bez tego ostatniego, ¢
rozprzega sie i nie powstaje w tej sytuacji modyfikacja grawitacji, z wyjatkiem ;2® , ktére jest podobne
do kondensacji ducha [E42, E50]. Diagonalizacja poprzez okreslenie ® = & + ¢ i utozsamienie G = (1 —
%)CA} przeksztalca (109) w (103) (plus wyraz p2®?). Poniewaz, ¥ = &, (109) prowadzi do prawidtowego
soczewkowania, gdy rozwiazanie ® upodabnia si¢ do DM. Spelnia to wymagania (i), (ii) oraz (iv).

Teoria wlasnie przedstawiona zostata skonstruowana tak, aby doprowadzi¢ do wszechswiata FRW przypo-
minajacego ACDM. Biorac pod uwage ogdlne K(Q), definiujemy gestoéé energii jako 87Gp = Q% — K oraz
ci$nienie jako 87GP = K tak, aby bylo spelnione zwykle réwnanie FRW. Réwnanie pola dla ¢ moze by¢ scal-
kowane jeden raz, co prowadzi do 4 Q = IO dla warunku poczatkowego Iy. Kiedy K podlega rozwinieciu (107),
,t0 Q= Qg+ 1Ip/a®+..., tak, ze p = po/a + ..., gdzie 87Gpy = Quly. Ciénienie wynosi P = wopo/a’ +.

, gdzie wy = %}C% jest réwnaniem stanu dla a = 1, to znaczy, w = wg/a® + ... tak, ze P = wp. Dokonanie

wariacji w wzgledem czasu implikuje adiabatyczng predkosé dzwigku c2; = d]3/ dp = QZ%MQQ oraz jesli

K podlega (107) , to ¢2; = 2wp/a® + .... Oczywiscie, w > 0 i ¢Z; > 0, gdzie punkt zerowy jest osiagany,
gdy a — oo. Poniewaz rozwiazanie zalezy od warunku poczatkowego Ip, gestosé p nie jest (klasycznie)
przewidywana.

Aby mie¢ wlasciwa epoke materii kosmologicznej w fazie Higgsa, potrzebujemy aby wg bylo dostatecznie

mate. Obserwacje [E104, E116] daja w < 0.02 dla a ~ 1074, st@d wo ,S 2 x 10714, Tymczasem, =1 > Mpc

pozwala nie utraci¢ zachowania MOND i prowadzi do wg > % 1078, Jedli wplyw wyrazu p w

(109) nie zostanie zlagodzony w jakiej$ przyszlej teorii, faza Higgsa nie moze byé¢ przedluzona zbytnio w

przeszio$é, a wyrazy wyzszego rzedu w (107) musza by¢ brane pod uwage. W ramach biezacej konfiguracji,

mozna to zapewni¢ za pomoca funkcji K(Q) , ktéra thumi w i ¢2; podczas wigkszosci ewolucji kosmiczne;.

Przyktadami sa K = 2K 22 [cosh(Z) — 1] (“funkcja Cosh”) i K = 2K, 22 [622 - 1} (“funkcja Exp”) , gdzie
=(Q - Qo)/2o.

Sciste sprzezenie barionéw z fotonami we wezesnym Wszechéwiecie prowadzi do Jedwabnego thumie-
nia i wymazuje w barionach calg strukture o malej skali, zapobiegajac powstawaniu galaktyk w pdZnym
Wszechswiecie. W obrebie GR, zimna DM podtrzymuje potencjaly grawitacyjne w okresie Scistego sprzeze-
nia, stymulujac powstawanie galaktyk i wplywajac na wzgledne szczytowe wysokosci CMB | co dodatkowo
potwierdzil, np. satelita Plancka [E111]. Sprawdzenie czy ta teoria odpowiada widmom CMB i MPS wymaga
badania fluktuacji liniowych FRW.

Rozwazmy rodzaje skalaréw w cechowaniu Newtona takie, ze goo = —(142¥), go; = 01 g;; = a®(1—2®)~;;
i zaburzmy skalar w sposéb ¢ = ¢+¢ a wektor w sposéb A, ={-1-9, ﬁia}. Zaburzone réwnania Einsteina,
rownania wektorowe i skalarne zaleza od nowych rodzajow skalarnych ¢ i a oraz ich pochodnych. Réwnanie
$cinania pozostaje jak w GR, podobnie jak jest to zwykle w réwnaniach Boltzmanna dla barionéw, fotonéw
i neutrin poniewaz one wchodza w sprzezenia tylko z g, .

Przyjecie, ze X = ¢ + ¢, v = ¢ — ¢, E = & + ¥ i zdefiniowanie kontrastu gestoci § oraz dywergencji
pedu 0 za pomoca

14w 1
——— =
2, 8rGa?p

¢
b (111)
¢

0

V2 [KpE + (2 — Kp) X] (110)

0
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Rysunek 4: The CMB temperatura (T) CZTT oraz polaryzacja w modzie F C[EE katowe widma mocy dla
ACDM a ta teoria dla kolekcji funkcji i warto$ci parametréw. Parametry ACDM sa katowa skalg aku-
styczna 1000, = 1.04171, gestoéé DM Q.h? = 0.1202, gestosé barionéw Qyh? = 0.02235, glebia optyczna
ponownej jonizacji 7 = 0.049, frakcja helu Yy, = 0.242, pierwotna amplituda skalarna 1094, = 2.078
oraz indeks widmowy ngs = 0.963, natomiast krzywe MOND odchylaja sie od tych [parametréw] w zakre-
sie ~ {0.07,0.33,3.98,14.29,1.57,0.58,2.60} procent. Modele MOND maja [granice] A; = oo natomiast ich
pozostale parametry pokazano w czesci C7 L, wraz z Qy oraz Zp w Mpc™!. Parametry funkcji “Higgso-
podobnych” sa niezgodne z granica MOND.

pozwala wyrazi¢ réwnania Einsteina w takiej samej postaci jak w GR, tj. 0G%, = 87G >_, p;d; oraz 5G0j =

—81G Y, (pr —1—151)6 401 , gdzie indeks I przebiega po wszystkich gatunkach materii, w tym nowych zmiennych
0 oraz 0. Zmienne te podlegaja standardowym réwnaniom plynéw

2

6 =3H (wé —TI) + (1 4+ w) (3ci> — ’29) (112)
a

6 =32, HO+ —~ 4+ (113)

ale przy niestandardowym kontradcie ci$nienia:

I=c6— V2 [KgE + (2 — Kg) X] (114)

877Ga2

W zwiazku z tym powstaty uklad nie jest rownowazny ciemnemu plynowi, tzn. ciSnienie niestandardowe,
okreslone w ten sposéb, nie zamyka sie pod zmiennymi plynu, ale zalezy od zaburzen pola wektorowego « i
E. To ostatnie ewoluuje wraz z

Kp (B +HE) =75~ (2 —KB)[lwa—i-(H—i-d.))X—ScidHéa} (115)

W aspekcie kosmologicznym, niezbedne dodatkowe parametry swobodne dla ACDM sa A (wplywajace
na efektywna kosmologiczna sile grawitacji), Kg, Ko (lub réwnowaznie wo) i Qp. One ustalaja p , ktére
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Rysunek 5: Liniowe MPS P(k) dla modeli z rys. 4 ilustrujace doskonala zgodno$é z danymi z badania Sloan
Digital Sky Survey (SDSS) wydanie 7 (DR7), $wiecace czerwone galaktyki (LRG) [E65]. Mamy réwniez
parametr bledu systematycznego b. Zauwazmy, ze (wyliczona) stala Hubble’a dla kazdego modelu jest inna.

pojawia sie w rezimie quasistatycznym. Bardziej rozbudowane funkcje K(Q) posiadaja dalsze parametry, np.
Zy w przypadku powyzszych funkcji “Cosh” lub “Exp”. Zwréémy uwage, ze ag nie pojawia sie w liniowym
rezimie kosmologicznym, ale bedzie odgrywaé role po dotaczeniu nieliniowych wyrazéw z F(Y, Q).

Na rys. 41 5 CMB oraz MPS sa pokazane w przypadkach funkcji “Cosh”, “Exp” oraz “Higgso-podobnej”

K(Q) = 4%3 (Q2 - Q(Q))Q, obliczonych numerycznie z ewolucji tta FRW i zlinearyzowanych réwnan za pomoca
a) kodu Boltzmanna napisanego przez wspdlautora Constantinosa Skordisa oraz b) wersji kodu CLASS
CMB [E73] zmodyfikowanego przeze mnie (Thomas Zlosnik). Sprawdzono, czy wyniki obu kodéw zgadzaja
sie z dobra dokladnoscia. UzyliSmy adiabatycznych warunkéw poczatkowych i standardowego poczatkowego
widma mocy Py = Azk™ o amplitudzie A, i indeksie widmowym ng. Dla szerokiego zakresu parametréw ta
relatywistyczna teoria MOND jest spdjna z pomiarami CMB z satelity Plancka. Dzieje si¢ tak, poniewaz ¢
i w sy dostatecznie male, aby I — 0 , dlatego otrzymujemy ewolucje pylopodobna w formie § = 3® — (’j—zﬂ i
6=0, podczas gdy pole wektorowe rozprzega si¢. Zauwaz, ze pole A, zawiera réwniez zaburzenie ‘czystego
wektora’/modu bez dywergencji, ktére powinno zachowywaé sie podobnie jak w teorii Einsteina-Ethera [E7,
E38]. Moze to prowadzi¢ do odciskéw na sygnale polaryzacji CMB w B-modzie.

W ten sposéb wykazano, ze kosmologiczny rezim tej teorii odtwarza widma mocy CMB i MPS w skalach
liniowych i ze zachowanie w rodzaju MOND pojawia si¢ w przyblizeniu quasistatycznym. Oczekuje sig, ze
to ostatnie bedzie zachodzi¢ jednak dla obiektéw wiralizowanych, jednak otwarte pozostaje pytanie, jak
takie obiekty powstaja z zasadniczego pola gestosci, tj. w jaki sposéb dwa rezimy lacza sie. an open problem.
Bedzie to mialo miejsce w skali, ktora bedzie zaleze¢ od ag, u oraz Qg i prawdopodobnie bedzie odgrywat role
nieliniowy wyraz ~ V(V@)?/ag , ktéry pochodzi z F. Mozna si¢ spodziewaé, ze w skalach lekko nieliniowych,
rezim quasistatyczny nie zostal jeszcze osiagniety.

Gdy przyjmiemy Mg = 1/(87G) i znormalizujemy kanonicznie do ¢ = \/2’C2Mp¢ w (107), dzialanie
FRW (106) przyjmuje postaé

= 2
-, H? 1 (¢
_ 4 3 2 2
S_/d zNa {—3MPN2+2<N—AC> +} (116)

gdzie A2 = M,\/2K3Q,. Biorac pod uwage granice MOND w (108) otrzymujemy M2F/2 — |Vo[3/A2
, gdzie A2 = 12[Ka(1+1/Xs)/(2 — KB)]3/2 Myag. Skala ta wskazuje na energie, powyzej ktérej korekty
kwantowe moga by¢ wazne, a ponizej ktorej mozemy zaufaé teorii klasycznej. Poniewaz ag ~ Hy/6 , to
Ao 2 meV ~ (0.lmm)~!. Prawo Newtona 72 zostalo przetestowane w zakresie do ~ 52um [E117] , a
krzywe na Rys.4 i 5 maja Agl < 100nm.

Nieobecnosé duchéw do rzedu kwadratowego oznacza zdrowa teorie, ktéra moze powstaé jako granica
bardziej fundamentalnej teorii. Obecnie nie mamy takiej teorii, ale omawiamy przypadek, ktéry moze nas
zblizy¢ do celu. Wektor w (108) nie wydaje si¢ podlegaé¢ niezmienniczosci cechowania, ale w dzialaniu kwa-
dratowym (128) podlega jej poprzez mieszanie z dyfeomorfizmami h,,. Nie jest to przypadek. Znormali-
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N rd
zujemy poprzez A, = Mgec.A, dla pewnej skali Mgy i wstawimy wyraz —% 1\244? A2, Dokonujac wariacji
ggce
wzgledem A i uzywajac warunku ograniczajacego do usuniecia A z dzialania, wykonajmy transformacje Stiic-
kelberga A, — A, + V,£/Mgy,. oraz definiujem pochodna kowariantng dziatajaca na “pole katowe” £ jako

D,& =V &/ Mgge + /Alu. Dzialanie przeksztalci sie w

1 1
S =Spyg+ /d‘%m/ig{ - FFWF’“’ + Z(D”&D#E + MgQgC)Q} (117)
ggc

2

oraz wyrazy zalezne od ¢, , gdzie F,,, = V #/All, —VL,A#, gggc = I?i ek Rezultatem jest dziatanie cechowanego
kondensatu ducha (GGC) [E47] lub pola trzmiela [E22] , ktére zostalo zaproponowane jako zdrowa teoria nie-
zmiennicza wzgledem cechowania dotyczaca spontanicznego naruszenia Lorentza. Teoria Einsteina-Athera,
czesé (108), jest (zdrowa) granica rozprzegania GGC poprzez przyjecie Mgee — 00 jesli 0 < Kg < 2 (w
naszym zapisie) [E47]. Argumentuje si¢ [E47] , ze M. moze wynosi¢ nawet 10'2GeV. Zwazywszy, ze ¢ jest
symetryczne pod przesunieciem, naturalne jest obciazenie go pod ta symetria, podobna do £ , co pozwoli,
aby Du¢ = V,¢/Mgee + flu. Co ciekawe, mozemy zréwna¢ Q — Qo — DHE{D,¢ , przy czym dla wyrazu
zachodzi J*V, ¢ — "D (D, ¢, oba z nich pomnozymy przez odpowiednie stale. Wyrazy zawierajace Y
moga by¢ konstruowane przy uzyciu (g“” + DHEDYE /Mggc) D,,¢D,¢. Chociaz rozszerzenie naszej pracy jako
takiej nie wyjasnia wyrazu MOND )3/2, to moze wskazaé obiecujace kierunki dalszych postepéw. W dalszej
czedci przedstawiono systematyczne badanie stabilno$ci modelu w odniesieniu do zaburzen liniowych wokoét
przestrzeni Minkowskiego.

5.5.3 Teoria skalarno-tensorowa Aether’a: Stabilno$é liniowa na przestrzeni Minkowskiego

Jak wspomniano, typowe teorie grawitacji inne niz GR (GR) wprowadzaja nowe stopnie swobody do sektora
grawitacyjnego, wykraczajace poza tensor metryczny obecny w GR [E64, E75]. O ile te stopnie swobody
moga odgrywaé¢ wazna role w wyjasnianiu aspektéw DS, kluczowe jest, aby nie wprowadzaly one réwniez
niestabilno$ci, ktére sa niezgodne z obserwacjami. Ograniczenia obserwacyjne sugeruja, ze istnieja obszary
czasoprzestrzeni, ktére da sie przyblizaé przez wysoce symetryczne rozwiazania (na przyklad geometria w
Ukladzie Stonecznym moze byé¢ opisana jako zaburzona czasoprzestrzen Minkowskiego, podczas gdy pdzny
Wszech$wiat w najwiekszych skalach moze by¢ opisany jako zaburzona czasoprzestrzen de Sittera) i ze te
przyblizenia utrzymuja sie przez czas wlasny co najmniej rzedu 75 (na przyktad dolne ograniczenia wieku
Ukladu Stonecznego lub okres dominacji A w kosmologii).

Wazne jest zatem, aby nowe stopnie swobody nie wprowadzaly niestabilnosci, ktore rosna w skali czasowej
7, < Ts. Aby zbadac¢ te kwestie, mozna rozwazy¢ propagacje niewielkich zaburzen do wyzej wspomnianych
wysoce symetrycznych rozwigzan. W klasycznym przypadku, pewne teorie grawitacji dopuszczaja mody
grawitacji, ktére rosna wykladniczo, przy czym skala czasowa 7; wzrostu moze zaleze¢ od podstawowych
parametréw teorii, ktére moga prowadzi¢ do znacznych ograniczen ich wiarygodnosci [E54]. Inna mozliwoscia
jest to, ze w poblizu pewnego tta, niektére mody zaburzen moga przenosi¢ negatywna energie — albo poprzez
wyrazy kinetyczne o blednym znaku (duchy) albo wyrazy masy o blednym znaku (tachiony). Zwlaszcza te
pierwsze moga sygnalizowa¢ patologiczne zachowanie w teorii kwantowej tych zaburzen, co sygnalizuje , ze
rozwiazania tla nie mozna uznac za stabilne. Jesli eksperymentalne ograniczenia sugeruja, ze przyblizenia
do tla sa dlugozyciowe, to sugeruje to, ze dana teoria grawitacji nie jest zdrowa. Takie rozwazania sg zatem
istotne przy rozwazaniu wiarygodnosci teorii grawitacji.

Nowe stopnie swobody w AeST lacza sie z metryka, aby stworzy¢ zmodyfikowana fenomenologie dyna-
miki Newtona (MOND) [E15, E18] w quasistatycznej granicy stabego pola istotnej dla galaktyk jednoczesnie
zapewniajac precyzje danych kosmologicznych [E110] poréwnywalnie dobrze z paradygmatem zimnej DM
(CDM) 8. Zachowanie kosmologiczne podobne do CDM nie jest nie jest zwiazane z MOND, ale jest spo-
wodowane wyrazami zawierajacymi nowe pola, ktére maja te sama postaé, jak istota k symetryczna pod
przesunieciem oraz model kondensatu ducha Scherrer2004,ArkaniHamedEtA12003. Powoduje to jego ko-
smologiczna gestos$é energii oc (1 + 2)? oraz mate poprawki zaniku, ktére umozliwia dopasowanie do danych
kosmologicznych o duzej skali.

8Zobacz [E20, E31, E43, E46, E48, 04, E53, E59, E67, E70, E87, E85, E84, E97, E107, E109, E112] aby poznaé¢ podejécia
do konstruowania teorii relatywistycznych grawitacji, ktére zawieraja fenomenologic MOND.
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Na plaskim tle FRW metryka przyjmuje postaé¢ ds? = —dt?+a?y;;dz'dz? gdzie a(t) jest wspSlezynnikiem
skali, oraz 7;; jest plaska metryka przestrzenna. Pole wektorowe upraszcza sie do A* = (1,0, 0, 0) natomiast
¢ — ¢(t) prowadzi do Q — Q = ¢ oraz ) — 0, w taki spos6b, ze mozemy zdefiniowaé¢ K(Q) = —7.7-"(0 Q).
Wymagamy, aby K(Q) miato minimum w Qy (stata) , abyémy mogli je rozszerzy¢ gdy K = Ko (Q — QO) cey
gdzie (...) oznacza wyrazy wyzszego rzedu. Ten warunek prowadzi do ¢ skalujac gestosé energii w postaci
pytu ~ a=3 podobnego do [E42, E44], oraz mate poprawki, ktére daza do zera, gdy a — oco. W zasadzie,
K moze by¢ odsunigte od zera przy minimalnym Qg, czyli K(Qp) = Ko, jednak takie odsuniecie moze by¢
wchloniete do statej kosmologicznej A ;| dlatego wybieramy umownie g = 0 , co oznacza to samo dla funkcji
macierzystej F.

W quasistatycznej granicy stabego pola mozemy ustali¢ skalarna pochodna wzgledem czasu na minimum
Qp, co powinno sie wydarzy¢ w péznym wszechSwiecie. Oznacza, to ze mozemy rozwinaé ¢ = Q0t+<p Dodat-
kowo, w tej granicy F — (2— Kg)J (Y), dzigki J zdefiniowanemu odpowiednio jako J (V) = 5= KB F(Y, Qo).

Okazuje sie, ze zachowanie MOND pojawia sie, gdy J — T)%DJ\S/ 2 | gdzie ag jest stalg Milgroma, a
As jest stala, ktora jest zwiazana z granica newtonowsks lub GR . Méwiac dokladniej, istnieja dwa sposoby
przywrécenia GR: (i) zaslanianie oraz (ii) $ledzenie. W pierwszym podejsciu, skalar jest zaslaniany przy
duzych gradientach ﬁgo, gdzie V <V, jest gradientem przestrzennym na ptaskim tle 7;;, a w tym drugim
podejsciu, A\sp staje sie proporcjonalne do potencjalu newtonowskiego, co prowadzi do efektywnej stalej

Newtona
T4+ 5
Gn = = %G. (118)

Zastanianie mozna uzyskaé albo za pomoca wyrazéw w J ~ YP przy p > 3/2 albo za pomoca wyrazdéw
typu Galileona [E67] , ktére nalezy dodaé¢ do (108). Tak czy inaczej, dla naszych celéw w tej sekcji, mozemy
modelowaé zastanianie gdy Ay — oco.

Interesuja nas regiony czasoprzestrzeni dobrze przyblizane przez stabe pola grawitacyjne modelowane jako
fluktuacje na tle Minkowskiego 7),,, oraz istnienie tych regionéw w pdznym wszech$wiecie, gdzie pochodna

wzgledem czasu pola tla ustalila sic w swoim minimum Qp, czyli ¢ — Qp. Ponadto, przyjmuje sie, ze te
regiony sa znacznie mniejsze niz obecny horyzont kosmologiczny, dlatego mozemy bezpiecznie zignorowac
stala kosmologiczna.

Rozwijamy metryke w postaci gh” = ¥ —h*", gdzie ngg = —1 oraz n;; = ;;, pole wektorowe 9 poniewaz
A, =(-1+ %hoo’ /TZ) oraz skalar poniewaz ¢ = Qyt + . Tak wiec nasze stopnie swobody sa zaburzeniem
metryki A", zaburzeniem pola wektorowego ffz (tylko jego 3-wymiarowa cze$¢ pozostaje swobodna) oraz
zaburzeniem pola skalarnego ¢, z ktorych wszystkie sa w ogoélnosci funkcjami przestrzeni i czasu. Uzywamy
gérnych lub dolnych indekséw przestrzennych za pomoca metryki przestrzennej 7;;, czyli A = v A; oraz
ustalamy \/Y|2 = A A=A A (oraz uzywamy podobnego zapisu dla innych wektoréw przestrzennych).

Nasze zmienne zaburzeniowe sa podatne na czasoprzestrzenne transformacje cechowania generowane przez
pole wektorowe £#. Ogélnie rzecz biorac, dla tensora Y, jego zaburzenie §Y =Y — Y ze wzgledu na postaé
jego tla Y przeksztalca sie do Y — §Y + L',gY gdzie L¢ jest pochodng Liego. Zazwyczaj w przestrzeni
Minkowskiego tylko metryka ma niezerowa wartos¢ tla (),,), tak ze pola niebedace zaburzeniami metryki
sg niezmiennicze pod cechowaniem na takim tle. Jest to typowe dla ciemnych pdl, to znaczy dodatkowe
stopnie swobody zwiekszaja gestos¢ energii, ale nie mieszajg sie z zaburzeniami metryki poprzez transformacje
cechowania tego rodzaju. Jednak w takim przypadku pole wektorowe, jak i pole skalarne maja niezerowa
wartosé tla: Au =(-1,0,0,0) i ¢ = Qut, stad ich zaburzenia przeksztalcaja sie. Méwiac dokladniej, przez
parametryzacje £ jako & = (&, 51), otrzymujemy zwykle transformacje cechowania metryk

Buw = by + V60 + V0.6, (119)

gdzie @H jest pochodng kowariantng zwigzang z metrykg Minkowskiego 7,,. W 3 + 1 formie powyzsze

9Scisle méwiac, aby spetnié warunek ograniczajacy Lagrange’a, potrzebujemy Ag do drugiego rzedu, czyli Ag = —1+ %hoo —
%(hoo)2 — %|[f|2 — h9% A; podobnie jak dla A°. Jednak, dla wszystkich pozostalych wyrazéw (108), wystarczy rozwingé Ag oraz
A® do pierwszego rzedu.
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transformacje sa wyraznie podane jako

hoo — hoo — 267 (120)
hoi = ho;i + & — Vi€ (121)
hij — hij + ﬁlg; + ﬁjf_; (122)
Zaburzenia A i © przeksztalcaja sie jako
A— A-Ver (123)
o = o+ Qoér. (124)

Zauwazmy, ze transformacja pola wektorowego ma taka sama postac jak transformacje cechowania w elektro-
magnetyzmie, jednak generator jest rowniez tutaj dyfeomorfizmem. Dzigki tym transformacjom cechowania
mozemy stworzy¢ nastepujace zmienne inwariantne wzgledem cechowania:

- N - 1
{Vo+ QoA A — -Vhgo, ¢ + igohoo} (125)

N | =

Zatem pola ¢ and /L mieszaja sie nietrywialnie z zaburzeniem metryki przez 7. Naszym celem jest nastepnie
rozwinigcie dzialania (108) do drugiego rzedu w tych polach. Z uwzglednieniem powyzszego i dyskusji w
poprzedniej sekcji, rozwijamy funkcje F do postaci

F=(2-Kp)AY —2K2(Q—Q0)* +... (126)

poniewaz umownie F(0, Qy) = 0 oraz % = 0 w minimum. The Wyrazy oznaczone przez (...) sa

| {07Q0}
wyrazami wyzszego rzedu, ktore nie przyczyniaja sie do dziatania drugiego rzedu. Zwréémy szczegdlnag uwage,
ze jeden z nich jest wyrazem typu MOND: ~ |y\3/ 2 jak wspomniano w poprzedniej sekcji Ten wyraz nie
przyczynia sie do dziatania drugiego rzedu, ale wrécimy do tego w sekcji oméwienia. Jako przyklad rozwazmy
funkcje

(127)

F o aka(0- Q0)2+)\S{y_2a0(1+)\s)\/§+2(1+)\s)2a31n {1+ VY } }

(1 + )‘s)aO

W granicy duzego ), odtwarzane jest rozwiniecie (178) i wiodaca poprawka wynosi ~ /), podczas gdy w
granicy malego ) , rozwiniecie jest spdjne z (178) po okresleniu Ay = 0 a wiodaca poprawka jest wyrazem

MOND ﬁ |y\3/ 2 Zauwazmy obecnosé A, jako pozostaloéé jego wplywu na obserwowana wartoéé stalej

Newtona w rezimach silnej grawitacji. Rozwiniecie (108) do drugiego rzedu prowadzi do
4 = v nv = vi4 = T aw v 1_p A e l= 002
S=[dzq — ivﬂhvyh + vahv h+ gvuh Vyh', — ZV N phy + KBl A — §Vh |

- S S5 1= - -, - -
— 2KV 4, VI + (2 - Kp) {2<A = 3Vh) - (Vo + Qod) — (1+ 1)V + QoA

2
1 174
+ NgTWh“ } (128)

1
+ 2K | + §Qohoo

gdzie dla wygody przeskalowaliémy dzialanie S — 167GS. PomingliSmy réwniez wyznacznik /7 w miarze
poniewaz mamy do czynienia z catkami w czasoprzestrzeni Minkowskiego, ale mozna je rozumieé jako obecne
we wszystkich calkowaniach. Nastepnie przydatne jest rozlozenie pdl na skalarne, wektorowe i mody tensoréw

hoo = — 20

hoi = — Vi — Wi

hij = = 2®v;; + Dyjv + 26@‘6‘) + H;;
A=Va+ B

129
130
131

(
(
(
(132

)
)
)
)
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gdzie D;; = 6161 — %fmﬁZ jest bezéladowym przestrzennym operatorem pochodnej zgodnym z plaska
IEGtI‘XkQ eleligesovg’@ dla tta. Mody W, Vi E sg modami czystego wektora, to znaczy sg one transwersalne:
V-W=V.V =V.fj=0, natomiast mod H;; jest modem czystego tensora, to znaczy transwersalnym i
bezsladowym: 61H ij = H', = 0. Tensor naprezenie-energia materii 7}, zostaje réwniez rozlozony do postaci

Too =p (133)
Tij =Prij + Dy2® + 29,20 + 5P (135)

gdzie mody skalarne to gesto$¢ materii p, dywergencja pedu 6, ci$nienie P i $cinanie skalarne X(8) mody
wektora to wirowa gesto$¢ pedu materii p; oraz Scinanie wektorowe Z(V) takie, ze V- p= V-3 = 0, a
modem tensora jest Scinanie tensorowe Z( ) , takie, ze V Z(T) E(T) = 0.

Przy tym roztozeniu dziatanie druglego rzedu dzieli sie na trzy odr@bne czesci: jedna dla modéw S,
jedna dla modéw wektora S(V) i jedna dla modéw tensora S(T). Rozwazamy kolejno kazda z tych trzech
czesci.

Zaburzenia pdl A, and ¢ nie przyczyniaja sie do zadnych skladowych modu tensora , zatem dziatanie
modu tensora przyjmuje postac:

S — / d%{HUHij — VFHYV  H,; + 327réz§.jT>Hij} (136)

Odpowiada to dziataniu dla modéw tensora obecnych w GR, co jest zgodne z wezedniejszymi wynikami, gdzie
bardziej ogblne obliczenia dotyczace modéw tensora w nadklasie teorii , dla ktérych (108) jest specjalnym
podzbiorem, propaguja sie z predkoscia swiatta [H3].

Rozwazmy teraz mody wektorowe, ktore sg opisane przez dzialanie

<V>—/d4 { % (Vi + W) V2 (V + W) + K[| — Vi, V87 — M2BP] + 162G (57 W — = v2v7)}
(137)

gdzie
(2 - Kp)(1+ )25

2 _
M* = e

(138)

Pole 5 rozprzega sie od pdél metryki Vi W oraz opisuje dwa rozlegte stopnie swobody o masie M.
Oczywiscie musimy wymagaé, aby Kp > 0 , aby uniknaé¢ duchéw i niestabilnosci gradientu. Wyraz masy M
jest rowniez nietachionowy je$li 0 < Kp < 2, a zarazem A; > —1. Tym samym, rozwazania o stabilnosci dla
modéw wektorowych implikuja nastepujace ograniczenia przestrzeni przestrzeni parametrow AeST :

0<Kp<2 As>-1. (139)

Zauwazmy, ze do tego rzedu, mody wektora ﬁ nie sprzegaja sie z materia, a tym samym nie oczekuje sie,
aby byly generowane przez zrédta dla rzedu wiodacego.

Na koniec rozwazmy zaburzenia skalarne. Rozpatrujac tylko mody skalarne w (128) , po kilku catkowa-
niach przez czedci , otrzymujemy dziatanie S :

1o . 1o . 1o N\ = - 2 o - 1o
5 :/d4x{6 <6v2u — @) (GVQD + <1>> +4 <6v2» + @) V3 +2|VO ) — §<I>V41/ +4 (V2<I> + GV%) W
1 - -
+ 18| V(V20))2 4 2KC29? — 4K2 QoW + 2K, Q302 + K |V(a + )| +2(2 — Kp) V (& + ) - Vy
= 2 ~ =2 ~ 167TG =
= (2= Kp) (14 X:) [Vx[? = 167Gp¥ — 167GV ¢ — 487G PO + —— V'S (140)

gdzie wprowadzono zmienng inwariantng wzgledem cechowania y¢ + Qpa , o ktérej pokazemy, ze odgrywa
znaczaca role kolejnych rozwazaniach. Ustalajac , ze skalarne Zréodta materii zanikaja i przenoszac si¢ do
przestrzeni Fouriera, uzyskujemy
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>k : 1 1 : 1
5 :/ aE { —6|®]2 + 6k4|v\2 + 2k? [<6k2u - @) ¢t + c.c.} + 2k%|® — 6k2V|2 + 2/Ca|p — Q¥ |?

1
+ Kpk?|a + | — 2k? [(cp - 6k2u) U* + c.c.] +(2-Kp) kK [(a+ ) x* +cec]—(2—Kg) (1+X) k2|x|2}
(141)

gdzie pola w (141) maja indeks dolny k , aby jawnie pokazaé ich zaleznos¢ od k poniewaz sa modami Fouriera
p6l w (140) przy czym (c.c) oznacza liczbe zespolong sprzezona.

Teraz znajdziemy mody normalne. Wystarczy pracowa¢ w cechowaniu Newtona, ustalajac v = =(=0.
Okre$lamy zaleznos¢ wszystkich zaburzen od czasu w postaci e*? i przepisujemy (141) gdy [ dt f (zw)g ZY\UZ+
(h.c), gdzie Z = {¥,®,a, ¢} oraz U jest macierza 4 x 4 wspo6lezynnikéw, ktére zaleza od w, k i innych pa-
rametréw AeST . Znaleziony wyznacznik U to:

det U :4k6w2{(2 — Kg) [(24 Kp\o)k? + 2295 (1 + Ay)] — 2]C2K3w2} (142)

zatem okreslenie det U = 0 daje dwie relacje dyspersji

w? =0 (143)
w? =c2k* + M? (144)

gdzie skalarna predkosé dzwigku wynosi

NNCED P P (115

%= TKL,Kg D

Zauwazmy, ze pierwszy mod nie prowadzi do propagacji fali, ale raczej do ewolucji modu w postaci ~ Ag+ By,
gdzie Ao i By sa stalymi zaleznymi od k. Co ciekawe, drugi mod jest rozlegly i posiada t¢ sama masg jak
mod wektorowy 5 Dodatnio$é ¢? daje kolejne warunki stabilnosci, inne niz te podane powyzej dla modéw
wektorowych. Méwiac dokladniej, poniwaz z (139) otrzymujemy As > —1, to 1 + KB)\ > 0, co prowadzi
do warunku

K > 0. (146)

Aby lepiej zrozumieé¢ nature modow skalarnych, przeprowadzana jest analiza Hamiltona. Pozwala ona na
‘usuniecie wiezéw’ poprzez usuniecie nadmiernego cechowania i niedynamicznych stopni swobody oraz pro-
wadzi do charakteryzacji znaczenia modu normalnego w = 0. Zaczynajac od (141), zauwazmy, ze z szeSciu
pol dwa (¥ and () nie zawieraja pochodnych wzgledem czasu. Okre$lamy pedy kanoniczne [E27] dla czterech
pozostatych pdl, znalezionych w postaci

Py =—4 (30 + k%), (147)

:%k‘* (7 +20¢), (148)

Py =4 [X — Qo(d + ¥)], (149)
P, = —4K2Qox + 2 (Kpk® + 2K2QF) (& + 1)

+2(2 - Kg) k?x, (150)

i gdzie x zostalo uzyte zamiast ¢ jako zmienna dynamiczna. Wykonujac transformacje Legendre’a, otrzymu-
jemy gesto$¢ hamiltonianu

1 1
:_7P 2 P 2 P 2
H 24' d +2k4| "+ /c2| i+ 4k2K

2—-Kp
2Kp

2- K
|Po + Qo Py |? — 28%|® — 1<:2u|2 I el eR GBI

[(Po 4+ QP )X + (P + QoPy)x] + Co ¥ + O3V + CEC + Cc¢* (151)
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Poniewaz zmienne ¥ and ( nie sa dynamiczne, ich funkcja jest dziatanie jako mnozniki Lagrange’a, ktore
naktadajg wiezy

5. Kt o1
k‘2

ktére rzutuje v oraz P, jako funkcje pozostalych zmiennych. Jak zwykle uzywamy symbolu =~ do oznaczenia
stabo zanikajacych wiezéw (tych, ktére zanikaja tylko na powloce) [E5]. Zauwazmy réwniez, ze zmienna «
jest cykliczna, dlatego jej ped kanoniczny P, jest zachowany i jest catka ruchu.

Kolejnym krokiem analizy Hamiltona jest zapewnienie, ze wiezy sa zachowane przez ewolucje w czasie
zgodnie z hamiltonianem H = [ (SS’T])“SH. Nawiasy Poissona w przestrzeni fazowej sa zdefiniowane jako

B 5f by dg of
{f,9} = (27T)3/d3k lz <5XI 5P%, Iy 5P)*(I)

1

(154)

gdzie I przebiega po {®, v, x, a}. Ewolucja czasowa zmiennej f wynosi f = {f, H}, wiec otrzymujemy

Cy =C:, Cc=0. (155)

Stad wiezy sa zachowywane przez ewolucje czasu na powloce. Dlatego tez, jak mozna sie spodziewaé, sta-
bilnoéé pierwotnych wiezéw przy braku ustalenia cechowania nie tworzy nowych wiezéw. Po zapewnieniu
stabilnosci wigzéw w hamiltonianie, mozemy uprosci¢ uklad stosujac ustalenie cechowania. W formule ha-
miltonianu , pierwotne wiezy pierwszej klasy generuja transformacje cechowania. Nieskonczenie mata zmiana
wielkosci przestrzeni fazowej f pod dzialaniem tej transformacji wzorcowej generowanej przez warunek ogra-
niczajacy C7 jest nastepujaca:

Af=A{f,Crled} (156)

gdzie wprowadziliémy rozmazanie Cj[er] warunku ograniczajacego Cf za pomocy funkcji testowej ¢; zdefi-
niowanej jako

i [ @k R
CI [6]] = WGI)ECI,E (157)
Rozwazmy nastepujace przeksztalcenia cechowania generowane przez warunki ograniczajace C¢ i Cy:
Av = {l/, CE [Ed} = —€ (158)

1
AP, ={P,, Cylea]} = Sk'ew (159)

W ten sposéb mozna nada¢ v i P, wartos¢ zero za pomoca transformacji cechowania, wybierajac e = v i
€y = —%Py. Nastepnie mozna sprawdzi¢ jakie wiezy sa nakladane na mnozniki Lagrange’a ¢, ¥ przez to
cechowanie. Wywolywanie dwoch nowych wiezéow ustalajacych cechowanie:

G,=v~~0 (160)
Gp, =P, ~0 (161)

v

wynika z tego, ze ich ewolucja czasowa jest w postaci
3
{G,,H} = FGP” —-2¢ (162)

2 1
{Gp,,H} = gk“ (U —®) + §k6GV (163)
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W zwiazku z tym na mnozniki Lagrange’a natozono nastepujace ograniczenia cechowania: ( = 0 and ¥ = .
Warunki te moga by¢ traktowane jako, odpowiednio, ograniczenie konforemnego cechowania newtonowskiego
i zawartos¢ rownania Einsteina, co dyktuje réwnos$é potencjaléw metrycznych w tym cechowaniu. Moga to
byé warunki przyjete wraz z ograniczeniami G,, Gp, w hamiltonianie (151) oraz pierwotne wiezy, z czego
dodatkowo otrzymuje sig¢

Pe =0 (164)
1
b~ —P, 1
4k2 (165)
tak, ze uwolniona od wiezéw gestos$é hamiltonianu wynosi
1 1 1 2-K
(Dcc):7P2 - P P2—7P 2 B P P * pP* P*
H 8’C2‘ X‘ +4k2KB| o+ Qo Xl 8k2| al 2Kp [( o+ Qo X)X +( a+QO X)X]
2 — K
+ PR 2+ Ky x| (166)
Kp

Gestoéé hamiltonianu H(Pe) jest wolna od wiezéw, ale jej postaé pozostaje do$é skomplikowana. Mozemy
dokonaé¢ dodatkowego uproszczenia poprzez kanoniczng transformacje do par kanonicznych (Px, X), (Py,Y)
okreslonych wzorem

KB]C2+(27KB),LL2 Qo 1 Py
X = — X+ - 5 5 (167)
Kp(2—Kg)  puk 2 (24 KpAs)k? 4+ (2 — Kp)(14+ X\s)u
P Kg(2—Kg)  pk {2(2—KB)Q0X+P 1 (2 — Kp)(1+ Ao)p? P
X T\ Kpk2 + (2— Kp)p2 Qg Kp YT Q0+ KR+ 2 - Kp) (1 + A2 ¥
(168)
Kg(2 - Kg) uk [ Qo 1 Px
=Y + - X+ - 169
@ \/KBIC2+(2—KB),U2 Qo | Kgk? 2(2—|—KB>\S)]€2+(2—KB)(1+)\3)M2 ( )
P, =Py (170)
gdzie
2K, Q3
2 _ “h2%g
= 171
W=y, (171)
Daje to gesto$¢ hamiltonianu
k2
¥ 1 2 21.2 2 2 (Q_KB>2)‘S 1*1?’5 2
= - 1
H 4|Px‘ +(Csk + M )|X| + 16K5Ky C§k2+M2|PY| ( 72)
gdzie
14 Ag
B e (173)

Mozna wtedy zauwazy¢, ze uklad moze by¢ rzutowany wzgledem dwdch rozprzegnigtych pdl , X i Y, z
pedami kanonicznymi Py oraz Py, kazde pole odpowiada jednemu z normalnych modéw (144). Méwiac
dokladniej, pole X propaguje rozleglte mody w (144) , podczas gdy pole Y odpowiada niepropagujacym
modom w = 0. Mozna zauwazy¢, ze znak wyrazu |Py |? w (172) nie jest dodatnio okreélony, ale zalezy raczej
od odpowiedniej liczby falowej k i parametréw Mg i ki. Oczywidcie, gdy k — oo, to |Py|? posiada dodatni
znak pod warunkiem , ze A; > 0, a ujemny w przeciwnym przypadku, co stanowi dodatkowy warunek, oprocz
tego znalezionego dla modéw wektoréw w (139). Biorac warunki modéw skalarnych i wektorowych dotyczace
parametréw AeST , wymagamy, aby

0<Kp<2 (174)
Ko >0 (175)
As >0 (176)
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Warunki te oznaczaja réwniez, ze Gy > G zawsze. Bardziej ogdlnie, gdy k > k, jest zdefiniowane przez (173),
gesto$¢ hamiltonianu jest dodatnia, natomiast gdy k < k., ujemna gesto$¢ hamiltonianu moze wystapic,
jezeli wyraz |Py|? w (172) stanie si¢ znaczacy. Rozwiazania dla w = 0 odpowiadaja Y = AO(E)t + BO(E)
, podczas gdy Py = AO(E). W ten sposéb mod, ktéry moze powodowaé ujemne gestosci hamiltonianu, to
mod ewoluujacy sie liniowo z t. Takie niestabilno$ci sa najwyrazniej podobne do niestabilnosci typu Jeans
i nie powoduja niestabilnosci prézni kwantowej przy malych pedach [E89]. Jak wspomniano w [H4], dla
sferycznie symetrycznego statycznego zrodla masy M, przemiana miedzy MOND a oscylacyjnym rezimem

13 , gdzie rar ~ 1/ XM jest skalg MOND |, ktéra oznacza

ao

zdominowanym przez p nastepuje ro ~ (rM,u_Q)
przemiane miedzy rezimem newtonowskim a rezimem MOND na jeszcze mniejszych dystansach. Tak wiec,
na gruncie obserwacyjnym p~! musi byé wieksze niz ~ Mpc, gdyz w przeciwnym razie rezim MOND nie
wystepowalby w skalach galaktyk w odleglosciach ~ kpc (dla Drogi Mlecznej ry; ~ 8kpc). Uklad o skali
MOND réwnej ~ Mpc wystepuje, jedli jego masa wynosi ~ 10'° M, , czyli znacznie wigcej niz typowe masy
powiazanych struktur. Tak wiec, dla Ay > 1, skala k. jest zawsze ukryta wewnatrz rezimu MOND (czyli
ki < 7“;/[1) tak, ze ujemny hamiltonian nie wystepuje w granicy GR dla wszystkich uktadéw. Przy mniejszych
liczbach falowych < 7“1741, AeST wchodzi w rezim MOND (w tym przypadku Ay = 0) , co oznaczaloby, ze mod
Y zawsze ma ujemny hamiltonian. Jednak wtedy istnieje wyraz wyzszego rzedu ~ |Y|3/2/ag = |§X|3/a0 ,
ktéry nie jest czeScig powyzszej analizy i ktéry moze ustabilizowaé uktad Aby to zbadaé, okreslamy As = 0
w rozwinieciu (178) i dodajemy wyraz MOND
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3/2
3(1+ As)ao M (177)

INL =

gdzie obecnosé powyzszej \s jest pozostatoscia jego wplywu na obserwowane stale Newtona w rezimie silnej
grawitacji w taki sposob, ze

F=(2-Kp)Ino(Y)—2K2(Q—Q0)° +... (178)

W ten sposéb dzialanie modu skalarnego przeksztalca sie w
S§Snew) — §(S) _ (2 — Kp) / d*zJIng (179)

gdzie S jest postaci (140). Poniewaz Jn1, nie zawiera zadnych pochodnych czasowych, momenty kano-
niczne pozostaja takie same jak w analizie pod katem zaburzen liniowych. Zatem analiza hamiltonianu z
poprzednich sekcji jest kontynuowana przez co uwolniony od wiezéw hamiltonian ma postaé

7 (new) __ 47 2(2_KB))‘5 =\ |3
H _H+73(1+)\S)a0 Vx| (180)
gdzie H jest w postaci (172) (gdzie A, = 0) i x jest w postaci (167). Przyjrzyjmy sie faktowi, ze nieliniowy
wyraz MOND posiada znak dodatni, a takze bedzie dominowal nad H (™) dla duzych x. W ten sposéb,
narzuca si¢ sugestia, ze wyraz MOND moze powodowaé, ze istnieje ograniczenie z dotu dla H("¢®). Okazuje
sie, ze tak faktycznie jest w przypadku liczb falowych k > u, co pokazano szczegbélowo w zalaczniku [H5].
Dla mniejszych liczb falowych k < p wyraz MOND nie jest wystarczajacy, aby hamiltonian byt ograniczony
z dotu, jest to rezim, w ktérym oczekuje sie, ze przyblizenie Minkowskiego zatamie sig, a rozwiniecie na FRW
(doktadniej na de Sittera) jest bardziej odpowiednie.

Oczywiscie analiza hamiltonianu liniowych zaburzen skalarnych w modelu AeST wokédt przestrzeni Min-
kowskiego byla produktywna. W nastepnej sekcji przedstawiono niezaburzeniowa formule Hamiltona modelu
AeST.

5.5.4 Teoria skalarno-tensorowa Aether’a: Formalizm hamiltonowski

Rzutowanie pelnej teorii AeST do postaci hamiltonowskiej przynosi szereg korzysci. Rzutowanie réwnania
ruchu tego modelu do postaci rownan ruchu Hamiltona pierwszego rzedu prowadzi do réwnan ruchu w postaci
bardziej podatnej na rozwiazanie numeryczne, ktore jest istotna czescia wspolczesnej teorii grawitacyjnej, w
ktérych modele sa stosowane sa w ztozonych sytuacjach, gdzie rozwigzania analityczne nie sg znajdowalne.
Realizacja analizy kanonicznej umozliwia réwniez wyjasnienie innych kwestii, np. liczby stopni swobody,
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ktore posiada model i czy model jest przykladem uktadu nieregularnego, czyli teorii, w ktérej struktura
kanoniczna zmienia si¢ w calej przestrzeni fazowej. Objawem tego ostatniego moze by¢ to, ze zaburzenia
w poblizu niektérych tel opisuja liczby stopnie swobody rézne od tych dla zaburzen blisko innych tel, co
potencjalnie wskazuje niestabilnos¢ danego tlta. Moze to by¢ fatalny wynik dla teorii, jesli dane tlo ma
przybliza¢ geometri¢ naszego wszech$wiata w skalach dlugiego czasu.

Pierwszym niezbednym krokiem do skonstruowania formalizmu hamiltonianu dla modelu AeST musi by¢é
rozréznienie miedzy przestrzenia a czasem. W szczegdélnosci zakladamy, ze dla interesujacego nas obszaru
czasoprzestrzeni istnieje globalna wspolrzedna czasowa t(a*). Biorac to pod uwage, mozemy zdefiniowaé
pole wektorowe ‘przeplywu czasu’ t# , ktére spetnia t#V ¢t = 1. Uzywamy notacji f = 0,f dla pewnego pola
f. Ponadto, mozemy zdefiniowa¢ pole wektorowe n* | ktore jest normalne do powierzchni o stalej t; jako
takie, pole to jest czasopodobne i moze by¢ zdefiniowane z norma jednostkowa, czyli g, n*n"” = —1. Mozemy
rozszerzy¢ to pole czasowe w postaci t* = Nn* + N#, gdzie wprowadziliémy funkcje uplywu N i wektor
przesuniecia N#, ktére sg dane odpowiednio przez N , ktére sg dane odpowiednio w postaciach N = —t#n,,
i N, = qut". Powierzchnie o statej ¢t koordynujemy wspétrzednymi przestrzennymi xt, gdzie i, j, k beda
oznaczaé indeksy wspolrzednych przestrzennych. Pelna metryka czasoprzestrzeni moze by¢ roztozona do
postaci:

Juv = —NpNy + G, (181)

gdzie g, jest metryka na hiperpowierzchni przestrzennej (a zatem na przyklad g,,n* = 0). Przydatne jest
roéwniez wprowadzenie nastepujacego tensora:

(j/w =9 + A/,LAV (182)

Zauwazmy réznice miedzy ¢, okreSlonym w (182) i gy, okreSlonym w (181). Przydatne jest zdefiniowanie

pochodnej przestrzennej 0, = g,”0, i pochodnej kowariantnej D, zgodnej z gy, czyli Dagu = 0. Méwiac
doktadniej:

D, qop = au‘]ozﬁ - ’YZagVﬁ - ’YZﬁgau =0 (183)

gdzie v 5 58 symbolami Leviego-Civity zwiazanymi z metryka g, i pochodna éu- Biorac pod uwage g, and
nt, tensor zewnetrznej krzywizny K, staje si¢ kolejng uzyteczng wielkoscia w postaci

Ky = 5 LnGu = 4,“Vany (184)

[N

W postaci sktadowych potrzebujemy

1.
Kij = 557 (d4ij — DilNj — D;Ni) (185)

podezas gdy sktadowe metryki, n* i koneksja Christoffela sa przedstawione w dodatku do [H7]. Zachowamy
te konwencje, ze indeksy przestrzenne sa zawsze obnizone (dolne) i podnoszone (gérne) za pomoca metryki
przestrzennej g;;, czyli K*'; = d*K k;- Dla pola wektorowego A,, rozwazamy podobny rozklad

A, =xn,+ A, (186)

gdzie A, = q,” A, oraz
x=-n"'4, (187)

Przedstawiamy teraz kroki niezbedne do zapisania dzialania (108) w postaci 3 + 1 . Jednym z krokéw jest
rozwiazanie wzgledem ¢ w ujeciu pedéw kanonicznych 65/6¢ i bedzie to wymagalo odwrécenia potencjal-
nie bardzo skomplikowanych kombinacji funkcji 0F/9Y oraz 0F /0Q. Zamiast tego mozemy przeniesé te
strukture w inne miejsce w teorii, wprowadzajac pola pomocnicze p i v takie, ze ustalamy

F¥,Q) = —vQ® +uy +U(v, ) (188)

Nastepnie dla pola skalarnego ¢, znajdziemy skalary Q i ) oraz
Q= xo +A'D; (189)
Y = |A]?6 + 2x0 A'D;p + (¢ + A'A7) D;¢D; (190)
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gdzie zdefiniowali$émy

1 . ,
=—(¢p—N'D; 191
o= (¢ 9) (191)
Dodatkowo przydatne jest zdefiniowanie nast¢pujacego rozktadu tensora F),, = 20, A,):

oraz

1 1 .. .

definiujemy “magnetyczny” aspekt A* w postaci

1 ...
Bk = §€k”F’L‘j, (194)
z odwrotno$cig F;; = eijkBk i aspektem “elektrycznym” A* w postaci
1 .
E;=F;, + qukNﬂBk. (195)
Nastepnie mozna wykazaé, ze 3+1 -forma dzialania (108) ma postaé
N . _ R
S :/d% V4 {R + |K?| — |K|* = 2A + Kp (\E|2 - |B|2) +2(2 - Kp)oA-E
167G
o N o NG
+2(2 - Kp) (XE—AXB) .D¢+V(XU+A.D¢)
- Lo - N
— (2~ Kp +p1) [|A|202 +2x0 A Do+ |Dof* + (4 Do) } ~U(, u)} +Smlgl  (196)

gdzie R jest skalarem Ricciego odpowiadajacym metryce przestrzennej g;;. Zwréémy uwage, ze S jest funk-
cja pol (qij, A, &, p, v, N, N*). Teraz mozliwe przejécie do kanonicznego sformulowania (108) . Nastepnym
krokiem w przejéciu do sformulowania hamiltonianu jest okreslenie pedéw kanonicznych, ktérymi sa

.88 Va y y
M =—" = VI (KY _ Kq' 197
54i; 167G ¢ a") (197)
.58 Va . . .
M =—" = Y2 |KgE' + (2 — Kg) (0 A* + \D' 198
71 = o Kb+ 2 K (04 4 x0'0) | (199)
Hzﬁz @l:(?—KB)g~E+VU
0¢p 871G
—(Q—KB-i-,u—I/)/T'(J/Y-I-XB(;S)] (199)

Pozwalajac, aby IT = ¥ q;; , otrzymujemy zwiazki odwrotne

i 167G (Hij B 1ﬂqij) (200)
Va 2
Vi Kp
2-K S
+(2 B—i—u—u) YA Do (201)
Ky
KpE' LS (2— Kg) (0 A" + xD'¢) (202)

Vi
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gdzie
2 - K, -
== — (2 B4 u) |AJ? (203)
podczas gdy pedy kanoniczne dla p and v sa tozsamosciowo zerowe:
08
e =22 ~ o 204
5 (204)
08
n» === ~o 205
ov (205)

Wykorzystujac (200), (201) oraz (202) eliminujemy K;;, E; i o z (196) , co prowadzi do postaci hamiltonianu
dziatania,

S = /d%{nijqij + I A; + g+ I + Ty — NH — N, — AW — X)) } (206)

gdzie dodaliémy pola mnoznikéw Lagrange’a A(*) i \(*) | ktére nakladaja wiezy (204) i (205) poprzez ich
réwnania ruchu i gdzie

H; = —2D,I1, + TID;¢p — D - TLA; — €1 B¥ + I Dy + 11 D;w (207)

jest warunkiem ograniczajacym dyfeomorfizmu oraz

8nG [ .. . 1 =, C2 CiCy » = = = 2—Kp- =
_ G, 112 2 “1 1V2 . B .
H="Tr {m My — 117 4 || +QE]+X[ = A Do+ DT - =2 Dd)}
_ 2+2 - o 12 - o o
+1g/aé{—R+2A+KB|BQ+{CZ_X+2—KB+M—V} [A Dgzb} 1202 Kp)Ax B- Do
T =
2 Kp)? ,] =
B

jest warunkiem ograniczajacym hamiltonianu. Dla zwartosci zapisu zdefiniowali$my

2-Kp - =
Cr=11— B4, (209)
Kg
2-K
Cy=2 Bt u—v (210)
Kg

Zauwazmy, ze aby otrzymaé dziatanie (206), zdefiniowalismy wspétezynniki-mnozniki (TT¢), TI®)) jako (A +
ND;ju, \*) + N ‘D;v) , co mozemy zrobié¢ na poczatku analizy warunkéw ograniczajacych. Prowadzi to do
drugiego wiersza w (207). Polaczenie

Hpwi = NH + N'H; + AWIW 4\ (211)
jest gestoscia Hamiltonianu primary , a zarazem suma wiezéw przestrzeni fazowej, ktora jest skoordynowana

przez {qij,Hij, Ay T8 o, T1, o, T V7H(V)}. Wiezy te otrzymano przez dokonanie wariacji (206) z uzyciem
{N, N, A" X1 i s3 one dane odpowiednio wzorami:

H~0 (212)
H; ~ 0 (213)
™ ~ 0 (214)
" ~0 (215)

gdzie ~ oznacza, ze te funkcje przestrzeni fazowej musza zanikna¢ tylko na podrozmaitosci przestrzeni
fazowej, ktéra definiuja (‘stabo zanikaja’). Nastepnym krokiem jest sprawdzenie, czy wiezy te sa zachowane
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przez ewolucje czasu generowana przez Hy,i. Stwierdzono, ze dla ogélnych N, A 1 A#) | podstawowe wiezy
sa zachowywane, jedli dalej zachodza nastepujace wiezy secondary:

OH Va ou
() = 218 _ — | =
s = op 167G <y+ 8,u> 0 (216)
oraz
OH Va ou
w " _ VO 5,
5@ =22 167TG( 02+ 8u> 0 (217)

réwnania (216) i (217) odpowiadaja réwnaniom Eulera-Lagrange’a dla p6l pomocniczych p oraz v. Innymi
slowy, majac zalecany U(u,v) mozna uzyé (216) oraz (217) do wyznaczenia u(Q,Y) i v(Q,)), gdzie Q i
Y maja by¢ oceniane w przestrzeni fazowej. Wykorzystujac (201) a nastepnie (190) oraz (189) do zebrania
wyrazéw, otrzymujemy

1 2-K - - 871G
Q== [(2 B +u) A- D¢ + ”xcl] (218)
= KB q

NG

oraz, odpowiednio
_ L L N\2 |A]? [8xC =1 2y /8G T
y=1DoP + (4 Bo) + 15 |[TE0n+ ond Bo| + 2 (YT n v ond Do) A-Do, - (219)
= Lva =\ Ve
. W tej procedurze nastepnie odtwarzamy F(Q, )) poprzez (188) od zmiennych przestrzeni fazowej za pomoca
(218) (219).

Po znalezieniu wiezéw drugorzednych (216) oraz (217), analiza nie jest jeszcze zakonczona. Teraz defi-
niujemy drugorzedny hamiltonian poprzez

Hsec = Hpri + /ddl’ [U(M)S(H) + U(V)S(V)i| (220)

gdzie u® and u*) s mnoznikami Lagrange’a, ktére wymuszaja dodatkowe wiezy, odpowiednio St i S®)
. Nastepnie sprawdzamy, ze wszystkie wiezy (pierwotne i drugorzedne) sa zachowywane w czasie. Definiu-
jac indeksy A, B,= {(u), (v)}, stwierdza si¢, ze zachowanie wigzéw w czasie jest zapewnione jedli u = 0
natomiast zachowanie w czasie wiezéw drugorzednych implikuje nastgpujace rownania:

FA4Y CAPAP) ~ 0 (221)
B
gdzie
0S(B) st asj}ﬂ)
CAB — = 8%@; a‘g(u) (222)
" v

a F'4 jest funkcja pol przestrzeni fazowej i pola mnoznikéw Lagrange’a N. Jedli macierz C4P jest odwra-
calna, to dwa powyzsze réwnania wyznaczajg mnozniki Lagrange’a A4 | ktére staja sie funkcjami wszystkich
zmiennych przestrzeni fazowej. Nastepnie koniczy sie analiza hamiltonianu i nie sa wymagane dalsze wiezy
w przestrzeni fazowej, co daje wniosek, ze teoria posiada trzy gltéwne wiezy pierwszej klasy H;, trzy gtowne
wiezy drugiej klasy # i II'Y, oraz dwa drugorzedne wiezy drugiej klasy S(Y. Wszystkie wiezy i ich na-
wiasy Poissona podajemy w tabeli 1. Z drugiej strony, jesli macierz ma zanikajacy wyznacznik, to istnieje
lewo-zerowy wektor wlasny, ktéry po zastosowaniu relacji spéjnosci moze moze generowaé¢ dodatkowe wiezy,
zwane wiezami trzeciorzednymi . Biorac pod uwage postaci (218),(219) oraz réwnan ruchu (216),(217) na-
lezy sie spodziewaé, ze CAP jest rzeczywiscie odwracalne w ogdlnych sytuacjach. Na koniec zauwazmy, ze
wyznaczenie wszystkich wiezéw i ich klasyfikacja umozliwia konstrukcje nawiasu Diraca [E25].
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Primary Secondary

H, H | T T 1@ N SW)

H, H, H | I | I®™) S S

H H; | W | s® 30) U
I 0 0 O (1) W) (w)
) o | cww | cw)
SW E () L))
S EW®)

First Class Second Class

Tabela 1: Tabela wigzéw i ich nawiasow Poissona, pokazujaca, cz zanikaja silnie, stabo, czy wcale nie zanikaja.
Zaznaczono klasyfikacje na podstawowe/drugorzedne i pierwszej klasy/drugiej klasy. Zauwazmy réwniez, ze
kombinacja Hrc zdefiniowana przez (223) jest pierwszej klasy, a A4 sa funkcjami wszystkich zmiennych
przestrzeni fazowej ustalonych z (221), mimo, ze niektére oddzielne czesci Hrc sa drugiej klasy.

Po znalezieniu wszystkich wiezéw i rozwiazaniu wzgledem mnoznikéw Lagrange’a mozemy utworzy¢
hamiltonian pierwszej klasy Hpc. Znajdujemy go jako drugorzedny hamiltonian , w ktérym podstawiono
mnozniki Lagrange’a. Biorac pod uwage, ze u() ~ 0, otrzymujemy, ze Hyee ~ Hy,i, zatem,

Hye = /d3a: {N’H + NH, + AT ¢ )\(V)H(V)] (223)

gdzie AW i A\(*) sa funkcjami zmiennych przestrzeni fazowej {qi;, A, ¢, 19, TI T1, 1, v}, czyli, T i TI®) sy
nieobecne w A(4),

Podsumowujac, analiza ta ujawnila istnienie czterech wiezéw pierwszej klasy i czterech wiezéw drugiej
klasy. Wiezy pierwszej klasy skladaja sie z trzech wiezéw (podstawowych) H; zdefiniowanych w (207) i
hamiltonianu pierwszej klasy Hpc zdefiniowanego w (223), , ktéry jest liniowa kombinacja podstawowego
warunku ograniczajacego hamiltonianu H zdefiniowanego w (208) (drugiej klasy), H; oraz II*) i [I*). Cztery
wiezy drugiej klasy sa to dwa pedy kanoniczne II*) i II*) pél pomocniczych u i v, zobacz (204) i (205),
oraz dwa wiezy drugorzedne S® i S¢) zdefiniowane przez (216) i (217). Istnienie tych wiezéw drugiej klasy
wynika z obecnosci pél pomocniczych p i v. Podsumowanie tych wiezéw znajduje sie w tabeli 1.

Mozemy wykorzysta¢ analize wiezéw, aby policzy¢ fizyczne stopnie swobody. Mamy szes¢ zmiennych w
metryce przestrzennej g;;, trzy w A; i jedna dla kazdego z ¢, p oraz v, czyli w sumie 12 . Zliczanie w pedach
kanonicznych podwaja te liczbe, dajac 24. Odejmujemy cztery wiezy drugiej klasy i podwojona liczbe wiezdw
pierwszej klasy, ktére usuwaja zbedne stopnie swobody cechowania, czyli odejmujemy 12 stopni swobody z
powodu wiezéw. Nastepnie dzielimy przez dwa, aby znalezé szes¢ fizycznych stopni swobody.

Jako uzyteczne sprawdzenie wynikéw, pelny hamiltonian zostatl rozwiniety do kwadratowego rzedu w
zaburzeniach wokél przestrzeni Minkowskiego i wykazano, ze prowadzi to do tych samych wynikéw, ktore
znaleziono w [H5] przy uzyciu nieco innych metod. W procesie wykazano, ze liczba stopni swobody w
zaburzeniu znalezionych w [H5] zgadza sie z liczba znaleziona tutaj przy uzyciu pelnej teorii nieliniowe;j.
Formalizm niezaburzeniowy moze by¢ uzyty do obliczenia kwadratowego hamiltonianu teorii AeST na in-
nych ttach, aby okresli¢, czy te tla sa stabilne, czy nie. Bardzo interesujace sa przypadki przestrzeni de
Sittera (istotne dla wstepnych badan wplywu niezanikajacej krzywizny tta na zaklécenia) oraz statycznych
konfiguracji sferycznie symetrycznych (istotne dla pytan takich jak stabilno$é systeméw astrofizycznych w
tym modelu), ktére beda tematem przyszlych prac.

5.5.5 Dodatkowe wyniki

Model AeST wzbudzil zainteresowanie innych badaczy, z ktorzy uzyskali znaczace wyniki w odniesieniu
do potencjalnych wiezéw teorii poprzez ograniczenia emisji promieniowania Czerenkowa przez gwiazdy w
modelu [E120] oraz warunkéw ograniczajacych naltozonych na teorie poprzez dane z slabego soczewkowania
grawitacyjnego [E121].

Zbadatem dodatkowe rozwiazania modelu AeST. Przeprowadzono analize systeméw dynamicznych wielu
modeli AeST w symetrii FRW Rosa:2023qun. Co istotne, wykazano, ze istnieje klasa modeli, ktéra unika
napiecia modeli i spelnia (107) poprzez wytworzenie efektywnego pltynu (zdefiniowanego jako stosunek ci-
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$nienia plynu do gestosci) z réwnaniem stanu, ktére spelnia w — 0 we wezesnych czasach kosmologicznych.
Ta nowa klasa modeli moze réwniez do danych kosmologicznych bez DM.

6 Prezentacja osiggnie¢ dydaktycznych, organizacyjnych oraz po-

6.1

pularyzujacych nauke

Osiggniecia dydaktyczne

Praca jako nauczyciel akademicki

2012 — 2014: Nauczanie (poprzez konsultacje) licencjackich studentéw fizyki na Imperial College w Lon-
dynie w celu przygotowania ich do ‘kompleksowych’ egzaminéw. Sa to egzaminy o niezwykle szerokim
zakresie, zatem rola jest dos¢ wymagajaca.

Niedawne wyklady zaproszone

6.2

6.3

7.1

‘Koncepcja skrecenia w fizyce grawitacyjnej’, Uniwersytet w Tartu, Estonia (2019)

‘Nowa teoria relatywistyczna dla zmodyfikowanej dynamiki newtonowskiej ’, Queen Mary University
London, Wielka Brytania (2021)

‘Ciemna materia czy zmodyfikowana grawitacja?’, Uniwersytet Gdanski, Polska, i Chinska Akademia
Nauk w Pekinie, Chiny (2022)

‘Czy dynamika Newtona jest zmodyfikowana?’, Uniwersytet Oksfordzki, Wielka Brytania (2022)
‘Grawitacja i geometria Cartana’, Uniwersytet Jagielloriski w Krakowie, Polska (2022)
‘Grawitacja i teorie parametryzowanego pola’, Czeska Akademia Nauk w Pradze, Czechy (2023)

‘Wprowadzenie do grawitacji i kosmologii’, Uniwersytet w Xiamen, Malezja (2023)

Osiggniecia organizacyjne

2016 — 2019: Pomoc w planowaniu obecnosci Czeskiej Akademii Nauk na Praskich Targach Naukowych.
Uczestniczylem réowniez w tym wydarzeniu, ktére polegato na angazowaniu spoleczenstwa i pomaganiu
ludziom we wszelkich pytaniach na temat fizyki.

Osiggniecia w popularyzowaniu nauki

Dyskusja z dziennikarzami, ktérzy przyczynili sie do relacjonowania Modelu A w New Scientist i
Modelu B w czasopismach The Atlantic i Science.

Wyklad publiczny ‘Wprowadzenie do grawitacji’, przedstawiony w Liceum nr 3 w Gdyni, luty 2024
(okoto 120 uczestnikéw)

Wyklad publiczny: ‘Wprowadzenie do czasoprzestrzeni i grawitacji’ zorganizowany na Uniwersytecie
Gdanskim dla lokalnych uczniéw (okoto 160 uczestnikéw)

Inne osiggniecia naukowe

Nadzorowanie pracy studentéw

2022 — dzien dzisiejszy: Wspdlpromotorstwo z profesorem Pawlem Horodeckim na rzecz doktorantki
Mehraveh Nikjoo.
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e 2023: Promotorstwo dla studenta licencjackiego Khai Shuen Ng, ktéry odwiedzal Uniwersytet Gdanski
z Uniwersytetu w Xiamen w Malezji w ramach projektu stazu badawczego. Celem projektu byto zba-
danie niedawno zaproponowanego rozwiazania ,,dipola grawitacyjnego” dla ukladu GR sprzezonego z
bezmasowym polem skalarnym.

e 2023: Nadz6r /promotorstwo/ nad studentem Toh Yu Xuan, ktéry odwiedzal Uniwersytet Gdanski z
Uniwersytetu w Xiamen w Malezji w projekcie w ramach stazu badawczego. Zakresem projektu bylto
opracowanie technik zmierzajacych ku zasadzie dziatania dla teorii grawitacji Newtona-Cartana.

e 2023: Nadzér /promotorstwo/ nad studentami licencjackimi Markiem Majochem i Wiktoria Borkow-
ska z Uniwersytetu Gdanskiego w projekcie w ramach stazu badawczego. Do zakresu projektu nalezato
okreglenie zmiany wygladu nocnego nieba pod transformacjami Lorentza w szczegdlnej teorii wzgled-
nosci.

7.2 Nagrody i Czlonkostwo w Organizacjach Naukowych

o Jestem Gliéwnym Badaczem w ramach stypendium Polonez BIS nr 2021/43/P/ST2/02141 wspétfi-
nansowanego przez Narodowe Centrum Nauki i Program Ramowy w zakresie Badan Naukowych i
Innowacji Horizon 2020 w ramach umowy o grant Marii Sktodowskiej-Curie nr 945339.

e Jestem czlonkiem Polskiego Towarzystwa Relatywistycznego

7.3 Lista osiggnie¢ przed uzyskaniem doktoratu

Gléwnym przedmiotem mojego doktoratu byty kosmologiczne konsekwencje modeli wektorowo-tensorowych
zmodyfikowanej grawitacji, czyli teorie sprzegajace tensor metryczny z pojedynczym polem wektorowym A*.
W [02] wykazano, ze teoria TeVeS Bekensteina [E43], ktéra rzekomo przyjmuje postaé teorii bimetrycznej
ze skalarnymi i wektorowymi stopniami swobody , moze byé¢ rzutowana jako teoria tensorowo-wektorowa.
W [O5] pokazano, ze model wektorowo-tensorowy z niekanonicznymi wyrazami kinetycznymi (zaproponowa-
tem ten model) jest pierwsza relatywistyczng teoria typu MOND | ktéra w odpowiedniej granicy odtwarza
pierwotna propozycje Milgroma, a nie jej wielo-polowe uogélnienie. W [O6] rozwazano wiezy ukladu sto-
necznego naltozone na ten model , natomiast w [O7] zbadano zakres dla modelu w celu wyjasnienia wzrostu
struktury o duzej skali w przypadku braku DM. W [03], poszukiwano rozwiazan FRW teorii efektywnego
pola samouzgodnionego zmodyfikowanej grawitacji. W [O8, 010], dokonano kompleksowego przegladu wie-
z6w na podstawie danych kosmologicznych na modelu wektorowo-tensorowym Einsteina-Aethera i pewnych
uogélnien modelu na podstawie danych kosmologicznych [E38].

Dodatkowe badania obejmowaly charakteryzacje rozwiazain FRW dla teorii bimetrycznej Milgroma zmo-
dyfikowanej grawitacji [O9] i roli korelacji w rzucie pionowym w astrofizyce [O11].

7.4 Dodatkowe osiggniecia po uzyskaniu doktoratu

Ponizej znajduje si¢ wyboér obszaréw badawczych spoza serii habilitacyjnej, w ktore miatem wktad po ukon-
czeniu studiéw doktoranckich:

O mozliwosci krzywizny anizotropowej w kosmologii [O12] Oprécz $cinania i wirowosci jednorodne
tlo moze rowniez wykazywaé krzywizne anizotropowa. W tej publikacji wykazano, ze istnieje klasa czaso-
przestrzeni, w ktorej anizotropia jest wytacznie tego ostatniego typu, a stan wolny od Scinania jest wspierany
przez kanoniczne, bezmasowe pole 2-formy. Moim gtéwnym wktadem bylo odkrycie, ze system takiego pola
po sprzezeniu z GR zawiera te czasoprzestrzenie jako rozwiazania. Takie czasoprzestrzenie polozone sa w
preferowanym kierunku na niebie i jednoczeénie CMB, ktére jest izotropowe na poziomie tta. Znieksztalce-
nia odleglosci opartej na jasnoéci sa wyprowadzane i wykorzystywane do testowania modelu w stosunku do
CMB i supernowych (z wykorzystaniem katalogu Unii), i stwierdza sie, Ze te ostatnie wykazuja wigksza niz
oczekiwano zalezno$¢ od polozenia katowego.
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Kosmologia ze spinem [013] Duzieki chiralnej reprezentacji dla spinoréw, zaprezentowano przejrzysty
sposbb generowania najbardziej ogdlnej dynamiki spinoréw w teorii, w ktérej grawitacja jest zalezna od
dzialania Einsteina-Cartana-Holsta. W takich teoriach skrecenie nie musi zaniknaé¢, ale moze by¢ reinter-
pretowane jako czterofermionowa samointerakcja w teorii wolnej od skrecenia. Samointerakcja moze, ale nie
musi, przerwaé¢ niezmienniczos¢ parzystosci i moze przyczyni¢ sie pozytywnie lub negatywnie do gestosci
energii, w zaleznosci od rozwazanych sprzezen. Modele kosmologiczne zalezne od pola spinorowego zostaly
uwzglednione w tej teorii i stwierdzono, ze chociaz istnieja przypadki, w ktérych nie pojawiaja sie zadne zna-
czace nowosci kosmologiczne, samointerakcja moze réwniez przeksztalci¢ potencjal masowy w potencjal typu
odwréconego meksykanskiego kapelusza. Nastepnie model zasadniczo prowadzi do kosmologii z odbiciem,
dla ktérego istnieje maksymalna gesto$é¢ energii, i gdzie osobliwos$¢ kosmiczna zostala usunieta. Rozwigzania
te sa stabilne i wahaja sie od bardzo prostych do bardzo zlozonych. Moim gléwnym wkladem byly: a) pro-
pozycja nowatorskich sprzezen pomiedzy fermionami i polem grawitacyjnym, ktore pozwolily na istnienie
tej gamy rozwiazan kosmologicznych i b) wspél-analiza wymienionych rozwiazan ze wspdlpracownikami,
profesorami Tom’em Kibble i Joao Magueijo.

Podejscie pierwszego rzedu do grawitacji konforemnej [016] Ten artykul bada, czy spontanicz-
nie zlamana teoria cechowania grupy SU(2,2) moze by¢ wiarygodna alternatywa dla GR. Podstawowymi
sktadnikami teorii sa pole cechowania i pole Higgsa W w sprzezonej reprezentacji grupy, przy czym pole
Higgsa powoduje tamanie symetrii. Dzialanie grawitacji jest wielomianowe, a réwnania pola sg wyrazeniami
pierwszego rzedu pochodnych tych pél. Nowa symetria w sektorze grawitacyjnym moze by¢ interpretowana
w kategoriach wylaniajacej sie lokalnej symetrii skali, i zostalo wykazane istnienie GR doprowadzonej do
konforemnosci i konforemnej grawitacji Weyla czwartego rzedu jako granic teorii. Znaleziono maksymalnie
symetryczne rozwiazania czasoprzestrzenne dla pelnej teorii i zbadano stabilnos$¢ teorii blisko tych rozwia-
zan; pokazano, ze obszary przestrzeni parametréw teorii opisuja zaburzenia identyczne z GR sprzezone z
rozleglym polem skalarnym i bezmasowym polem-jednoforma. Rozwazono sprzezenie grawitacji z materia i
pokazano, ze lagranzjany dla wszystkich pdl sa naturalnie niezmiennicze wzgledem cechowania, wielomia-
nowe w polach i daja rownania pola pierwszego rzedu; nie wprowadzono zadnych pél pomocniczych. Znane
lagranzjany typu Yanga-Millsa i Kleina-Gordona sa odzyskiwane na powloce w ogdlno-relatywistycznej gra-
nicy teorii. W tym formalizmie granica ogdlny-relatywistyczna pokrywa sie ze spontanicznym ztamaniem
niezmienno$ci skali i wykazano, ze generuje to wyrazy masowe dla pdl Higgsa i pdl spinoréw. Mimo, ze méj
wspotpracownik dr Hans Westman mial pewien wkitad w ten artykul, prawie cala powyzsza tre$¢ zostata
zaproponowana i zrealizowana przeze mnie.

Wszech$wiaty Friedmanna naruszajace parzysto$é [019] W tym artykule rozwazano takie roz-
szerzenia teorii Einsteina-Cartana, w ktérych stata kosmologiczna A zostala wprowadzona do pola kosz-
tem dopuszczenia skrecenia nawet przy nieobecnoéci spinoréw. Stwierdzono, ze niektére standardowe ujecia
wszechswiatéw FRW rozpadaja sie w tych teoriach —przede wszystkim, chodzi o fakt, ze przestrzenna jedno-
rodno$¢ i izotropia moga wspélistnie¢ z naruszeniami niezmienniczosci. Rozwiazania naruszajace parzystosé
maja niezanikajaca krzywizne Weyla nawet w modelach FRW. Obecnosé skrecenia naruszajacego parzystosé
otwiera droga do takich mozliwych teorii z odpowiednimi modyfikacjami FRW. W szczegélnoéci wyraz Pon-
tryagina moze odgrywac wazna role nawet w przypadku braku materii spinorowej. W artykule przedstawiono
szereg rozwigzan naruszajacych parzystosé, zarowno z materia i bez materii. Te pierwsze sa niesamodualnymi
rozwiazaniami prézniowymi, ktorych istnienie podejrzewano od dawna. Te ostatnie prowadza do $ledzacych i
niesledzacych rozwigzan z wieloma problemami obserwacyjnymi, chyba ze odwolujemy sie do wyrazu Pontry-
agina. Badanie struktury hamiltonianu danej teorii ujawnia, ze rozwiazania zachowujace parzystosé i tamiace
parzysto$é¢ naleza do dwoch odrebnych galezi teorii, maja rézne symetrie cechowania (wiezy) i rézne liczby
stopni swobody (st. sw.). Galaz zachowujaca parzystos$é¢ jest niczym innym, jak standardowa GR ze stala
kosmologiczng, ktora stala sie czystym cechowaniem pod niezmienniczosciag konforemna jesli materia jest
nieobecna, lub okreslona przez materie (a zatem niezalezna od st. sw.) jesli wystepuje materia niezmiennicza
niekonforemnie. 7 drugiej strony galaz naruszajaca parzystos¢ zawiera autentycznie nowy st. sw. Artykut
zostal opracowany w rownym stopniu przez jej wspdlautora, profesora Joao Magueijo i mnie.
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