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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Rafala Perczynskiego
”Computational methods for highly oscillatory partial differential equations”

Wstep

Rozprawa doktorska mgr. Rafala Perczynskiego dotyczy analizy numerycznej rozwigzan rownan réznicz-
kowych postaci

Ou = Lu+ f(z,t)u (1)

z warunkiem poczatkowym wug i warunkami brzegowymi Dirichleta, w ktérym operator £ jest liniowym
operatorem rézniczkowym, zas funkcja f jest (silnie) oscylujaca:
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Gléwnymi narzedziami, ktorym poshuguje sie doktorant sg teoria polgrup, zmodyfikowane rozwiniecie
Fouriera oraz metoda Filona.

Praca oparta jest na dwoch powiazanych tematycznie artykutach z ktorych jeden jest jak na razie dostepny
na arXiv, za$ drugi opublikowany zostal w Numerical Algorithms. Obie te publikacje sa dwu autorskie:
pierwsza z nich pt. ” Asymptotic expansions for the solution of a linear PDE with a multifrequency highly
oscillatory potential” napisana zostala wraz z Antonim Augustynowiczem (promotorem), za$ druga - pt.
“Numerical integrator for highly oscillatory differential equations based on the Neumann series” - napisana
zostata wraz z Grzegorzem Madejskim. Warto zaznaczy¢, ze pierwsza z powyzszych prac jest uogélnieniem
wynikow uzyskanych przez Doktoranta wraz z Karoling Kropielnicka w artykule ” Asymptotic expansions
for the linear PDEs with oscillatory input terms; Analytical form and error analysis” opublikowanym
w Computers and Mathematics with Applications, w ktérym autorzy rozwazaja to samo zagadnienie w
prostszym przypadku w ktérym funkcja f(x,t) zawiera tylko jeden czlon odpowiadajacy n = 1.

Doktorat napisany jest w jezyku angielskim, liczy 80 stron i podzielony jest na 5 rozdzialow oraz dodatek.
Bibliografia liczy 35 pozycji.



Omoéwienie pracy

Rozdzial pierwszy stanowi wstep w ktérym Doktorant wyjasnia skad si¢ wzial problem badawczy i dlaczego
istniejace metody (takie jak np. schemat Rungego-Kutty) nie sa wystarczajaco dobre do badania réwnan
z silnie oscylujacymi zrédtami. W oparciu o te dyskusje Autor prezentuje pokrétce na czym polegaja
gtéwne wyniki doktoratu.

Rozdzial drugi po$wiecony jest przypomnieniu podstawowych informacji z teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych, w szczegblnosci z teorii potgrup. Jak wiadomo, przy odpowiednich zalozeniach, operator
L jest generatorem pélgrupy e'* rozwigzan réwnania (1) (z f = 0) postaci e'Cug. Istotne jest zatem
efektywne numerycznie implementowanie operatora e** - to zagadnienie jest réwniez oméwione w drugim
rozdziale. Ponadto Autor prezentuje bardzo zwiezle metode rozwiniecia w szereg Neumanna oraz omawia
pokrétce dwie podstawowe metody obliczania calek oscylujacych: metode rozwinie¢ asymptotycznych oraz
metode Filona.

Trzeci rozdzial jest najwazniejsza czescig doktoratu. Jego pierwsze podrozdzialy poswiecone sa pokazaniu,
ze rozwigzanie réwnania (1) zapisa¢ mozna w postaci
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Dowdd opiera si¢ na przedstawieniu rozwigzania za pomoca szeregu Neumanna. Wyznaczenie wyrazdéw
tego szeregu opiera sie na iterowaniu wzoru Duhamela. W Twierdzeniu 10. Doktorant pokazuje zbieznosé
tak skonstruowanego szeregu
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d=0
do rozwiazania réwnania (1) co jest do$é¢ standardowym faktem w teorii operatoréw. W podrozdziale 3.2
Autor pokazuje, jak kazdy wyraz T%'* zapisa¢ mozna w postaci catek wielokrotnych co z kolei w kolejnych
podrozdziatach pozwala Doktorantowi, przy zalozeniu braku rezonanséw, przedstawi¢ wspomniane catki
wielokrotne w postaci prowadzacej wyrazenia postaci (2), czyli w postaci zmodyfikowanego rozwinigcia
Fouriera. Podrozdziat 3.5 poswiecony jest analizie rozwinie¢ asymptotycznych w sytuacji, gdy warunek
braku rezonanséw nie jest spelniony. W Twierdzeniu 13. Doktorant pokazuje, ze pewne szczegdlne sumy
calek oscylujacych zawierajacych rezonanse lacznie wciaz sa male (dla duzych w). W podrozdziale 3.6
Autor pokazuje jak w do$¢ oczywisty sposéb metody wyprowadzone dla réwnania (1) mozna zastosowac
dla rownania falowego. Ostatnia cze$é¢ trzeciego rozdziatu zawiera przyklady numeryczne.

Wada podejscia zaprezentowanego w trzecim rozdziale jest jego uzyteczno$é¢ tylko dla bardzo duzych
oscylacji. W czwartym rozdziale omawianego doktoratu prezentowane jest inne podejscie do wyjsciowego
zagadnienia - wprowadza ono krok czasowy h, ktory staje sie drugim obok czestotliwosci w parametrem
problemu. Doktadniej, w czwartym rozdziale rozwazany jest szereg Neumanna postaci Te*, ktérego
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suma zadaje lokalne w czasie przesuniecie u(t + h). Otrzymane w tym rozwinieciu calki analizowane
sa metoda Filona. Doktorant pokazuje w Twierdzeniu 14, ze dla zrédla postaci (2), gdzie wystepuja
tylko n > 1, proponowany schemat gwarantuje zbieznoéé dang przez min{h*, h2w=2,w=3}. Konicowa czeié
rozdzialu po$wiecona jest przykladom numerycznym.

Rozdzial piaty zawiera krétka liste dalszych probleméw badawczych zwigzanych z tematyka omawianego
doktoratu. Dodatek zawiera dowody Twierdzenia 11. i Lematu 9. oraz rachunki zwiazane z metoda Filona
uzyte w rozdziale czwartym.

Uwagi i opinia

Uwazam, ze omawiana praca doktorska stoi na przyzwoitym poziomie. Temat badawczy jest uzasadniony,
za$ kolejne publikacje i zawarte w nich rezultaty stanowia spdjna calos¢ rozwijajaca program badawczy.

Do samej pracy ma jednak kilka zastrzezen, o ktorych chcialbym teraz wspomnieé¢. Mam nadzieje, ze
Doktorant ustosunkuje sie do nich podczas publicznej obrony.

o We wstepie rozprawy brakuje mi rysu historycznego zagadnienia i osadzenia omawianej rozprawy w
szerszym kontekscie. Ktére prace sa w danej dziedzinie najistotniejsze? Ktore stanowily inspiracje?

e Kluczowym zalozeniem Twierdzenia 11 jest zalozenie o braku rezonanséow, ktére w ogédlnosci sa
obecne. Sytuacje z rezonansami Autor analizuje w ramach Twierdzenia 13. Brakuje mi dyskusji
jak interpretowa¢ wynik tego ostatniego twierdzenia w kontekscie rozwinie¢ asymptotycznych dla
pelnego réwnania.

e Twierdzenia aproksymacyjne udowadniane sa dla normy || - ||2. W szczegdlnosci w rozdziatach po-
$wieconych przykladom numerycznym Autor prezentuje wyniki dla wielkosci

[u(t) — a(t)]l2 (3)

dla pewnej chwili ¢, gdzie u jest jawnym rozwiazaniem zas u(t) wynikiem omawianego schematu
aproksymujacego. O ile w przypadku ewolucji unitarnych analizowanie takiej réznicy jest dobrze
uzasadnione, o tyle w przypadku ewolucji, na przyklad, dysypatywnych nie jestem przekonany dla-
czego analizowanie akurat wielkosci (3) jest tym co méwi nam co$ o uzytecznoéci danej metody.
Wyobrazmy sobie sytuacje dysypatywnej ewolucji dla ktérej ||u(0)|l2 = 1, ale juz |lu(t)||s = €2, dla
e < 1. W takiej sytuacji oszacowanie typu ||u(t) — @(t)||2 < € niewiele nam méwi o jakosci naszego
przyblizenia. Czy nie powinno sie zastapié¢ (3) przez

lu() —a@®ll:
Ta(®)]z |

e We wstepie Autor wspomina, ze prezentowane metody nadaja sie do analizy takze rownania Schrédingera.
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Niestety zaden z przykladéw numerycznych tego nie robi. W kontekscie mojej wczesniejszej uwagi
bytoby to z pewnoscia pozadane.

o Waszystkie przykiady dotycza sytuacji jednowymiarowej przestrzeni fizycznej. Czy doktorant rozwa-
zal przyklady wielowymiarowe?

e Nie jestem zwolennikiem umieszczania dowodéw twierdzen w dodatku. W szczegoélnosci dowdd istot-
nego dla rozprawy Twierdzenia 11. powinien by¢ w gtéwnym tekscie i powinien mie¢ takze wiecej
szczegblow.

e Lemat 6. zaklada, ze n; i no sa dodatnie. W dowodzie mamy jednak tylko przypadek n; = ne = 1.
Uwazam, ze w takiej sytuacji Autor powinien skomentowaé jak uogélni¢ analize tak by udowodniony
zostal lemat w pierwotnej formie.

e Doktorant nie ustrzegt si¢ drobnych btedéw natury redakcyjnej. I tak na przyklad na stronie 13. w
pierwszej linijce h oznacza funkcje a chwile dalej we wzorze (2.16) oznacza krok czasowy; ponizej
wzoru (1.4) jest mowa o ug cho¢ we wzorze ono nie wystepuje; ponizej wzoru (2.1) mowa jest
o polgrupie na przestrzeni Hilberta podczas, gdy linijke pdzniej wszystko jest juz dla przestrzeni
Banacha; na koncu wzoru (2.14) brakuje kropki, etc. W kilku miejscach widaé, ze przeniesienie
tresci artykutu naukowego do rozprawy doktorskiej prowadzi do drobnych zgrzytéw: np. uzycie
stowa "manuscript” w odniesieniu do rozprawy doktorskiej albo powtérzenie kilku argumentacji
zaréwno na poczatku rozprawy jak i w kolejnych rozdzialach. Generalnie jednak praca napisana jest
do$¢ starannie.

Konkluzja

Powyzsze uwagi nie wplywaja na moja pozytywna ocene omawianej pracy. Doktorant wykazal w niej, ze
dysponuje ogélna wiedza teoretyczna wymagana do otrzymania stopnia doktora w dyscyplinie matema-
tyka. Zaprezentowane w rozprawie i opublikowane rozwiazanie problemu badawczego pokazuje, ze potrafi
on samodzielnie prowadzi¢ prace naukows.

W zwiazku z powyzszym stwierdzam, ze przedstawiona mi do recenzji rozprawa mgr. Rafata Perczynskiego
”Computational methods for highly oscillatory partial differential equations” spelnia wymagania ustawowe
i zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim, i wnosze o dopuszczenie jej do dalszej czedci postepowania.
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