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eć, o których mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 ustawy z dnia 20 lipca
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jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury, w szczególności zagranicznej. 75

9 Informacja o osi
↪
agni

↪
eciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzuj

↪
acych nauk

↪
e 75
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1 Imiona i nazwisko

Anita Magdalena D ↪abrowska

Nazwisko panieńskie: Rezmerska

2 Posiadane dyplomy, stopnie naukowe lub artystyczne

• 2008 r. stopień doktora nauk fizycznych

Uniwersytet Miko laja Kopernika w Toruniu (UMK)

Tytu l rozprawy: Ewolucja stochastyczna obserwowanych uk ladów kwantowych

Promotor: dr hab. Przemys law Staszewski, prof. UMK

Recenzenci: prof. dr hab. Dariusz Chruściński, prof. dr hab. Karol Życzkowski

• 2000 r. tytu l magistra fizyki, specjalność: fizyka teoretyczna

Uniwersytet Miko laja Kopernika w Toruniu (UMK)

Tytu l pracy: Rola widma ci ↪ag lego w procesach przenoszenia populacji w polu silnego pro-

mieniowania laserowego

Promotor: prof. dr hab. Jaros law Zaremba

Ocena: Bardzo dobry

• 1998 r. tytu l licencjata fizyki, specjalność: fizyka teoretyczna

Tytu l pracy: Czas życia stanów wzbudzonych atomu ze wzgl ↪edu na emisj ↪e spontaniczn ↪a

Promotor: prof. dr hab. Jaros law Zaremba

Ocena: Bardzo dobry

3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych

lub artystycznych

• od 01.10.2019 adiunkt (grupa badawczo-dydaktyczna) w Zak ladzie Metod Matematycz-

nych Fizyki, Instytut Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki, Wydzia l Matematyki, Fizyki i

Informatyki, Uniwersytet Gdański,

• 20.11.2018 – 30.09.2019 starszy wyk ladowca w Zak ladzie Modelowania Matematycznego w

Naukach Biomedycznych, Katedra Podstaw Teoretycznych Nauk Biomedycznych i Infor-

matyki Medycznej, Wydzia l Farmaceutyczny, Uniwersytet Miko laja Kopernika w Toruniu

• 01.02.2012 – 19.11.2018 adiunkt w Zak ladzie Modelowania Matematycznego w Naukach

Biomedycznych, Katedra Podstaw Teoretycznych Nauk Biomedycznych i Informatyki Me-

dycznej, Wydzia l Farmaceutyczny, Uniwersytet Miko laja Kopernika w Toruniu
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• 11.2004 – 31.01.2012 asystent w Zak ladzie Modelowania Matematycznego w Naukach Bio-

medycznych, Katedra Podstaw Teoretycznych Nauk Biomedycznych i Informatyki Me-

dycznej, Wydzia l Farmaceutyczny, Uniwersytet Miko laja Kopernika w Toruniu

• 01.10.2000 – 11.2004 asystent w Zak ladzie Modelowania Matematycznego w Naukach Bio-

medycznych, Katedra Podstaw Teoretycznych Nauk Biomedycznych i Informatyki Medycz-

nej, Wydzia l Farmaceutyczny, Akademia Medyczna im. Ludwika Rydygiera w Bydgoszczy

4 Omówienie osi
↪
agni

↪
eć, o których mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 ustawy

z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyższym i nauce (Dz. U.

z 2021 r. poz. 478 z późn. zm.).

4.1 Cykl powi
↪
azanych tematycznie artyku lów naukowych, zgodnie z art. 219 ust. 1.

pkt 2b ustawy

Tytu l osi
↪
agni

↪
ecia: Równania filtracji oraz trajektorie kwantowe poza reżimem Markowa

Artyku ly wchodz
↪
ace w sk lad osi

↪
agni

↪
ecia

[H1] Anita D
↪
abrowska, Gniewomir Sarbicki, and Dariusz Chruściński. Quantum trajectories for

a system interacting with environment in a single photon state: counting and diffusive processes.

Physical Review A, 96, 053819-1-053819-11, 2017.

[H2] Anita D
↪
abrowska. From a posteriori to a priori solutions for a two-level system interacting

with a single-photon wavepacket. Journal of the Optical Society of America B, 37(4), 1240-1248,

2020.

[H3] Anita D
↪
abrowska. Photon counting probabilities of the output field for a single-photon

input. Journal of the Optical Society of America B, 40(5), 1299-1310, 2023.

[H4] Anita D
↪
abrowska, Dariusz Chruściński, Sagnik Chakraborty, and Gniewomir Sarbicki. Eter-

nally non-Markovian dynamics of a qubit interacting with a single-photon wavepacket. New

Journal of Physics, 23, 123019-1-123019-18, 2021.

[H5] Anita D
↪
abrowska, Gniewomir Sarbicki, and Dariusz Chruściński. Quantum trajectories for

a system interacting with environment in N -photon state. Journal of Physics A: Mathematical

and Theoretical, 52(10), 105303-1-105303-21, 2019.

[H6] Anita D
↪
abrowska. Quantum trajectories for environment in superposition of coherent states.

Quantum Information Processing, 18, 224-1-224-22, 2019.

[H7] Anita D
↪
abrowska, Marcin Marciniak. Stochastic approach to evolution of a quantum system

interacting with environment in squeezed number state, Quantum Information Processing, 22,

385, 2023.

Artyku ly [H1, H4, H5, H7] s ↪a pracami zbiorowymi. Artyku ly [H2, H3, H6] to prace jednoau-

torskie. Opis wk ladu poszczególnych autorów znajduje si ↪e w do l ↪aczonych do wniosku oświad-

czeniach. Opis mojego wk ladu znajduje si ↪e w za l ↪aczonym wykazie osi ↪agni ↪eć naukowych. Prace
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[H1, H5, H6] powsta ly, gdy by lam pracownikiem Uniwersytetu Miko laja Kopernika w Toruniu.

Pozosta le powsta ly po tym jak otrzyma lam zatrudnienie na Uniwersytecie Gdańskim.

4.2 Cele badawcze, wyniki i opis opartych na nich publikacji

4.2.1 Wst
↪
ep i motywacja badań

Teoria filtracji wykorzystuje narz ↪edzia rachunku prawdopodobieństwa do estymacji procesów

stochastycznych. Rozważamy w niej nast ↪epuj ↪acy problem. Wyobraźmy sobie pewien proces sto-

chastyczny {Xt; t ∈ T}, T = R+, którego nie możemy mierzyć bezpośrednio. Zamiast niego mie-

rzymy pewien inny proces {Yt; t ∈ T} powi ↪azany z procesem wyj́sciowym {Xt; t ∈ T}. Problem

filtracji polega na estymacji procesu X na podstawie pomiaru Y przy zak ladanym kryterium

optymalizacji. Oznacza to dok ladniej, że dysponuj ↪ac wynikami dla {Ys; s ≤ t} chcemy estymować

Xt. Najcz ↪estszym kryterium optymalizacji jest minimalizacja b l ↪edu średniokwadratowego [1,2].

Z punktu widzenia fizyki, teoria filtracji jest zbiorem metod estymacji stanu uk ladu dynamicz-

nego na podstawie jego w laściwości stochastycznych. Klasyczna teoria filtracji jest stosowana

mi ↪edzy innymi w inżynierii i matematyce finansowej.

Kwantowa teoria filtracji [3–10], sformu lowana w latach osiedziesi ↪atych ubieg lego wieku w

ramach kwantowego rachunku stochastycznego Itô [11, 12], dostarcza opisu ewolucji otwartego

uk ladu kwantowego warunkowanej wynikami ci ↪ag lej w czasie obserwacji otoczenia tego uk ladu.

Rozpatrujemy w niej uk lad kwantowy oddzia luj ↪acy z otoczeniem b ↪ed ↪acym zwykle polem bozo-

nowym (biegn ↪acym polem elektromagnetycznym). Sformu lowano także wersj ↪e kwantowej teorii

filtracji dla otoczenia fermionowego [13–15], ale nie by la ona jak dot ↪ad przedmiotem moich badań

i dlatego nie b ↪ed ↪e jej omawiać. Model kwantowej filtracji wygodnie jest przedstawić odwo luj ↪ac

si ↪e do formalizmu pola wej́sciowego i wyj́sciowego [16, 17], czyli pola przed i po oddzia lywa-

niu z uk ladem kwantowym. Pole bozonowe zaburza ewolucj ↪e swobodn ↪a uk ladu kwantowego, ale

jednocześnie pomiar pola wyj́sciowego dostarcza nam informacji o uk ladzie. Ewolucj ↪e zależn ↪a

od wyników pomiaru określa si ↪e jako warunkow ↪a. Z pomiarem prowadzonym w czasie możemy

zwi ↪azać pewien proces stochastyczny. Należy zaznaczyć, że kwantowa teoria filtracji zosta la

sformu lowana w ramach przybliżeń, które pozwalaj ↪a opisać pomiar pola wyj́sciowego poprzez

rodzin ↪e operatorów, dla których istnieje wspólna miara spektralna.

Ewolucj ↪e otwartego uk ladu kwantowego warunkowan ↪a wynikami ci ↪ag lego w czasie pomiaru

pola wyj́sciowego opisuje równanie różniczkowe nazywane równaniem filtracji lub stochastycznym

równaniem master. Ogólna postać tego równania zależy od rodzaju pomiaru (wyboru obserwa-

bli pola) oraz stanu pola wej́sciowego. Rozwi ↪azania tego równania nazywane s ↪a trajektoriami

kwantowymi.

W wielu przypadkach stochastyczne równanie master zachowuje czystość stanu, czyli stan

czysty przekszta lca w stan czysty. W takiej sytuacji równanie dla operatora g ↪estości można

zast ↪apić równaniem dla warunkowego wektora stanu. Ewolucja uk ladu opisana jest wówczas

przez równanie nazywane stochastycznym równaniem Schrödingera, które jest postaw ↪a algo-

rytmu Monte Carlo [18, 19]. Wyznaczaj ↪ac średni ↪a po wszystkich możliwych realizacjach rozwa-

żanego procesu stochastycznego, przechodzimy do ewolucji bezwarunkowej uk ladu otwartego,

opisanej przez zredukowany operator g ↪estości, który dla pola wej́sciowego w stanie gaussowskim
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spe lnia równanie master Goriniego-Kossakowskiego-Sudarshana-Lindblada (GKSL) [20, 21]. W

tym przypadku ewolucja uk ladu otwartego jest ewolucj ↪a markowsk ↪a [22]. Należy zaznaczyć,

że nie każde stochastyczne równanie master jest równaniem filtracji. Równań stochastycznych

używa si ↪e także do rozwi ↪azania równania master bez kontekstu zwi ↪azanego z pomiarem. Me-

tody stochastyczne mog ↪a s lużyć nie tylko do rozwi ↪azywania równania master, które w ogólnym

przypadku nie zachowuje stanu czystego, ale pozwalaj ↪a nam lepiej zrozumieć ewolucj ↪e uk ladu

otwartego, a także dostarczaj ↪a narz ↪edzi umożliwiaj ↪acych efektywne wyznaczanie w lasności pola

wyj́sciowego. S ↪a także punktem wyj́scia modelu sterowania uk ladem kwantowym [10,23].

Pierwotnie kwantowy odpowiednik klasycznej teorii filtracji stworzono dla pól w stanach

gaussowskich. W podstawowej wersji modelu przyjmuje si ↪e, że pole wej́sciowe znajduje si ↪e w

stanie próżni. Rozwój technik wytwarzania pakietów falowych w stanach nieklasycznych ta-

kich jak superpozycja stanów koherentnych [24–26], stany o ustalonej liczbie fotonów, ścísni ↪ete

stany N -fotonowe [27–35], oraz rosn ↪acy obszar zastosowań takich stanów, przynios ly potrzeb ↪e

stworzenia narz ↪edzi stochastycznych pozwalaj ↪acych opisać oddzia lywanie uk ladu kwantowego ze

świat lem nieklasycznym. Zaznaczmy, że mówimy tutaj o nieklasycznych stanach pola ci ↪ag lomo-

dowego [36–40]. Korelacje czasowe pola wej́sciowego sprawiaj ↪a, że w tym przypadku zredukowana

ewolucja uk ladu otwartego nie jest opisana równaniem master GKSL. W pracach [41–47] można

znaleźć uogólnione równania master dla otwartych uk ladów kwantowych wzbudzanych przez pa-

kiet falowy w stanie jednofotonowym lub N -fotonowym. W przypadku, gdy uk lad oddzia luje z

polem w stanie N -fotonowym, ewolucja uk ladu nie jest opisana przez jedno równanie master, ale

przez uk lad sprz ↪eżonych równań różniczkowych. Wyprowadzenie ogólnej postaci uk ladu sprz ↪e-

żonych równań master określaj ↪acych ewolucj ↪e zredukowan ↪a uk ladu kwantowego oddzia luj ↪acego

z polem w stanie N -fotonowym podano w [46].

Metod wyznaczania ewolucji stochastycznej dla pola wej́sciowego w stanach gaussowskich,

nie można bezpośrednio zastosować do określenia równań stochastycznych dla pól nieklasycz-

nych. Analiz ↪e stochastyczn ↪a dla uk ladu otwartego oddzia luj ↪acego z polem w stanie nieklasycz-

nym można znaleźć w pracach [48–60], a także w [H1-H3, H5-H7, P2]. Pierwsza historycznie

metoda wyznaczania równań filtracji dla pola w stanie nieklasycznym polega na rozszerzeniu

przestrzeni Hilberta w laściwego uk ladu kwantowego o przestrzeń Hilberta uk ladu dodatkowego

(pomocniczego), który wraz z polem wej́sciowym w stanie klasycznym pe lni rol ↪e generatora pola

bozonowego w wybranym stanie [9, 53, 61–64]. Mówimy wówczas, że uk lad w laściwy po l ↪aczony

jest kaskadowo z uk ladem pomocniczym [61]. Pole wej́sciowe dla uk ladu pomocniczego jest polem

w stanie klasycznym. Pole po oddzia lywaniu z uk ladem pomocniczym jest polem wej́sciowym dla

uk ladu w laściwego. Zak lada si ↪e, że w chwili rozpocz ↪ecia oddzia lywania nie ma korelacji mi ↪edzy

uk ladem w laściwym i pomocniczym. W pierwszej kolejności wyznacza si ↪e stochastyczne rów-

nanie master dla uk ladu z lożonego z uk ladów w laściwego oraz pomocniczego, nast ↪epnie bierze

si ↪e ślad cz ↪eściowy po uk ladzie pomocniczym eliminuj ↪ac z opisu stopnie swobody tego uk ladu.

Korzystaj ↪ac z tej metody wyznaczono w pracy [48] uk lad sprz ↪eżonych równań stochastycznych

określaj ↪acych ewolucj ↪e warunkow ↪a dla uk ladu kwantowego oddzia luj ↪acego ze świat lem w stanie

jednofotonowym. W [52] otrzymano, w podobny sposób, równania filtracji dla świat la w stanie

wielofotonowym. Wspomniana metoda wyznaczenia równań filtracji ma jednak pewne wady i

ograniczenia. Należy zaznaczyć, że zaproponowany model generowania pola nieklasycznego po-
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przez uk lad pomocniczy nie może być traktowany dos lownie jako przepis na przeprowadzenie

eksperymentu. Jest to pewien zabieg matematyczny pozwalaj ↪acy wyznaczyć trajektorie kwan-

towe dla pól nieklasycznych. W zależności od z lożoności stanu nieklasycznego, zdefiniowanie

odpowiedniego uk ladu pomocniczego może być bardzo trudne. Inn ↪a koncepcj ↪e zastosowano w

pracach [49,51,55]. Tutaj przestrzeń Hilberta w laściwego uk ladu kwantowego rozszerzono o prze-

strzeń Hilberta uk ladu pomocniczego w taki sposób, że dla uk ladu kwantowego otrzymuje si ↪e

zak ladan ↪a ewolucj ↪e niemarkowsk ↪a, st ↪ad nazwa metody – niemarkowskie osadzenie (ang. non-

Markovian embedding ). W tej metodzie uk lad pomocniczy oraz pole bozonowe w chwili pocz ↪at-

kowej znajduj ↪a si ↪e w stanie spl ↪atanym. W ten sposób wyznaczono równania filtracji dla pola

bozonowego w stanach jednofotonowym, superpozycji stanów koherentnych oraz stanu wielofoto-

nowego. W roku 2017 ukaza la si ↪e praca [57], której autorzy wyznaczyli uk lad równań filtracji dla

pola w stanie N -fotonowym używaj ↪ac metody opartej o rozk lad czasowy stanu pola wej́sciowego.

W podobny sposób otrzymano uk lad równań stochastycznych master dla uk ladu oddzia luj ↪acego

z polem w ścísni ↪etym stanie N -fotonowym w pracy [60].

Ewolucja uk ladów otwartych oddzia luj ↪acych z pakietem falowym w stanie nieklasycznym

jest dość skomplikowana. Wyprowadzenia podane w pracach [48, 49, 51, 52, 55] odwo luj ↪a si ↪e do

narz ↪edzi matematycznych, które nie s ↪a szeroko znane wśród fizyków. Zrozumienie metod za-

stosowanych w cytowanych pracach wymaga od czytelnika znajomości kwantowego rachunku

stochastycznego Itô. Zw laszcza prace [49, 51] maj ↪a bardzo formalny i nieintuicyjny charakter.

Użycie rozwi ↪azań opartych o uk lady pomocnicze utrudnia zrozumienie trajektorii kwantowych i

wyznaczenie ogólnej postaci rozwi ↪azań równań filtracji.

Moj
↪
a motywacj

↪
a do napisania prac [H1-H3, H6-H7] by la ch ↪eć otrzymania bardziej podstawo-

wej niż zaproponowane wcześniej metody wyznaczania stochastycznej ewolucji uk ladu kwanto-

wego oddzia luj ↪acego z polem w stanie nieklasycznym, pokazuj ↪acej struktur ↪e spl ↪atania otoczenia

z uk ladem. Moim celem by la także popularyzacja narz ↪edzi stochastycznych, które pozwalaj ↪a

efektywnie wyznaczać ewolucj ↪e uk ladów kwantowych oddzia luj ↪acych z polem w stanie niekla-

sycznym oraz analizować w lasności pól wyj́sciowych. Motywacj ↪a do napisania pracy [H5] by la

ch ↪eć przestawienia ogólnej analizy niemarkowskiego charakteru ewolucji atomu dwupoziomowego

oddzia luj ↪acego z polem jednofotonowym.

W pracach [H1-H3, H5-H7], sk ladaj ↪acych si ↪e na osi ↪agni ↪ecie habilitacyjne, wyznaczono ewo-

lucj ↪e stochastyczn ↪a otwartego uk ladu kwantowego oddzia luj ↪acego z polem w stanie nieklasycz-

nym w oparciu o model powtarzaj ↪acych si ↪e oddzia lywań, nazywany także modelem zderzenio-

wym [65–87]. O procedurze dyskretyzacji czasu prowadz ↪acej do modelu zderzeń w optyce kwan-

towej, jej zwi ↪azku z formalizmem pola wej́sciowego i wyj́sciowego oraz przybliżeniach fizycznych

modelu, można przeczytać mi ↪edzy innymi w [71, 74, 80–82]. W modelu zderzeniowym otoczenie

przybliżane jest poprzez pewien ci ↪ag poduk ladów. W przypadku, gdy poduk lady otoczenia s ↪a

pocz ↪atkowo nieskorelowane, nie oddzia luj ↪a ze sob ↪a a z uk ladem kwantowym oddzia luj ↪a tylko

raz, model powtarzaj ↪acych si ↪e oddzia lywań prowadzi do markowskiej dynamiki i pozwala na

otrzymanie z dowoln ↪a dok ladności ↪a ewolucji rz ↪adzonej przez równanie master GKSL [88]. Sfor-

mu lowanie dyskretnego rachunku stochastycznego i opis dyskretnych trajektorii kwantowych dla

pola wej́sciowego w stanach gaussowskich można znaleźć w [7,66,67,69,74,84–87].

Ewolucja uk ladu kwantowego oddzia luj ↪acego z polem przygotowanym w stanie nieklasycz-
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nym jest niemarkowska ze wzgl ↪edu na korelacje czasowe pola wej́sciowego. Wp lyw takich kore-

lacji na ewolucj ↪e uk ladów otwartych by l analizowany z użyciem modelu zderzeń mi ↪edzy innymi

w [73,76–79]. Niemarkowsk ↪a ewolucj ↪e uk ladu otwartego otrzymamy także, gdy za lożymy, że po-

duk lady otoczenia oddzia luj ↪a ze sob ↪a lub gdy pozwolimy by oddzia lywa ly z uk ladem wi ↪ecej niż

raz, a także w przypadku, gdy w chwili pocz ↪atkowej uk lad b ↪edzie skorelowany z otoczeniem.

Poniższy referat zawiera krótkie wprowadzenie do kwantowej teorii filtracji w przypadku,

gdy pole wej́sciowe jest w stanie próżni, przedstawienie przybliżeń oraz ogólny wst ↪ep do modelu

zderzeń w optyce kwantowej. Tych rozdzia lów nie można jednak traktować jako wyczerpuj ↪acych

opracowań przedstawianych tematów.

4.2.2 Podsumowanie otrzymanych wyników

W pracach [H1-H4, H6-H7], sk ladaj ↪acych si ↪e na osi ↪agni ↪ecie habilitacyjne, zaproponowano me-

tod ↪e wyznaczania równań filtracji i trajektorii kwantowych dla pól nieklasycznych opart ↪a o

model powtarzaj ↪acych si ↪e oddzia lywań i pomiarów. Przedstawiony sposób wyznaczania ewolucji

uk ladu otwartego jest prostszy i bardziej intuicyjny od przedstawionych przez innych autorów.

Podej́scie z dyskretnym czasem u latwia zrozumienie w lasności stanów nieklasycznych, procesów

zachodz ↪acych w czasie oddzia lywania uk ladu otwartego z polem nieklasycznym, a także tego w

jaki sposób wyznaczane s ↪a trajektorie kwantowe i równania filtracji powi ↪azane z pomiarem.

W publikacjach [H1-H3, H5-H7] ci ↪ag l ↪a w czasie ewolucj ↪e uk ladu kwantowego otrzymano z dy-

namiki generowanej przez dyskretn ↪a w czasie sekwencj ↪e (s labych) oddzia lywań (zderzeń) uk ladu

kwantowego z uk ladami tworz ↪acymi jego otoczenie, które zdefiniowane jest jako  lańcuch kubi-

tów lub oscylatorów harmonicznych przygotowanych w stanie spl ↪atanym, b ↪ed ↪acym dyskretnym

odpowiednikiem wybranego stanu ci ↪ag lomodowego pola wej́sciowego. Za lożono, że po każdej in-

terakcji wykonywany jest pomiar na elemencie otoczenia, który oddzia lywa l z interesuj ↪acym nas

uk ladem. Sekwencja pomiarów przeprowadzanych na elementach otoczenia prowadzi do dyskret-

nej w czasie ewolucji stochastycznej uk ladu otwartego. W chwili pocz ↪atkowej nie ma korelacji

mi ↪edzy uk ladem a otoczeniem.

Zasadniczym elementem każdego wyprowadzenia jest dyskusja dotycz ↪aca w lasności stanu

pola wej́sciowego. Źród lem trudności z wyznaczeniem równań określaj ↪acych ewolucj ↪e uk ladu

otwartego jest spl ↪atanie poduk ladów otoczenia. W pracach [H1-H4, H6-H7] problem ewolucji

warunkowej zdefiniowano na przestrzeni Hilberta obejmuj ↪acej stany uk ladu otwartego oraz pola

wej́sciowego. Gdy śledzimy wyniki pomiarów pola wyj́sciowego, uk lad z lożony z uk ladu w la-

ściwego oraz pola wej́sciowego pozostaje w stanie czystym. Jednak, inaczej niż w przypadku

pól gaussowskich, stan warunkowy nie jest stanem separowanym, ale stanem spl ↪atanym uk ladu i

pola wej́sciowego. W pracach wyznaczono ogólne formu ly dla stanu a posteriori uk ladu oraz pola

wej́sciowego. Pokazano w jaki sposób stan ten można roz lożyć na sum ↪e sk ladników przedstawia-

j ↪acych alternatywne równolegle realizuj ↪ace si ↪e w doświadczeniu scenariusze. Zaproponowane w

pracach podej́scie, różni ↪ace si ↪e od wcześniejszych, pozwala uprościć problem wyznaczenia ewo-

lucji warunkowej uk ladu otwartego. Zamiast formu lować go za pomoc ↪a równań macierzonych,

można użyć równań wektorych. W pracach wyprowadzono uk lady sprz ↪eżonych równań dla wek-

torów warunkowych powi ↪azanych z losowymi wynikami pomiarów. W przypadku, gdy otocze-
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niem jest pole znajduj ↪ace si ↪e w stanie N -fotonowym otrzymujemy uk lad (N + 1)2 sprz ↪eżonych

rownań dla operatorów warunkowych i tylko N + 1 równań dla wektorów.

Wychodz ↪ac od modelu dyskretnego otrzymano ostatecznie formu ly dla ewolucji uk ladu wa-

runkowanej wynikami ci ↪ag lej w czasie obserwacji pola wyj́sciowego. W pracach rozważano dwa

typy pomiaru: pomiar zliczaj ↪acy fotony oraz pomiar kwadratur optycznych. Model powtarzaj ↪a-

cych si ↪e oddzia lywań i pomiarów pozwoli l w pracach [H1-H3, H5-H7] nie tylko na wyprowadzenie

równań opisuj ↪acych warunkow ↪a i bezwarunkow ↪a ewolucj ↪e uk ladu, ale także na otrzymanie ogól-

nej struktury analitycznych rozwi ↪azań dla powi ↪azanych z pomiarem trajektorii kwantowych. W

pracach obok formu l dla trajektorii podana zosta la także ich interpretacja fizyczna. Wyzna-

czone formu ly analityczne pozwalaj ↪a otrzymać statystyk ↪e zliczeń fotonów pola wyj́sciowego a

także podać analityczne rozwi ↪azania uogólnionego równania master.

W pracach [H1-H4] rozważono oddzia lywanie uk ladu kwantowego z polem w stanie jedno-

fotonowym. W oparciu o model zderzeń, w pracy [H1] wyznaczono uk lady sprz ↪eżonych równań

filtracji dla pola bozonowego w stanie jednofotonowym dla dwóch typów obserwacji pola wyj-

ściowego. W pracy rozważono obserwacj ↪e licz ↪ac ↪a, w której bezpośrednio zliczane s ↪a fotony pola

wej́sciowego oraz obserwacj ↪e kwadratury optycznej pola. Pole rezerwuaru modelowane jest przez

nieskończony ci ↪ag kubitów. Praca zawiera formu ly dla trajektorii kwantowych powi ↪azanych z

detekcj ↪a fotonów pola wyj́sciowego. Zauważmy, że w ogólnym przypadku mamy nieskończenie

wiele scenariuszy zliczeń fotonów w polu wyj́sciowym. W pracy podano ogólne formu ly dla g ↪e-

stości prawdopodobieństwa zliczenia m fotonów w polu wyj́sciowym w chwilach t1, t2, . . . , tm

takich, że 0 < t1 < t2 < . . . < tm < t i żadnych innych fotonów w przedziale od 0 do t oraz

przepis na prawdopobieństwo braku zliczenia do danej chwili. Praca zawiera także formu ly na

warunkowe wartości średnie przyrostów procesów stochastycznych dla obserwacji licz ↪acej i dyfu-

zyjnej. Otrzymane wyniki można zastosować do różnych uk ladów kwantowych, takich jak atomy,

jony, wn ↪eki rezonansowe.

Wyniki pracy [H1] pos luży ly w publikacji [H2] do wyznaczenia ewolucji warunkowej i bez-

warunkowej atomu dwupoziomowego oddzia luj ↪acego z jednokierunkowym polem w stanie jed-

nofotonowym. W pracy wyznaczono ogóln ↪a postać stanu a priori atomu dwupoziomowego, dla

dowolnego stanu pocz ↪atkowego atomu oraz dowolnego profilu czasowego pola jednofotonowego,

poprzez uśrednienie trajektorii kwantowych dla obserwacji zliczaj ↪acej. Wykorzystuj ↪ac formu ly

dla trajektorii kwantowych otrzymano statystyk ↪e zliczeń fotonów w polu wyj́sciowym. Podano

ogóln ↪a postać dodatnio określonej miary powi ↪azanej ze zliczeniami fotonów. Otrzymano formu ly

dla prawdopodobieństwa detekcji ustalonej liczby fotonów do danej chwili, średniej liczby zliczeń

do danej chwili, średnich czasów zliczeń fotonów, a także parameteru Mandela.

W pracy [H3] użyto modelu zdarzeń do opisania oddzia lywania uk ladu otwartego z dwu-

kierunkowym polem elektromagnetycznym. Za lożono, że w jednym kierunku pole przygotowane

jest w stanie jednofotonowym, w drugim w stanie próżni. Otoczenie uk ladu modelowane jest

przez dwa ci ↪agi kubitów. W suplemencie do pracy podano wyprowadzenie uk ladu równań filtra-

cji dla ci ↪ag lej obserwacji licz ↪acej pola dwukierunkowego, czyli rozważono dwuwymiarowy proces

licz ↪acy. Praca zawiera wyprowadzenie ogólnych formu l dla wektorów warunkowych powi ↪azanych

ze zliczeniami fotonów przez dwa detektory. Otrzymane wyniki pozwalaj ↪a określić stan pola

wyj́sciowego dla dowolnego uk ladu otwartego. W pracy otrzymano formu ly na prawdopodobień-
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stwa zliczeń fotonów w polu wyj́sciowym. St ↪ad wyznaczono prawdopodobieństwa rozproszenia

pakietu falowego, odbicia i transmisji.

Jako przyk lad zastosowania otrzymanych wyników opisano rozproszenie impulsu jednofoto-

nowego na atomie dwupoziomowym. Praca zawiera formu ly analityczne dla dowolnego stanu

pocz ↪atkowego atomu i dowolnego profilu czasowego fotonu. Szczegó lowo opisano w niej wyniki

dla fotonu o wyk ladniczo malej ↪acym profilu. Interesuj ↪acy jest wp lyw interferencji destruktyw-

nej i konstruktywnej nierozróżnialnych fotonów na proces rozproszenia. W pracy pokazano, że

kluczowa w procesie rozprasznia jest relacja mi ↪edzy średnim czasem życia stanu wzbudzonego

atomu i szerokości ↪a impulsu.

Praca [H4] poświ ↪econa jest analizie niemarkowskiego charakteru ewolucji uk ladu dwupozio-

mowego (kubitu) oddzia luj ↪acego z polem dwukierunkowym; w jednym kierunku pole wej́sciowe

przygotowane jest w stanie jednofotonowym, a w drugim znajduje si ↪e w stanie próżni. Zreduko-

wana ewolucja kubitu jest wówczas reprezentowana przez hierarchiczny uk lad równań master.

Za wszystkie niemarkowskie efekty pami ↪eciowe dynamiki kubitu odpowiedzialne s ↪a w tym przy-

padku korelacje czasowe pola. W pracy podano analityczne rozwi ↪azanie hierarchnego uk ladu

równań dla dowolnego stanu pocz ↪atkowego kubitu oraz dla dowolnego profilu czasowego stanu

fotonu i wykorzystano je do wykazania, że uk lad tych równań jest równoważny jednemu lokal-

nemu w czasie równaniu master. W pracy wyznaczono zależne od czasu wspó lczynniki definiuj ↪ace

procesy t lumienia (ch lodzenia), pompowania i odfazowania. Wspó lczynniki te s ↪a w pe lni scha-

rakteryzowane przez profil czasowy pakietu falowego. Bezpośredni ↪a konsekwencj ↪a tej analizy jest

obserwacja, że w ogólności odwzorowanie dynamiczne rz ↪adz ↪ace ewolucj ↪a kubitu nie jest odwra-

calne, co implikuje wyst ↪epowanie osobliwości wspó lczynników, które definiuj ↪a lokalne w czasie

równanie master. Wykazano, że w przypadku rezonansu, gdy generator ewolucji lokalnej w cza-

sie jest regularny (nie wykazuje osobliwości), ewolucja kubitu nigdy nie doświadcza zjawiska

”
cofania si ↪e informacji”. Jednak w ogólnym przypadku, generator może być wysoce osobliwy, co

prowadzi do skomplikowanych efektów niemarkowskich.

W artykule [H5] uogólniono wyniki pracy [H1] poprzez rozważenie pola wej́sciowego w sta-

nie N -fotonowym. Taki stan nazywany jest także stanem Focka. W pracy wyprowadzono uk lad

równań filtracji dla uk ladu kwantowego oddzia luj ↪acego z otoczeniem przygotowanym w ci ↪ag lo-

modowym stanie N -fotonowym. Rozważano tutaj jednokierunkowe pole wej́sciowe z fotonami

o takich samych profilach czasowych. Aby określić stochastyczn ↪a ewolucj ↪e uk ladu kwantowego

warunkowan ↪a wynikami ci ↪ag lych w czasie pomiarów pola wyj́sciowego użyto modelu powtarza-

j ↪acych si ↪e oddzia lywań i pomiarów z otoczeniem zdefiniowanym jako nieskończony  lańcuch oscy-

latorów harmonicznych. Za lożono, że oscylatory harmoniczne otoczenia nie oddzia luj ↪a ze sob ↪a

i s ↪a przygotowane w stanie spl ↪atanym, b ↪ed ↪acym dyskretnym odpowiednikiem ci ↪ag lomodowego

stanu N -fotonowego. Ci ↪ag la w czasie ewolucja warunkowa uk ladu kwantowego dla obserwacji

zliczaj ↪acej fotony zosta la wyznaczona poprzez wyprowadzenie w pierwszej kolejności dyskret-

nych w czasie równań rekurencyjnych dla N + 1 wektorów warunkowych. Nast ↪epnie otrzymano

uk lad rekurencyjnych równań filtracji dla operatorów uk ladu zależnych od wyników obserwacji,

by ostatecznie przej́sć do ewolucji stochastycznej z czasem ci ↪ag lym.

W artykule zaprezentowano także rozwi ↪azania uk ladu równań stochastycznych. Wyznaczone

trajektorie kwantowe wykorzystano do otrzymania analitycznych formu l określaj ↪acych staty-

9



styk ↪e zliczeń fotonów w polu wyj́sciowym oraz podania rozwi ↪azania uk ladu sprz ↪eżonych równań

master. Formu ly dla trajektorii kwantowych w przypadku ci ↪ag lym s ↪a reprezentowane przez za-

proponowan ↪a w pracy technik ↪e diagramow ↪a z bardzo przejrzystymi
”
zasadami Feynmana”. Ta

technika znacznie upraszcza opisanie struktury rozwi ↪azań równań filtracji, a także u latwia poda-

nie fizycznej interpretacji trajektorii kwantowych poprzez użycie kilku elementarnych procesów.

Warto zaznaczyć, że wyniki zaprezentowane w pracy maj ↪a charakter ogólny i mog ↪a być zasto-

sowane do różnych uk ladów otwartych.

W pracy [H6] wyznaczono uk lad równań filtracji opisuj ↪acych ewolucj ↪e warunkow ↪a otwartego

uk ladu kwantowego oddzia luj ↪acego z polem przygotowanym w superpozycji stanów koherent-

nych. Przedstawiono rozwi ↪azania dla dwóch schematów pomiarowych pola wyj́sciowego: zlicza-

nia fotonów i detekcji homodynowej. Rozważono model zderzeń z otoczeniem reprezentowanym

przez nieskończony  lańcuch kubitów. Za lożono, że kubity otoczenia nie oddzia luj ↪a ze sob ↪a i s ↪a

przygotowane w stanie spl ↪atanym, b ↪ed ↪acym dyskretnym odpowiednikiem superpozycji ci ↪ag lo-

modowych stanów koherentnych. Ze wzgl ↪edu na nieklasyczne korelacje czasowe pola wej́sciowego

ewolucja otwartego uk ladu kwantowego staje si ↪e niemarkowska. Wychodz ↪ac od opisu problemu

w czasie dyskretnym, uzyskano uk lady stochastycznych sprz ↪eżonych równań rekurencyjnych, a

nast ↪epnie otrzymano różniczkowe równania fitracji dla ci ↪ag lej obserwacji pola. Jako przyk lad

zastosowania wyprowadzonych równań rozważono ewolucj ↪e warunkow ↪a pola we wn ↪ece rezonan-

sowej. Za lożono, że pole wn ↪eki w chwili pocz ↪atkowej przygotowane jest w stanie koherentnym.

W pracy przedstawiono formu ly dla warunkowego stanu pola we wn ↪ece, zarówno dla obserwacji

licz ↪acej jak i dyfuzujnej.

W pracy [H7] wyznaczono uk lady równań filtracji i równań master dla uk ladu kwantowego

oddzia luj ↪acego z biegn ↪acym polem elektromagnetycznym w ścísni ↪etym stanie N -fotonowym.

Problem warunkowej ewolucji uk ladu kwantowego zosta l sformu lowany tutaj przy użyciu mo-

delu powtarzaj ↪acych si ↪e oddzia lywań i pomiarów. Uk lad kwantowy podlega sekwencji interakcji z

otoczeniem zdefiniowanym jako  lańcuch oscylatorów harmonicznych. Za lożono, że otoczenie jest

przygotowane w stanie spl ↪atanym, który jest dyskretnym odpowiednikiem ci ↪ag lomodowego ści-

śni ↪etego stanu N -fotonowego. W pracy przedstawiono wyprowadzenie dyskretnej stochastycznej

ewolucji uk ladu, która zależy od wyników pomiarów pola wyj́sciowego. Stochastyczna dynamika

zosta la wyznaczona dla pomiaru licz ↪acego. Poprzez przej́scie do granicy czasu ci ↪ag lego, osta-

tecznie otrzymano uk lad różniczkowych równań filtracji. Należy podkreślić, że w tym przypadku

stochastyczna ewolucja uk ladu jest opisana przez uk lad nieskończenie wielu sprz
↪
eżonych rów-

nań. Praca zawiera ogólne rozwi ↪azanie tego uk ladu dla dowolnego uk ladu otwartego. W pracy

podano wzory analityczne dla trajektorii kwantowych oraz g ↪estości prawdopodobieństw zliczeń

fotonów, które w pe lni charakteryzuj ↪a statystyk ↪e fotonów w polu wyj́sciowym.

Korzystaj ↪ac z narz ↪edzi stochastycznych, w pracy [H7] rozwi ↪azano problem optymalnego

wzbudzenia oscylatora harmonicznego (pola we wn ↪ece rezonanowej) przez biegn ↪ace pole w ści-

śni ↪etym stanie N -fotonowym. Za lożono, że oscylator w chwili pocz ↪atkowej znajduje si ↪e w sta-

nie próżni. W pracy podano warunek perfekcyjnego przeniesienia fotonów pola wej́sciowego do

wn ↪eki.
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4.2.3 Wprowadzenie

Markowska i niemarkowska dynamika otwartych uk ladów kwantowych

Teoria otwartych uk ladów kwantowych zajmuje si ↪e opisem ewolucji uk ladu kwantowego oddzia-

 luj ↪acego z jego otoczeniem. Oddzia lywanie z otoczeniem jest powodem dekoherencji, dyssypacji

energii i emisji spontanicznej. Analizuj ↪ac oddzia lywanie z otoczeniem zak lada si ↪e zwykle, że ewo-

lucja uk ladu z lożonego z uk ladu kwantowego i jego otoczenia jest unitarna i w chwili pocz ↪atkowej

uk lady nie s ↪a skorelowane. W tym przypadku zredukowany operator g ↪estości uk ladu w chwili t

określony jest poprzez

ϱ(t) = Φtϱ(0) := TrE{U(t)ϱ(0)⊗ η(0)U †(t)}, (1)

gdzie U(t) jest operatorem unitarnym określaj ↪acym ewolucj ↪e uk ladu z lożonego, ϱ(0) oraz η(0)

reprezentuj ↪a, odpowiednio, stan pocz ↪atkowy uk ladu i jego otoczenia. Niech stan pocz ↪atkowy

otoczenia η(0) b ↪edzie ustalony. Dla danego t ≥ 0 powyższe równanie definiuje odwzorowanie

liniowe

Φt : T (H)→ T (H), (2)

na przestrzeni T (H) stanów uk ladu dla przestrzeni Hilberta H, czyli odwzorowanie Φt prze-

kszta lca dowolny stan pocz ↪atkowy uk ladu w stan uk ladu w chwili t

ϱ(0)→ ϱ(t) = Φtϱ(0). (3)

Jednoparametrow ↪a rodzin ↪e {Φt; t ≥ 0} nazywamy kwantowym odwzorowaniem dynamicznym.

Odwzorowanie dynamiczne zachowuje ślad i hermitowskość operatorów. Jest ono dodatnie, czyli

dowolny operator dodatni odwzorowuje w operator dodatni. Ważn ↪a cech ↪a odwzorowania dyna-

micznego jest to, że jest ono nie tylko dodatnie, ale jest także kompletnie dodatnie. Zachodz ↪aca

dla dowolnych t, s ≥ 0 w lasność

Φt ◦ Φs = Φt+s (4)

określa struktur ↪e pó lgrupy. Odwzorowanie dynamiczne maj ↪ace w lasność pó lgrupy posiada gene-

rator L taki, że

Φt = exp[Lt]. (5)

W tym przypadku dla zredukowanego operatora g ↪estości uk ladu otwartego otrzymujemy rów-

nanie

ϱ̇(t) = Lϱ(t). (6)

Jak pokazano w [20,21], najbardziej ogólna postać generatora pó lgrupy dynamicznej ma postać

Lϱ = −i[HS , ϱ] +
∑
k

γk

(
RkϱR

†
k −

1

2
R†

kRkϱ−
1

2
ϱR†

kRk

)
, (7)

gdzie HS jest operatorem samosprz ↪eżonym reprezentuj ↪acym Hamiltonian uk ladu kwantowego,

Rk s ↪a operatorami uk ladu, nazywanymi cz ↪esto operatorami Lindblada, γk ≥ 0, ∀k. Równanie (6)

z generatorem (7) nosi nazw ↪e równania master Goriniego-Kossakowskiego-Sudarshana-Lindblada
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(GKSL). Otrzymanie równania postaci (6) dla ewolucji zredukowanej uk ladu wymaga wpro-

wadzenia szeregu przybliżeń [8]. Jedno z najważniejszych z nich jest nazywane przybliżeniem

Markowa. Gdy odwzorowanie dynamiczne jest różniczkowalne, wówczas stan zredukowany ϱ(t)

spe lnia lokalne w czasie równanie
˙ϱ(t) = Ltϱ(t) (8)

z zależnym od czasu generatorem Lt. Gdy {Φt, t ≥ 0} jest odwracalne, wówczas Lt = Φ̇t ◦ Φ−1
t .

W przypadku, gdy odwzorowanie jest nieodwracalne w chwili t = τ , wówczas Φt w chwili τ jest

osobliwe. Dowolny lokalny w czasie generator Lt ma struktur ↪e (7), ale zarówno hamiltonian efek-

tywny HS , operatory Rk, jak i γk mog ↪a zależeć od czasu. Generator Lt wyznacza odwzorowanie

dynamiczne

Φt =
←−
T exp

[∫ t

0
Lsds

]
, (9)

gdzie
←−
T oznacza operator porz ↪adku czasowego. Warto tutaj podkreślić, że w przypadku, gdy Lt

jest zależny od czasu, wspó lczynniki γk nie musz ↪a być nieujemne.

Odwzorowanie dynamiczne {Φt; t ≥ 0} nazywamy podzielnym, jeśli dla dowolnego t ≥ s

zachodzi

Φt = Vt,s ◦ Φs, (10)

gdzie Vt,s jest kompletnie dodatnim propagatorem. Jeśli Φt jest odwracalne, wówczas

Vt,s = Φt ◦ Φ−1
s , (11)

Zatem dowolne odwracalne odwzorowanie jest podzielne. Odwzorowanie {Φt; t ≥ 0} nazywane

jest P -podzielnym, jeśli Vt,s jest dodatni i zachowuje ślad operatorów. Jeśli Vt,s jest komplet-

nie dodatni i zachowuje ślad, nazywany jest CP-podzielnym. Zgodnie z [89], ewolucj ↪e uk ladu

b ↪edziemy nazywać markowsk ↪a, gdy {Φt; t ≥ 0} jest CP-podzielne. Odwracalne odwzorowania

s ↪a CP-podzielne wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wspó lczynniki γk s ↪a nieujemne. Wyst ↪apie-

nie ujemnych wartości tych wspó lczynników traktowane jest wskaźnik ewolucji niemarkowskiej.

Jeżeli ewolucja jest markowska, wówczas dla dowolnej pary stanów pocz ↪atkowych ϱ1 oraz ϱ2

zachodzi [90]
d

dt
∥Φt(ρ1 − ρ2)∥1 ≤ 0, (12)

gdzie ∥X∥1 = Tr|X| oznacza norm ↪e śladow ↪a z X. Zauważmy, że wielkość ∥ρ1 − ρ2∥1 opisuje

rozróżnialność ρ1 oraz ρ2. Powyższy warunek nosi nazw ↪e warunku BLP, od nazwisk autorów

pracy [90]: Breuera, Laine’a i Piila. W literaturze spotkać można różne koncepcje wskaźników

niemarkowości ewolucji uk ladów kwantowych. Dla dowolnej ewolucji markowskiej [91,92]

d

dt
|detΛt| ≤ 0. (13)

Wielkość Vol(t) = |detΛt|Vol(0) określa obj ↪etość dost ↪epnych stanów w chwili t, st ↪ad (13) ozna-

cza warunek monotonicznego spadku Vol(t). Każde P-podzielne (a wi ↪ec także CP-podzielne)

odwzorowanie dynamiczne spe lnia (13).
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Kwantowy rachunek stochastyczny Itô i kwantowa teoria filtracji

Rozdzia l zawiera przypomnienie podstawowych regu l kwantowego rachunku stochastycznego

sformu lowanego przez Hudsona i Parthsarathiego [11, 12]. Niech F b ↪edzie symetryczn ↪a prze-

strzeni ↪a Focka określon ↪a nad przestrzeni ↪a Hilberta K = Cn ⊗ L2(R+) wszystkich ca lkowalnych

z kwadratem funkcji z R+ w Cn. Dla dowolnego f ∈ K możemy zdefiniować wektor koherentny

e(f) = exp

(
−1

2
||f ||2K

)(
1, f, (2!)−1/2f ⊗ f, (3!)−1/2f ⊗ f ⊗ f, . . .

)
. (14)

W szczególności, e(0) = (1, 0, 0, . . .) ∈ F jest wektorem próżni. Na pow loce liniowej zbioru

wektorów koherentnych w F definiujemy procesy anihilacji, kreacji oraz liczby cz ↪astek: Bj(t),

B†
j (t) and Λij(t) nast ↪epuj ↪aco [11,12]:

Bj(t)e(f) =

∫ t

0
fj(s)ds e(f), (15)

B†
j (t)e(f) =

∂

∂ϵj
e
(
f + ϵχ[0,t)

)∣∣∣∣
ϵ=0

, (16)

Λij(t)e(f) = −i
d

dλ
e
(

exp
(
iλPijχ[0,t)

)
f
)∣∣∣∣

λ=0

, (17)

gdzie χ[0,t) jest funkcj ↪a charakterystyczn ↪a zbioru [0, t), ϵ ≡ (ϵ1, . . . , ϵn) ∈ Rn, λ ∈ R oraz

(Pijf)k = δikfj . Operatory Bj(t), B
†
j (t), Λij(t) spe lniaj ↪a relacje komutacji postaci

[Bi(t), Bj(t
′)] = [B†

i (t), B†
j (t′)] = 0, [Bi(t), B

†
j (t′)] = δij t ∧ t′, (18)

[Λij(t),Λkl(t
′)] = δjkΛil(t ∧ t′)− δilΛkj(t ∧ t′), (19)

[Bj(t),Λkl(t
′)] = δjk Bl(t ∧ t′), [Λkl(t), B

†
j (t′)] = δlj B

†
k(t ∧ t′), (20)

gdzie t ∧ t′ = min(t, t′). Operatory Bj(t), B
†
j (t), Λij(t) można zapisać w postaci

Bj(t) =

∫ t

0
bj(s)ds, B†

j (t) =

∫ t

0
b†j(s)ds, Λij(t) =

∫ t

0
b†i (s)bj(s)ds, (21)

gdzie bj(t), b
†
j(t) s ↪a operatorami spe lniaj ↪acymi kanoniczne relacje komutacji postaci

[bj(t), bi(t
′)] = [b†j(t), b

†
i (t

′)] = 0, [bj(t), b
†
i (t

′)] = δjiδ(t− t′). (22)

Przestrzeń Focka F ma struktur ↪e ci ↪ag lego iloczynu tensorowego tzn.

F = F[0,t) ⊗F[t,∞), (23)

gdzie F[0,t) oraz F[t,∞) s ↪a przestrzeniami symetrycznymi Focka nad przestrzeniami, odpowied-

nio Cn ⊗ L2([0, t)) i Cn ⊗ L2([t,∞)). Niech H b ↪edzie przestrzeni ↪a Hilberta zwi ↪azan ↪a z pewnym

uk ladem kwantowym. Rodzina operatorów {M(t), t ≥ 0} określona na przestrzeni H⊗ F defi-

niuje kwantowy procesem adaptowany (nieantycypuj ↪acy), gdy M(t) dzia la w F[t,∞) jak operator

jednostkowy i może dzia lać nietrywialnie w H ⊗ F[0,t). Hudson i Parthasarathy zdefiniowali

kwantowe równanie różniczkowe typu [11,12]

dM(t) =

n∑
j=1

(
n∑

i=1

Fji(t) dΛji(t) + Ej(t) dAj(t) +Dj(t) dA†
j(t)

)
+ C(t)dt , (24)
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gdzie M(t), Fji(t), Ej(t), Dj(t), C(t) s ↪a procesami adoptowanymi na H⊗F . Przyrosty dBj(t) =

Bj(t+dt)−Bj(t), dB†
j (t) = B†

j (t+dt)−B†
j (t), dΛij(t) = Λij(t+dt)−Λij(t) komutuj ↪a z dowolnym

procesem adoptowanym N(t) w H ⊗ F . Niech M ′(t) b ↪edzie procesem spe lniaj ↪acym kwantowe

równanie stochastyczne typu Itô (24), wówczas d(M(t)M ′(t)) dane jest przepisem [11,12]

d
(
M(t)M ′(t)

)
= dM(t)M ′(t) +M(t)dM ′(t) + dM(t)dM ′(t) , (25)

gdzie dM(t) dM ′(t) obliczamy za pomoc ↪a tablicy mnożenia Itô:

dBi(t) dB†
j (t) = δij dt , dBi(t) dΛkj(t) = δik dBj(t) ,

dΛkj(t) dB†
i (t) = δji dB†

k(t) , dΛij(t) dΛkl(t) = δjk dΛil(t) (26)

i wszystkie inne iloczyny s ↪a równe zeru. Od tego miejsca ograniczymy nasze rozważania do

jednokierunkowego pola bozonowego, czyli przyjmiemy, że K = C⊗ L2(R+).

Zak ladamy, że pole bozonowe oddzia luje z pewnym uk ladem kwantowym. B ↪edziemy go nazy-

wać uk ladem S. NiechHS b ↪edzie przestrzeni ↪a Hilberta uk ladu S i B(HS) jest przestrzeni ↪a ograni-

czonych operatorów liniowych na HS . Aby uprościć zapis, zazwyczaj nie b ↪edziemy przedstawiać

mnożenia tensorowego przez operatory jednostkowe. Przyjmujemy, że ewolucja uk ladu z lożonego

sk ladaj ↪acego si ↪e z uk ladu S oraz pola bozonowego opisana jest poprzez operator unitarny U(t),

który spe lnia kwantowe stochastyczne równanie różniczkowe typu Itô postaci [11,12,17]

dU(t) =

[
LdB†(t)− L†SdB(t) + (S − I) dΛ(t)−

(
iHS +

1

2
L†L

)
dt

]
U(t),

U(0) = I, (27)

gdzie operatory L, S należ ↪a do B(HS), HS jest Hamiltonianem uk ladu S, S jest unitarnym

operatorem opisuj ↪acym proces bezpośredniego rozpraszania świat la przez uk lad S. Z fizycznego

punktu widzenia, (27) jest równaniem dla operatora ewolucji uk ladu z lożonego zapisanym w

obrazie interakcji eliminuj ↪acym ewolucj ↪e swobodn ↪a pola. Operator unitarny U(t) dzia la nietry-

wialnie w HS ⊗ F[0,t) i komutuje z przyrostami dB(t), dB†(t), dΛ(t). Zgodnie z interpretacj ↪a

podan ↪a przez Gardinera i Colleta [16] operatory B(t), B†(t) oraz Λ(t) opisuj ↪a pole wej́sciowe,

czyli pole przed oddzia lywaniem z uk ladem S.

Dowolny operator ograniczony X uk ladu S zapisany w obrazie Heisenberga,

jt(X) = U †(t)(X ⊗ 1)U(t) (28)

jest procesem adaptowanym, co oznacza, że dzia la jak operator jednostkowy w przestrzeni

F[t,+∞). Aby wyznaczyć równanie różniczkowe dla jt(X) stosujemy regu ly kwantowego rachunku

stochastycznego Itô. W ten sposób otrzymujemy równanie

djt(X) = jt (L∗X) dt+ jt

(
S†[X,L]

)
dB†

t + jt

(
[L†, X]S

)
dBt + jt(S

†XS −X)dΛt, (29)

gdzie

L∗X = i[HS , X] + L†XL− 1

2
L†LX − 1

2
XL†L. (30)

Zak ladamy, że w chwili pocz ↪atkowej stan uk ladu z lożonego jest stanem produktowym

ρ(0)⊗ ρfield. (31)
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-pole wej́sciowe
uk lad S -pole wyj́sciowe

detektor

Rysunek 1: Schemat pomiarowy dla zliczeń fotonów pola wyj́sciowego

gdzie ρ(0) oznacza stan pocz ↪atkowy uk ladu S i ρfield jest stanem pola wej́sciowego. Zredukowany

operator g ↪estości dla uk ladu S zdefiniowany jest poprzez ślad cz ↪eściowy jako

ϱ(t) = TrF

(
U(t)ρ(0)⊗ ρfieldU †(t)

)
. (32)

Można pokazać, że gdy wej́sciowe pole bozonowe znajduje si ↪e w stanie próżni, wówczas ρ(t)

spe lnia równanie różniczkowe postaci

ϱ̇(t) = Lϱ(t), (33)

gdzie

Lϱ = −i[HS , ϱ] + LϱL† − 1

2
L†Lϱ− 1

2
ϱL†L . (34)

Nazywane polem wyj́sciowym, pole bozonowe po oddzia lywaniu z uk ladem S opisane jest

przez operatory

Bout(t) = U †(t)B(t)U(t), Bout†(t) = U †(t)B†(t)U(t), Λout(t) = U †(t)Λ(t)U(t). (35)

Korzystaj ↪ac z metod kwantowego rachunku stochastycznego można pokazać, że

dBout(t) = jt(S)dB(t) + jt(L)dt, dBout†(t) = jt(S
†)dB†(t) + jt(L

†)dt, (36)

dΛout(t) = dΛ(t) + jt(L
†S)dB(t) + jt(S

†L)dB(t)† + jt(L
†L)dt. (37)

W kwantowej teorii filtracji rozważamy ci ↪ag ly w czasie pomiar pola wyj́sciowego. Zauważmy,

że pole wyj́sciowe niesie informacj ↪e o uk ladzie S i z tego powodu pole bozonowe pe lni rol ↪e narz ↪e-

dzia pomiarowego. W podstawowej wersji teorii zak lada si ↪e, że do pomiaru używamy detektorów

dzia laj ↪acych w sposób natychmiastowy o 100% efektywności. Dwa najcz ↪eściej rozważane w lite-

raturze schematy pomiarowe to pomiar obserwabli Λout(t), w którym fotony pola wyj́sciowego

zliczane s ↪a bezpośrednio, oraz pomiar kwadratury optycznej

Y (t) = Bout(t) + dBout†(t). (38)

Pomiar operatora liczby cz ↪astek zilustrowano na Rysunku 1. Schemat detekcji heterodynowej

przedstawiono na Rysunku 2. W tym drugim przypadku pole wyj́sciowe trafia na p lytk ↪e świa-

t lodziel ↪ac ↪a, a na drugim wej́sciu p lytki mamy silne pole w stanie koherentnym [17,93,94].

Proces {Λout(t), t ≥ 0} nazywany jest samonieniszczacym, co oznacza to, że operatory tej

rodziny komutuj ↪a ze sob ↪a [3,4]:

[Λout(t),Λout(t′)] = 0, ∀t, t′ ≥ 0 , (39)
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a zatem istnieje dla nich wspólna miara spektralna. Proces {Y (t), t ≥ 0} także jest procesem

samonieniszcz ↪acym. Pomiary tych obserwabli nazywamy nieniszcz ↪acymi z tego powodu, że dla

dowolnego operatora X uk ladu S spe lnione s ↪a relacje komutacji [3, 4]

[Λout(t′), U †(t)(X ⊗ 1)U(t)] = 0, [Y (t′), U †(t)(X ⊗ 1)U(t)] = 0, 0 ≤ t′ ≤ t . (40)

Zgodnie z (40), pomiar danego procesu wyj́sciowego nie zak lóca ani obecnego, ani przysz lego

stanu uk ladu S.

Kwantowa teoria filtracji opisuje estymacj ↪e stanu uk ladu S na podstawie obserwacji proce-

sów wyj́sciowych. Poniżej przedstawi ↪e równania filtracji dla dwóch typów obserwacji. Podane

równania odpowiadaj ↪a sytuacji, gdy S = 1 i wej́sciowe pole bozonowe znajduje si ↪e w stanie

próżni. W przypadku pomiaru procesu Λout(t), otrzymujemy równanie filtracji postaci

dρ(t) = Lρ(t) +

(
Lρ(t)L†

Tr {L†Lρ(t)}
− ρ(t)

)
dN(t), (41)

gdzie L jest superoperatorem określonym przez formu l ↪e (34), N(t) jest procesem licz ↪acym z

przyrostem

dN(t) = dΛout(t)− Tr{L†Lρ(t)}dt. (42)

Wartość oczekiwana przyrostu dΛout(t) warunkowana wynikami obserwacji do chwili t dana jest

formu l ↪a

E[dΛout(t)|ρ(t)] = Tr{L†Lρ(t)}dt. (43)

Dla pomiaru kwadratury optycznej otrzymujemy stochastyczne równanie różniczkowe

dρ(t) = Lρ(t) +
(
Lρ(t) + ρ(t)L† − ρ(t)Tr{(L+ L†)ρ(t)}

)
dW (t), (44)

gdzie W (t) jest procesem Wienera powi ↪azanym z Y (t) relacj ↪a

dW (t) = dY (t)− Tr{(L+ L†)ρ(t)}dt. (45)

Warunkowa wartość średnia dla przyrostu dY (t) wynosi

E[dY (t)|ρ(t)] = Tr{(L+ L†)ρ(t)}dt. (46)

Stan ρ(t) zależy od wyników pomiarów danego procesu do chwili t i nazywany jest stanem a po-

steriori. Rozwi ↪azania równań filtracji nazywane s ↪a także trajektoriami kwantowymi. Uśrednienie

operatora ρ(t) po wszystkich możliwych realizacjach rozważanego procesu stochastycznego do

chwili t daje stan a priori, który spe lnia równanie master (33).
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Rysunek 2: Schemat detekcji kwadratury optycznej pola

Przybliżenia

Rozważamy uk lad kwantowy S, który oddzia luje z biegn ↪acym polem elektromagnetycznym.

Ograniczymy si ↪e tutaj do jednowymiarowego przypadku. W tym opracowaniu przyj ↪e lam ℏ = 1.

Uk ladu S nie b ↪edziemy tutaj specyfikować. Hamiltonian uk ladu z lożonego z uk ladu S oraz jego

otoczenia można zapisać jako

H = HS +HE +Hint, (47)

gdzie HS jest hamiltonianem uk ladu S, HE jest hamiltonianem pola, Hint reprezentuje hamilto-

nian oddzia lywania mi ↪edzy uk ladami. Hamiltonian generuj ↪acy ewolucj ↪e swobod ↪a pola ma postać

HE =

∫ +∞

0
ωb†(ω)b(ω)dω, (48)

gdzie b(ω) oraz b†(ω) to odpowiednio operatory anihilacji i kreacji pola zapisane w dziedzinie

cz ↪estotliwości. Operatory pola spe lniaj ↪a kanoniczne relacje komutacji

[b(ω), b(ω′)] = [b†(ω), b†(ω′)] = 0, [b(ω), b†(ω′)] = δ(ω − ω′). (49)

Zak ladamy, że hamiltonian oddzia lywania ma postać liniow ↪a

Hint = i

∫ +∞

0
κ(ω)

[
b†(ω) + b(ω)

] [
R−R†

]
dω, (50)

gdzie R jest operatorem uk ladu S, a κ(ω) jest funkcj ↪a rzeczywist ↪a charakteryzuj ↪ac ↪a sprz ↪eże-

nie uk ladów. Stosuj ↪ac przybliżenie wiruj ↪acej fali (ang. rotating wave approximation – RWA) i

przechodz ↪ac do obrazu oddzia lywania eliminuj ↪acego swobodn ↪a ewolucj ↪e pola otrzymujemy

H̃int(t) = i

∫ +∞

0
κ(ω)

[
Rb†(ω)eiωt −R†b(ω)e−iωt

]
dω. (51)

Zak ladamy, że mamy do czynienia z polem w ↪askopasmowym, czyli rozrzut cz ↪estotliwości ∆ω

(szerokość pasma) jest niewielki w porównaniu z cz ↪estotliwości ↪a centraln ↪a ωc pola. Takie pole

nazywane jest kwazimonochromatycznym. Zak ladamy, że cz ↪estotliwość centralna po lożona jest

blisko cz ↪estotliwości charakterystycznej ω0 uk ladu S. Wprowadzamy przybliżenie p laskiego kon-

tinuum, które polega na zast ↪apieniu κ(ω) poprzez sta l ↪a. Ostatnie przybliżenie polega na przesu-

ni ↪eciu dolnej granicy ca lkowania do nieskończoności. W tej sposób otrzymujemy oddzia lywanie

H̃int(t) = i
√

Γ
[
Rb†(t)−R†b(t)

]
, (52)
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gdzie

b(t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
b(ω)e−iωtdω. (53)

Operatory b(t) oraz b†(t) nazywane s ↪a operatorami bia lego szumu ze wzgl ↪edu na to, że spe lniaj ↪a

osobliwe relacje komutacji

[b(t), b†(t′)] = δ(t− t′). (54)

St ↪ad operator ewolucji ma postać

U(t) =
←−
T exp

[∫ t

0

(
−iHS +

√
Γ
(
Rb†(s)−R†b(s)

))
ds

]
, (55)

gdzie
←−
T oznacza operator porz ↪adku czasowego.

Modele zderzeniowe w optyce kwantowej

Ewolucj ↪e uk ladu otwartego w wygodny i intuicyjny sposób można badać pos luguj ↪ac si ↪e modelami

zderzeniowymi [82,88]. W tym przypadku rozważamy pewien uk lad S oddzia luj ↪acy z otoczeniem

E modelowanym poprzez ci ↪ag identycznych uk ladów kwantowych. Za lóżmy, że w chwili pocz ↪at-

kowej nie ma korelacji mi ↪edzy uk ladem S i jego otoczeniem. Stan pocz ↪atkowy uk ladu z lożonego

S i E zapiszmy jako

ρ(0)⊗ η(0), (56)

gdzie ρ(0) jest stanem pocz ↪atkowym uk ladu S i η(0) opisuje stan pocz ↪atkowy otoczenia. W

podstawowej wersji modelu zderzeń zak ladamy, że uk lady kwantowe tworz ↪ace otoczenie nie od-

dzia luj ↪a ze sob ↪a. Dynamik ↪e uk ladu z lożonego wyobrażamy sobie jako seri ↪e zderzeń (kolizji),

w których uk lad S oddzia luje kolejno z uk ladami otoczenia w taki sposób, że z każdym po-

duk ladem oddzia luje tylko raz. Przyjmiemy także, że każda kolizja (każde oddzia lywanie) ma

tak ↪a sam ↪a d lugość trwania, któr ↪a b ↪edziemy oznaczać przez τ . Oddzia lywanie w przedziale czasu

od kτ do chwili (k + 1)τ opisane jest operatorem unitarnym Vk. Stan uk ladu z lożonego po n

oddzia lywaniach dany jest jako

σn = Vn−1 . . . V0(ρ(0)⊗ η(0))(Vn−1 . . . V0)
†. (57)

Eliminuj ↪ac stopnie swobody zwi ↪azane z otoczeniem, czyli bior ↪ac ślad cz ↪eściowy po otoczeniu,

otrzymujemy stan uk ladu S,

ϱn = TrE(σn). (58)

Gdy η(0) jest stanem produktowym i wszystkie poduk lady otoczenia przygotowane s ↪a w takim

samym stanie η, czyli η(0) = η⊗n, wówczas

ϱn = Φn(ρ(0)) = TrEn [Vn−1 (ϱn−1 ⊗ η)V †
n−1], (59)

przez En oznaczono n-ty element otoczenia. W tym przypadku kolejne uk lady, które oddzia luj ↪a

z uk ladem S nie s ↪a z nim skorelowane. Oczywíscie, uk lad S jest skorelowany z wszystkimi

uk ladami otoczenia, z którymi oddzia lywa l w przesz lości.  Latwo sprawdzić, że dla dyskretnego

odwzorowania kwantowego Φn, zdefiniowanego przez (59), spe lniona jest w lasność pó lgrupy

Φn = Φn−m ◦ Φm (60)
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dla dowolnej liczby ca lkowitej 0 ≤ m ≤ n.

Aby przej́sć od modelu opisanego w poprzednim podrozdziale do modelu zderzeń podzielmy

ca lkowity czas oddzia lywania uk ladów T na równe przedzia ly, każdy o d lugości τ , w taki sposób,

że T = Nτ . Operator ewolucji uk ladu z lożonego w przedziale od kτ do (k + 1)τ , określony jako

←−
T exp

[∫ (k+1)τ

kτ

(
−iHS +

√
Γ
(
Rb†(s)−R†b(s)

))
ds

]
, (61)

przybliżymy poprzez

exp

[∫ (k+1)τ

kτ

(
−iHS +

√
Γ
(
Rb†(s)−R†b(s)

))
ds

]
. (62)

Można pokazać, że różnica mi ↪edzy (61) i (62) jest rz ↪eduO(τ3/2). Gdy τ → 0 ta różnica zmierza do

zera i z dyskretnego opisu przechodzimy do opisu ewolucji ci ↪ag lej w czasie. Ca lk ↪e po operatorze

opisuj ↪acym oddzia lywanie można zapisać w postaci∫ (k+1)τ

kτ

√
Γ
(
Rb†(s)−R†b(s)

)
ds =

√
Γ
(
Rb†k −R

†bk

)√
τ (63)

wprowadzaj ↪ac operatory pola zdefiniowane przez

bk =
1√
τ

∫ (k+1)τ

kτ
b(s)ds. (64)

Zgodnie z (54), operatory spe lniaj ↪a relacje komutacji

[bn, bm] = [b†n, b
†
m] = 0, [bn, b

†
m] = δnm. (65)

Oddzia lywanie w przedziale od kτ do (k + 1)τ opisane jest przez operator√
Γ

τ

(
Rb†k −R

†bk

)
. (66)

4.2.4 Równania filtracji i trajektorie kwantowe dla uk ladu otwartego oddzia luj
↪
acego z polem

w stanie jednofotonowym

Przegl ↪ad publikacji [H1-H7] zaczn ↪e od przedstawienia wyników dla pola bozonowego w stanie

jednofotonowym. W pracy [H1] jednokierunkowe pole fotonowe jest modelowane poprzez nie-

skończony  lańcuch nieoddzia luj ↪acych ze sob ↪a kubitów. Sformu lowanie dyskretnego kwantowego

rachunku stochastycznego dla pola modelowanego przez ci ↪ag uk ladów dwupoziomowych można

znaleźć w [65,66,86,87]. Pos luguj ↪ac si ↪e tym dyskretnym przybliżeniem przestrzeni Focka można

nie tylko do wyznaczyć ewolucj ↪e stochastyczn ↪a dla pola w stanie próżni [67,69,84–87], ale także

w stanach koherentnym, ścísni ↪etym i termicznym [74]. W publikacji [H1] kubitowy  lańcuch przy-

gotowany jest w stanie spl ↪atanym b ↪ed ↪acym dyskretnym odpowiednikiem ci ↪ag lomodowego stanu

jednofotonowego [37,39]. Kubity otoczenia oddzia luj ↪a kolejno z uk ladem kwantowym S. Każdy

z kubitów oddzia luje z uk ladem S tylko raz. Przyj ↪eto, że stan pocz ↪atkowy uk ladu z lożonego

jest stanem produktowym. Innymi s lowy, w chwili pocz ↪atkowej nie ma korelacji mi ↪edzy uk ladem
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kwantowym i polem. Pomiar, wykonywany na kolejnych kubitach otoczenia tuż po ich oddzia-

 lywaniu z uk ladem S, daje pocz ↪atek warunkowej ewolucji uk ladu. Spl ↪atanie kubitów oznacza

obecność nieklasycznych korelacji czasowych pola wej́sciowego i jest powodem niemarkowskiego

charakteru ewolucji uk ladu otwartego. Wychodz ↪ac od modelu dyskretnego w czasie otrzymano,

w granicy, gdy czas oddzia lywania poszczególnych kubitów z uk ladem S zmierza do zera, mo-

del ci ↪ag lego pomiaru oraz ci ↪ag lej w czasie ewolucji uk ladu S. Równania filtracji otrzymano dla

dwóch typów pomiaru pola wyj́sciowego: fotodetekcji oraz pomiaru heterodynowego. W pracy

wyznaczono także wzory na trajektorie kwantowe dla procesu licz ↪acego oraz prawdopodobień-

stwa zliczeń fotonów określaj ↪ace w pe lni statystyk ↪e fotonów pola wyj́sciowego. Oprócz formu l,

przedstawiono także interpretacj ↪e fizyczn ↪a trajektorii kwantowych. Wyprowadzone w pracy rów-

nania stochastyczne s ↪a zgodne z wynikami otrzymanymi [43,48,57] i [P2].

W pracy [H1] rozważono uk lad kwantowy S o przestrzeni Hilberta HS , oddzia luj ↪acy z oto-

czeniem E sk ladaj ↪acym si ↪e z nieskończonego  lańcucha uk ladów dwupoziomowych (kubitów).

Za lożono, że kubity otoczenia oddzia luj ↪a kolejno, jeden po drugim, z uk ladem S, każdy w prze-

dziale czasu o d lugości τ . Przestrzeń Hilberta otoczenia ma postać

HE =
+∞⊗
k=0

HE,k, (67)

gdzie HE,k = C2 odpowiada przestrzeni Hilberta kubitu oddzia luj ↪acego z S w przedziale czasu

[kτ, (k + 1)τ). Zauważmy, że przestrzeń HE może być zapisana w postaci iloczynu tensorowego

HE = Hj−1]
E ⊗H[j

E , H
j−1]
E =

j−1⊗
k=0

HE,k , H
[j
E =

+∞⊗
k=j

HE,k. (68)

Jeśli jτ jest chwil ↪a obecn ↪a, wówczas Hj−1]
E można interpretować jako przestrzeń tej cz ↪eści oto-

czenia, która oddzia lywa la już z uk ladem S i H[j
E jako przestrzeń zwi ↪azan ↪a z uk ladami dwupozio-

mowymi, które nie oddzia lywa ly jeszcze z S. Stany podstawowy i wzbudzony kubitu o numerze

k oznaczono odpowiednio przez |0⟩k and |1⟩k. Przyj ↪eto, że otoczenie uk ladu jest przygotowane

w stanie

|1ξ⟩ =

+∞∑
k=0

√
τξkσ

+
k |vac⟩, (69)

gdzie |vac⟩ = |0⟩0 ⊗ |0⟩1 ⊗ |0⟩2 ⊗ |0⟩3 . . . jest wektorem próżni w HE , operatory σ−k = |0⟩k⟨1|,

σ+k = |1⟩k⟨0| dzia laj ↪a w przestrzeni HE,k, oraz
+∞∑
k=0

|ξk|2τ = 1. Aby uprościć zapis, w pracy

pomini ↪eto mnożenie przez operatory jednostkowe. Dla wektora |1ξ⟩ otrzymujemy równości

σ−k |1ξ⟩ =
√
τξk|vac⟩, σ+k σ

−
k |1ξ⟩ =

√
τξk|1k⟩. (70)

Wektor |1ξ⟩ posiada w lasność addytywnego rozk ladu, tzn.

|1ξ⟩ =
√
τ

j∑
k=0

ξkσ
+
k |vac⟩+

√
τ

+∞∑
k=j+1

ξkσ
+
k |vac⟩. (71)
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Może być on zapisany w postaci

|1ξ⟩ =
+∞∑
k=0

√
τξk|1k⟩, (72)

gdzie |1k⟩ = |0⟩0⊗ |0⟩1⊗ . . . |0⟩k−1⊗ |1⟩k ⊗ |0⟩k+1⊗ |0⟩k+2 . . .. Wielkość |ξk|2τ jest prawdopodo-

bieństwem tego, że kubit otoczenia o numerze k znajduje si ↪e w stanie wzbudzonym i wszystkie

pozosta le kubity znajduj ↪a si ↪e w stanie podstawowym. Podkreślmy, że stan otoczenia |1ξ⟩ jest

stanem spl ↪atanym, stopień spl ↪atania zależy od profilu ξk. Stan |1ξ⟩ jest dyskretnym odpowied-

nikiem ci ↪ag lomodowego stanu jednofotonowego [37,39,40]

|1ξ⟩ =

∫ +∞

0
ξtdB

†
t |vac⟩ (73)

z ξ ∈ C oraz normalizacj ↪a ⟨1ξ|1ξ⟩ =
∫∞
0 |ξt|

2dt = 1. W modelu powtarzaj ↪acych si ↪e interakcji,

ewolucja uk ladu z lożonego E+S do chwili jτ określona zosta la poprzez unitarny operator postaci

Ujτ = Vj−1Vj−2 . . .V0, U0 = 1, (74)

gdzie Vk dzia la nietrywialnie tylko w przestrzeni HE,k ⊗HS , Vk = exp (−iτHk) i Hk jest hamil-

tonianem takim, że

Hk = HS +
i√
τ

(
σ+k ⊗ L− σ

−
k ⊗ L

†
)
. (75)

Dla uproszczenia, przyj ↪eto ℏ = 1. Operator HS jest hamiltonianem uk ladu S, σ+k oraz σ−k ozna-

czaj ↪a odpowiednio operator podnosz ↪acy i opuszczaj ↪acy w HE,k. Jako uk lad S możemy rozważyć

atom dwupoziomowy i zdefiniować operator L poprzez
√

Γσ−, gdzie Γ jest dodatni ↪a sta l ↪a okre-

ślaj ↪ac ↪a oddzia lywanie uk ladu z polem i σ− jest operatorem opuszczaj ↪acym atomu. Jeśli S jest

modem pola we wn ↪ece, wówczas możemy przyj ↪ać, że L =
√

Γa, gdzie a jest operatorem anihilacji

pola wn ↪eki. Ponieważ HE,k = C2, w pracy do opisu oddzia lywania wykorzystano reprezentacj ↪e

{|0⟩k, |1⟩k}, czyli

Vk =

(
V00 V01

V10 V11

)
, (76)

gdzie Vij s ↪a operatorami uk ladu S postaci

V00 = 1S − iτ [HS − τ
1

2
L†L+O(τ2), V10 =

√
τL+O(τ3/2), (77)

V01 = −
√
τL† +O(τ3/2), V11 = 1S +O(τ). (78)

Przyj ↪eto, że stan pocz ↪atkowy uk ladu z lożonego E + S jest stanem produktowym:

|1ξ⟩ ⊗ |ψ⟩. (79)

Stan uk ladu z lożonego w chwili jτ (po j oddzia lywaniach) dany jest zatem jako Uj−1|1ξ⟩ ⊗ |ψ⟩.
Bior ↪ac ślad cz ↪eściowy po otoczeniu, otrzymujemy stan zredukowany uk ladu S w chwili jτ :

ϱj = TrE

[
Uj−1|1ξ⟩⟨1ξ| ⊗ |ψ⟩⟨ψ|U †

j−1

]
. (80)
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Tuż po każdym oddzia lywaniu przeprowadzany jest pomiar na kubicie, który oddzia lywa l z

uk ladem S. W pracy wyznaczono ewolucj ↪e uk ladu S zależn ↪a od wyników pomiarów przeprowa-

dzanych na kubitach otoczenia w kolejnych chwilach τ, 2τ, 3τ, . . .. Najpierw rozważono pomiar

obserwabli

σ+k σ
−
k = |1⟩k⟨1|, k = 0, 1, 2, . . . . (81)

Udowodniono nast ↪epuj ↪ace twierdzenie.

Twierdzenie 1 Stan warunkowy uk ladu S oraz tej cz ↪eści otoczenia, która nie oddzia lywa la z

uk ladem S do chwili jτ dla pomiarów obserwabli (81) w chwili jτ ma postać

|Ψ̃j|ηηηj ⟩ =
|Ψj|ηηηj ⟩√
⟨Ψj|ηηηj |Ψj|ηηηj ⟩

, (82)

gdzie |Ψj|ηηηj ⟩ jest nieunormowanym wektorem warunkowym

|Ψj|ηηηj ⟩ =
√
τ

+∞∑
k=j

ξkσ
+
k |vac⟩[j,+∞) ⊗ |αj|ηηηj ⟩+ |vac⟩[j,+∞) ⊗ |βj|ηηηj ⟩, (83)

gdzie ηηηj jest binarnym wektorem ηηηj = (ηj , ηj−1, . . . , η1) z ηk ∈ {0, 1} reprezentuj ↪acym wyniki

wszystkich pomiarów przeprowadzonych do chwili jτ . Używamy tutaj notacji |vac⟩[j,+∞) = |0⟩j⊗
|0⟩j+1⊗. . .. Wektory |αj|ηηηj ⟩, |βj|ηηηj ⟩ z przestrzeni HS spe lniaj ↪a uk lad sprz ↪eżonych stochastycznych

równań rekurencyjnych

|αj+1|ηηηj+1
⟩ = Vηj+10|αj|ηηηj ⟩, (84)

|βj+1|ηηηj+1
⟩ = Vηj+10|βj|ηηηj ⟩+

√
τξjVηj+11|αj|ηηηj ⟩ (85)

i w chwili pocz ↪atkowej |α0⟩ = |ψ⟩, |β0⟩ = 0.

Wektory warunkowe |αj|ηηηj ⟩, |βj|ηηηj ⟩ zależ ↪a od wszystkich wyników pomiarów obserwabli (81)

do chwili jτ . Postać wektora |Ψ̃j|ηηηj ⟩ wskazuje, że uk lad S staje si ↪e spl ↪atany z t ↪a cz ↪eści ↪a otoczenia,

która nie oddzia lywa la jeszcze z uk ladem. Interpretacja fizyczna wektora |Ψj|ηηηj ⟩ jest nast ↪epuj ↪aca.

Pierwszy wyraz w formule (83) reprezentuje nast ↪epuj ↪acy scenariusz: wszystkie kubity oddzia-

 luj ↪ace z uk ladem S do chwili jτ by ly przygotowane w stanie podstawowym, a zatem kubit

przygotowany w stanie wzbudzonym pojawi si ↪e w przysz lości. Drugi wyraz w (83) odpowiada

sytuacji, w której uk lad S oddzia lywa l już z kubitem przygotowanym w stanie wzbudzonym i

w przysz lości b ↪edzie oddzia lywa l z otoczeniem w stanie próżni. Oczywíscie, pr ↪edzej czy później,

zależnie od profilu ξk, uk lad S
”
spotka” kubit przygotowany w stanie wzbudzonym, a zatem

ostatecznie tylko drugi wyraz b ↪edzie mieć niezerowy wk lad do (83) i stan |Ψ̃j|ηηηj ⟩ stanie si ↪e

separowalny. Praca [H1] zawiera ogólne rozwi ↪azanie uk ladu równań stochastycznych (84) i (85).

Aby wyznaczyć stan a posteriori uk ladu S, zależny od wszystkich wyników pomiarów prze-

prowadzanych do chwili jτ , należy wzi ↪ać ślad cz ↪eściowy po otoczeniu z operatora |Ψ̃j|ηηηj ⟩⟨Ψ̃j|ηηηj |.
Stan warunkowy uk ladu S w chwili jτ jest postaci

ρ̃j|ηηηj =
ρj|ηηηj

Trρj|ηηηj
, (86)
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gdzie

ρj|ηηηj = |αj|ηηηj ⟩⟨αj|ηηηj |
+∞∑
k=j

τ |ξk|2 + |βj|ηηηj ⟩⟨βj|ηηηj |. (87)

Prawdopodobieństwo danej trajektorii jest określone poprzez Trρj|ηηηj . Przez ηk (k = 1, 2, . . .)

oznaczono zmienne losowe ze zbiorem wartości {0, 1} każda. Dla ci ↪agu pomiarów dostajemy

dyskretny proces stochastyczny (ηj , ηj−1, . . . , η1). Pojedyncza realizacja tego procesu sk lada si ↪e

z ci ↪agu zer i jedynek. W pracy wyznaczono formu ly na warunkowe wartości oczekiwane dla ηj+1:

E[ηj+1|ρ̃j|ηηηj ] = kjτ +O(τ2), E[(ηj+1)
2|ρ̃j|ηηηj ] = kjτ +O(τ2), (88)

gdzie

kj = Tr

(
L†Lρ̃j|ηηηj +

ξ∗j
Trρj

L|βj|ηηηj ⟩⟨αj|ηηηj |+
ξj

Trρj|ηηηj
|αj|ηηηj ⟩⟨βj|ηηηj |L

† +
|ξj |2

Trρj|ηηηj
|αj|ηηηj ⟩⟨αj|ηηηj |

)
. (89)

Określaj ↪a one wartości oczekiwane zależne od wszystkich wyników z chwil poprzednich. W pracy

zdefiniowano dyskretny proces stochastyczny

nj =

j∑
k=1

ηk (90)

z przyrostem ηj+1 = nj+1 − nj =: ∆nj maj ↪acym dwie możliwe wartości: 0 oraz 1. Pokazano,

że ewolucja stochastyczna uk ladu S dla procesu (90) opisana jest poprzez uk lad dyskretnych

równań filtracji postaci:

ρ̃j+1 = ρ̃j − i[HS , ρ̃j ]τ −
1

2

{
L†L, ρ̃j

}
τ + LρjL

†τ + [|α̃j⟩⟨β̃j |, L†]ξjτ + [L, |β̃j⟩⟨α̃j |]ξ∗j τ (91)

+

{
1

kj

(
Lρ̃jL

† + L|β̃j⟩⟨α̃j |ξ∗j + |α̃j⟩⟨β̃j |L†ξj + |α̃j⟩⟨α̃j ||ξj |2
)
− ρ̃j

}
(∆nj+1 − kjτ),

|α̃j+1⟩⟨β̃j+1| = |α̃j⟩⟨β̃j | − i
[
HS , |α̃j⟩⟨β̃j |

]
τ − 1

2

{
L†L, |α̃j⟩⟨β̃j |

}
τ

+L|α̃j⟩⟨β̃j |L†τ + [L, |α̃j⟩⟨α̃j |] ξ∗j τ

+

{
1

kj

(
L|α̃j⟩⟨β̃j |L† + L|α̃j⟩⟨α̃j |ξ∗j

)
− |α̃j⟩⟨β̃j |

}
(∆nj+1 − kjτ), (92)

|α̃j+1⟩⟨α̃j+1| = |α̃j⟩⟨α̃j | − i [HS , |α̃j⟩⟨α̃j |] τ −
1

2

{
L†L, |α̃j⟩⟨α̃j |

}
τ + L|α̃j⟩⟨α̃j |L†τ

+

{
1

kj
L|α̃j⟩⟨α̃j |L† − |α̃j⟩⟨α̃j |

}
(∆nj+1 − kjτ) (93)

z warunkiem pocz ↪atkowym: ρ̃0 = |ψ⟩⟨ψ|, |α̃0⟩⟨β̃0| = 0, oraz |α̃0⟩⟨α̃0| = |ψ⟩⟨ψ|. Wprowadzono

tutaj wektory |α̃j⟩ = |αj⟩/
√

Trρj , |β̃j⟩ = |βj⟩/
√

Trρj . Zapisany powyżej uk lad równań filtracji

określa ewolucj ↪e stochastyczn ↪a uk ladu S zależn ↪a od wyników pomiaru (81). Operator ρ̃j jest

zależnym od wyników pomiarów unormowanym stanem uk ladu S. W pracy uproszczono za-

pis wektorów i operatorów warunkowych opuszczaj ↪ac indeks ηηηj . Dla ci ↪ag lej w czasie ewolucji
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warunkowej, gdy τ → 0, otrzymano z (91)-(93) uk lad różniczkowych równań filtracji:

dρ̃t = −i[HS , ρ̃t]dt−
1

2

{
L†L, ρ̃t

}
dt+ Lρ̃tL

†dt+ [ρ̃01t , L
†]ξtdt+ [L, ρ̃10t ]ξ∗t dt

+

{
1

kt

(
Lρ̃tL

† + Lρ̃10t ξ
∗
t + ρ̃01t L

†ξt + ρ̃00t |ξt|2
)
− ρ̃t

}
(dn(t)− ktdt) , (94)

dρ̃01t = −i[HS , ρ̃
01
t ]dt− 1

2

{
L†L, ρ̃01t

}
dt+ Lρ̃01t L

†dt+
[
L, ρ̃00t

]
ξ∗t dt

+

{
1

kt

(
Lρ̃01t L

† + Lρ̃00t ξ
∗
t

)
− ρ̃01t

}
(dn(t)− ktdt) , (95)

dρ̃00t = −i[HS , ρ̃
00
t ]dt− 1

2

{
L†L, ρ̃00t

}
dt+ Lρ̃00t L

†dt

+

(
1

kt
Lρ̃00t L

† − ρ̃00t
)

(dn(t)− ktdt) , (96)

gdzie ρ̃10t = (ρ̃01t )†, z warunkiem pocz ↪atkowym ρ̃0 = |ψ⟩⟨ψ|, ρ̃010 = 0, oraz ρ̃000 = |ψ⟩⟨ψ|. n(t) jest

procesem licz ↪acym z przyrostem dn(t) = n(t+dt)−n(t) spe lniaj ↪acym regu l ↪e Itô (dnt)
2 = dnt. Dla

procesu n(t), który opisuje zliczania fotonów pola wyj́sciowego, otrzymano warunkow ↪a wartość

oczekiwan ↪a przyrostu postaci

E[dn(t)|ρ̃t] = ktdt, (97)

gdzie

kt = Tr
(
L†Lρ̃t + Lρ̃10t ξ

∗
t + ρ̃01t L

†ξt + ρ̃00t |ξt|2
)
. (98)

Jest to warunkowa wartość oczekiwana liczby fotonów w przedziale od t do t + dt zależna od

wyników pomiarów do chwili t. W przedziale od d lugości dt zliczonych może być nie wi ↪ecej niż

jeden foton.

Dla pomiaru nieselektywnego dostajemy z (94)-(96) uk lad równań różniczkowych:

˙̃ϱt = −i[HS , ϱ̃t]−
1

2

{
L†L, ϱ̃t

}
+ Lϱ̃tL

† + [ϱ̃01t , L
†]ξt + [L, ϱ̃10t ]ξ∗t , (99)

˙̃ϱ01t = −i[HS , ϱ̃
01
t ]− 1

2

{
L†L, ϱ̃01t

}
+ Lϱ̃01t L

† +
[
L, ϱ̃00t

]
ξ∗t , (100)

˙̃ϱ00t = −i[HS , ϱ̃
00
t ]− 1

2

{
L†L, ϱ̃00t

}
+ Lϱ̃00t L

†, (101)

gdzie ϱ̃10t = (ϱ̃01t )†, ϱ̃0 = |ψ⟩⟨ψ|, ϱ̃010 = 0, oraz ϱ̃000 = |ψ⟩⟨ψ|, określaj ↪acy ewolucj ↪e bezwarunkow ↪a

uk ladu S.

W pracy [H1] opisano także statystyk ↪e fotonów w polu wyj́sciowym. Zauważmy, że wszystkie

realizacje procesu licz ↪acego n(t) mog ↪a być podzielone na roz l ↪aczne zbiory zawieraj ↪ace dok ladnie

m zliczeń w chwilach tm > . . . > t2 > t1 > 0 i żadnych innych zliczeń od 0 do t. Oznaczmy przez

pt0(tm, tm−1, . . . , t2, t1) g ↪estość prawdopodobieństwa dla trajektorii określonej poprzez m zliczeń

(detekcji fotonów) w chwilach tm > . . . > t2 > t1 > 0 i żadnych innych fotonów w przedziale od

zera do t. Pokazano, że

pt0(tm, tm−1, . . . , t2, t1)dtmdtm−1 . . . dt1 =|| |αt|tm,...,t1⟩ ||
2

∫ +∞

t
dt′|ξt′ |2 + || |βt|tm,...,t1⟩ ||

2.
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A zatem znaj ↪ac postać wektorów warunkowych, możemy określić w pe lni statystyk ↪e zliczeń

fotonów pola wyj́sciowego. Dla prawdopodobieństwa braku zliczeń do chwili t otrzymujemy

formu l ↪e

P t
0(0) = || |αt|0t

⟩ ||2
∫ +∞

t
dt′|ξt′ |2 + || |βt|0t

⟩ ||2. (102)

Prawdopodobieństwo m zliczeń do chwili t dane jest jako

P t
0(m)=

∫ t

0
dtm

∫ tm

0
dtm−1. . .

∫ t2

0
dt1p

t
0(tm,tm−1,. . .,t2, t1). (103)

W pracy wyprowadzono wzory dla wektorów warunkowych powi ↪azanych z różnymi trajek-

toriami dla obserwacji ci ↪ag lej. Dla braku zliczeń fotonów do chwili t otrzymujemy wektory wa-

runkowe

|αt|0t
⟩ = Tt|ψ⟩, |βt|0t

⟩ = −
∫ t

0
dt′Tt−t′ξt′L

†Tt′ |ψ⟩, (104)

gdzie Tt = e−iGt oraz G = HS− i
2L

†L. Dla jednego zliczenia w chwili t′ i żadnych innych zliczeń

w przedziale od zera do t, dostajemy

|αt|t′⟩ =
√
dt′Tt−t′LTt′ |ψ⟩, (105)

|βj|t′⟩ =
√
dt′
[
Ttξt′ −Tt−t′L

(∫ t′

0
dsTt′−sξsL

†Ts

)

−
(∫ t

t′
dsTt−sξsL

†Ts−t′

)
LTt′

]
|ψ⟩. (106)

Dla dwóch zliczeń w chwilach t′ oraz t′′, takich, że 0 < t′ < t′′, i żadnego innego zliczenia w

przedziale od zera do t, dostajemy

|αt|t′′,t′⟩ =
√
dt′′dt′Tt−t′′LTt′′−t′LTt′ |ψ⟩, (107)

|βt|t′′,t′⟩ =
√
dt′′dt′

[
Tt−t′′LTt′′ξt′ + Tt−t′ξt′′LTt′

−Tt−t′′LTt′′−t′L
(∫ t′

0
dsTt′−sξsL

†Ts

)
−Tt−t′′L

(∫ t′′

t′
dsTt′′−sξsL

†Ts−t′

)
LTt′

−
(∫ t

t′′
dsTt−sξsL

†Ts−t′′

)
LTt′′−t′LTt′

]
|ψ⟩. (108)

Na pierwszy rzut oka powyższe formu ly wydaj ↪a si ↪e być skomplikowane, ale interpretacja wcho-

dz ↪acych w ich sk lad wyrażeń jest stosunkowo prosta. Operator Tt opisuje ewolucj ↪e mi ↪edzy

zliczeniami, operator L oznacza emisj ↪e fotonu przez uk lad S, wyrażenie −ξtL† odpowiada ab-

sorpcji fotonu. Dowolny wektor warunkowy |αt|•⟩ powi ↪azany jest ze scenariuszem, w którym

foton pojawi si ↪e po chwili t. Oznacza to, że w tym przypadku wszystkie fotony mierzone w

polu wyj́sciowym do chwili t zosta ly wyemitowane przez uk lad S. Natomiast, dowolny wektor

warunkowy |βt|•⟩ jest powi ↪azany ze scenariuszem, w którym uk lad S oddzia lywa l już z kubitem

przygotowanym w stanie wzbudzonym.
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W pracy wyznaczono także ewolucj ↪e warunkowan ↪a przez wynik pomiaru obserwabli

σxk = σ+k + σ−k = |+⟩k⟨+| − |−⟩k⟨−|, (109)

dla k = 0, 1, 2, . . ., gdzie

|+⟩k =
1√
2

(|0⟩k + |1⟩k) , |−⟩k =
1√
2

(|0⟩k − |1⟩k) , (110)

s ↪a wektorami z przestrzeni HE,k. Udowodniono twierdzenie.

Twierdzenie 2 Stan warunkowy uk ladu S oraz tej cz ↪eści otoczenia, która nie oddzia lywa la z

uk ladem S do chwili jτ dla pomiaru obserwabli (109) może być zapisany w chwili jτ w postaci

|Ψ̃j⟩ =
|Ψj⟩√
⟨Ψj |Ψj⟩

, (111)

gdzie |Ψj⟩ jest nieunormowanym wektorem warunkowym

|Ψj⟩ =
√
τ

+∞∑
k=j

ξkσ
+
k |vac⟩[j,+∞) ⊗ |αj⟩+ |vac⟩[j,+∞) ⊗ |βj⟩, (112)

z wektorami warunkowymi |αj⟩, |βj⟩ spe lniaj ↪acymi uk lad sprz ↪eżonych równań rekurencyjnych

|αj+1⟩ =
1√
2

(V00 + qj+1V10) |αj⟩, (113)

|βj+1⟩ =
1√
2

[
(V00 + qj+1V10) |βj⟩+

√
τξj (V01 + qj+1V11) |αj⟩

]
(114)

z wartościami pocz ↪atkowymi |α0⟩ = |ψ⟩, |β0⟩ = 0. Tutaj qj+1 = 1,−1 opisuje wyniki pomiaru

przeprowadzonego w chwili (j + 1)τ na kubicie o numerze j.

Zdefiniowano proces stochastyczny

wj =
√
τ

j∑
k=1

(
qk − rk−1

√
τ
)
, (115)

gdzie

rj = Tr
(
Lρ̃j + ρ̃jL

† + |β̃j⟩⟨α̃j |ξ∗j + |α̃j⟩⟨β̃j |ξj
)
, (116)

operator ρ̃j jest stanem a posteriori uk ladu S w chwili jτ , oraz |α̃j⟩ = |αj⟩/
√

Trρj , |β̃j⟩ =

|βj⟩/
√

Trρj . Można sprawdzić, że warunkowe wartości oczekiwane:E[qk|ρ̃k−1] ≃ rk−1
√
τ ,E[(qk)2|ρ̃k−1] ≃

1. W publikacji pokazano, że ewolucja stochastyczn ↪a uk ladu S dla procesu (115) opisana jest

poprzez uk lad dyskretnych równań filtracji postaci

ρ̃j+1 − ρ̃j = −i[HS , ρ̃j ]τ −
1

2
{L†L, ρ̃j}τ + Lρ̃jL

†τ + [|α̃j⟩⟨β̃j |, L†]ξjτ + [L, |β̃j⟩⟨α̃j |]ξ∗j τ

+

(
Lρ̃j + ρ̃jL

† + |β̃j⟩⟨α̃j |ξ∗j + |α̃j⟩⟨β̃j |ξj − ρ̃jrj
)

∆wj+1, (117)
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|α̃j+1⟩⟨β̃j+1| = |α̃j⟩⟨β̃j | − i[HS , |α̃j⟩⟨β̃j |]τ −
1

2
{L†L, |α̃j⟩⟨β̃j |}τ

+L|α̃j⟩⟨β̃j |L†τ + [L, |α̃j⟩⟨α̃j |]ξ∗j τ

+

(
L|α̃j⟩⟨β̃j |+ |α̃j⟩⟨β̃j |L† + |α̃j⟩⟨α̃j |ξ∗j − |α̃j⟩⟨β̃j |rj

)
∆wj+1, (118)

|α̃j+1⟩⟨α̃j+1| = |α̃j⟩⟨α̃j | − i[HS , |α̃j⟩⟨α̃j |]τ −
1

2
{L†L, |α̃j⟩⟨α̃j |}τ + L|α̃j⟩⟨α̃j |L†τ

+

(
L|α̃j⟩⟨α̃j |+ |α̃j⟩⟨α̃j |L† − |α̃j⟩⟨α̃j |rj

)
∆wj+1, (119)

gdzie ∆wj+1 = wj+1 − wj = qj+1
√
τ − rjτ .

Proces wj w granicy τ → 0 zmierza do procesu Wienera wt i z równań dyskretnych otrzy-

mujemy uk lad różniczkowych równań filtracji postaci

dρ̃t = −i[HS , ρ̃t]dt−
1

2

{
L†L, ρ̃t

}
dt+ Lρ̃tL

†dt+ [ρ̃01t , L
†]ξtdt+ [L, ρ̃10t ]ξ∗t dt

+
(
Lρ̃t + ρ̃tL

† + ρ̃01t ξt + ρ̃10t ξ
∗
t − ρ̃trt

)
dw(t), (120)

dρ̃01t = −i[HS , ρ̃
01
t ]dt− 1

2

{
L†L, ρ̃01t

}
dt+ Lρ̃01t L

†dt+
[
L, ρ̃00t

]
ξ∗t dt

+
(
Lρ̃01t + ρ̃01t L

† + ρ̃00t ξ
∗
t − ρ̃01t rt

)
dw(t), (121)

dρ̃00t = −i[HS , ρ̃
00
t ]dt− 1

2

{
L†L, ρ̃00t

}
dt+ Lρ̃00t L

†dt

+
(
Lρ̃00t + ρ̃00t L

† − ρ̃00t rt
)
dw(t), (122)

gdzie rt = Tr
(
Lρ̃t + ρ̃tL

† + ρ̃10t ξ
∗
t + ρ̃01t ξt

)
, ρ̃10t = (ρ̃01t )†, ρ̃0 = |ψ⟩⟨ψ|, ρ̃010 = 0, oraz ρ̃000 = |ψ⟩⟨ψ|.

Wyniki opublikowane w [H1] można zastosować do różnych uk ladów kwantowych oddzia luj ↪a-

cych z pakietem falowym w stanie jednofotonowym. W pracy [H2] jako uk lad otwarty rozważy lam

atom dwupoziomowy. Wykorzystuj ↪ac ogólne formu ly z [H1] wyznaczy lam warunkow ↪a ewolucj ↪e

atomu dwupoziomowego dla obserwacji zliczaj ↪acej. Celem pracy by lo pokazanie zwi ↪azku mi ↪edzy

ewolucj ↪a warunkow ↪a i bezwarunkow ↪a oraz wykorzystanie trajektorii kwantowych do wyznaczania

statystyki fotonów w polu wyj́sciowym. Ważnym elementem pracy by lo także podanie interpre-

tacji trajektorii kwantowych, gdy pole jednofotonowe oddzia luje z atomem dwupoziomowym.

Stan a priori uk ladu kwantowego oddzia luj ↪acego z polem w stanie jednofotonowym w repre-

zentacji procesu licz ↪acego n(t) ma w chwili t postać

ϱ̃t = ρt|0 +
+∞∑
m=1

∫ t

0
dtm . . .

∫ t3

0
dt2

∫ t2

0
dt1ρt|tm,...,t2,t1 , (123)

gdzie ρt|tm,...,t2,t1 jest operatorem warunkowym zdefiniowanym poprzez

ρt|cond = |αt|cond⟩⟨αt|cond|
∫ +∞

t
ds|ξs|2 + |βt|cond⟩⟨βt|cond|, (124)
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gdzie |αt|cond⟩, |βt|cond⟩ s ↪a wektorami warunkowymi zależnymi od wyników zliczeń fotonów w

polu wyj́sciowym aż do chwili t. Sumowanie wykonywane jest po wszystkich możliwych ścieżkach

detekcji fotonów dla liczby zliczeń zmieniaj ↪acej si ↪e od m = 0 do m = ∞ w przedziale czasu od

0 do t. Wielkość Trρt|0 odpowiada prawdopodobieństwu braku zliczeń (detekcji) od chwili 0

do t, natomiast Trρt|tm,...,t2,t1 dla wszystkich m ≥ 1 jest g ↪estości ↪a prawdopodobieństwa detekcji

fotonów w chwilach t1, t2, . . . , tm takich, że 0 < t1 < t2 < . . . < tm i żadnych innych fotonów od 0

do t. Oczywíscie, dla uk ladu dwupoziomowego niezerowy wk lad pochodzi od maksymalnie dwóch

sk ladników. W przypadku, gdy atom w chwili pocz ↪atkowej znajduje si ↪e w stanie wzbudzonym,

w polu wyj́sciowym zliczymy ostatecznie dwa fotony. Podana w pracy formu la jest uogólnieniem

znanego wzoru na rozwi ↪azanie równania master dla pola w stanie próżni, który można znaleźć

np. w [6].

W pracy [H2] za loży lam, że uk lad S jest atomem dwupoziomowym ze stanem podstawowym

|g⟩ oraz wzbudzonym |e⟩, oraz

HS = −∆0σz, L =
√

Γσ−, (125)

gdzie Γ ∈ R+, σ− = |g⟩⟨e|, σz = |e⟩⟨e| − |g⟩⟨g|, oraz ∆0 = ωc − ω0, gdzie ω0 jest cz ↪estotliwości ↪a

przej́scia mi ↪edzy stanami atomu, a ωc jest cz ↪estotliwości ↪a centraln ↪a pakietu falowego. Korzy-

staj ↪ac z formu l wyznaczonych w [H1], otrzyma lam wektory warunkowe odnosz ↪ace si ↪e do braku

zliczeń fotonów w przedziale od 0 aż do t postaci

|αt|0⟩ =
(
e−i∆0t|g⟩⟨g|+ e(i∆0−Γ

2 )t|e⟩⟨e|
)
|ψ0⟩, (126)

|βt|0⟩ = −
√

Γe(i∆0−Γ
2 )t
∫ t

0
dsξse

(−2i∆0+
Γ
2 )s|e⟩⟨g|ψ0⟩, (127)

gdzie |ψ0⟩ jest pocz ↪atkowym wektorem stanu uk ladu. Z formu l widać, że gdy atom dwupozio-

mowy by l w chwili pocz ↪atkowej w stanie podstawowym i nie zaobserwujemy żadnego fotonu do

chwili t, oznacza to, że atom nie
”
spotka l” jeszcze fotonu pola wej́sciowego i nadal jest w stanie

podstawowym lub
”
spotka l” foton pola, zaabsorbowa l go i pozosta l w stanie wzbudzonym aż

do chwili t. Jeżeli atom w chwili pocz ↪atkowej by l w stanie wzbudzonym i nie zaobserwowali-

śmy fotonu do chwili t, to oznacza tylko nast ↪epuj ↪acy scenariusz – uk lad nie
”
spotka l” jeszcze

fotonu i nadal znajduje si ↪e w stanie wzbudzonym. Wówczas tylko wektor |αt|0⟩ daje niezerowy

wk lad do stanu warunkowego uk ladu. Znajomość wektorów (126), (127) pozwoli la mi otrzymać

nieunormowany stan atomu dwupoziomowego warunkowany brakiem zliczeń fotonów do chwili

t,

ρt|0 =
(
e−i∆0t|g⟩⟨g|+ e(i∆0−Γ

2 )t|e⟩⟨e|
)
|ψ0⟩⟨ψ0|

(
ei∆0t|g⟩⟨g|+ e(−i∆0−Γ

2 )t|e⟩⟨e|
)∫ +∞

t
ds|ξs|2

+Γe−Γt

∣∣∣∣∫ t

0
dsξse

(−2i∆0+
Γ
2 )s
∣∣∣∣2 |⟨ψ0|g⟩|2|e⟩⟨e|. (128)

Bior ↪ac ślad z (128), dosta lam prawdopodobieństwo braku zliczeń fotonów do chwili t postaci

Pt(0) =
(
|⟨ψ0|g⟩|2 + e−Γt|⟨ψ0|e⟩|2

) ∫ +∞

t
ds|ξs|2 + Γe−Γt|⟨ψ0|g⟩|2

∣∣∣∣∫ t

0
dsξse

(−2i∆0+
Γ
2 )s
∣∣∣∣2 . (129)
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Pierwsze wyrażenie w powyższej sumie odnosi si ↪e do scenariusza, w którym uk lad
”
spotka” foton

po czasie t, drugie wyrażenie jest prawdopodobieństwem absorpcji fotonu do chwili t i pozostania

w stanie wzbudzonym aż do chwili t.  Latwo uogólnić ten wynik dla przypadku dowolnego stanu

pocz ↪atkowego.

Dla detekcji jednego fotonu w [t1, t1 + dt) takim, że t1 < t i żadnych innych detekcji w

przedziale od 0 do t, dosta lam

|αt|t1⟩ =
√

Γe−i∆0te(2i∆0−Γ
2 )t1 |g⟩⟨e|ψ0⟩, (130)

|βt|t1⟩ = e−i∆0t

[(
ξt1 − Γ

∫ t1

0
dsξse

(2i∆0−Γ
2 )(t1−s)

)
|g⟩⟨g|

+e(2i∆0−Γ
2 )t
(
ξt1 − Γ

∫ t

t1

dsξse
(2i∆0−Γ

2 )(t1−s)

)
|e⟩⟨e|

]
|ψ0⟩. (131)

Zatem, gdy atom dwupoziomowy by l pocz ↪atkowo w stanie podstawowym, wówczas otrzymujemy

|αt|t1⟩ = 0 i tylko dwa scenariusze s ↪a możliwe. Mianowicie, zliczylísmy bezpośrednio foton pola

wej́sciowego lub też atom zaabsorbowa l foton przed chwil ↪a t1, nast ↪epnie wyemitowa l foton w

[t1, t1 + dt) i pozosta l później w stanie podstawowym do chwili t. Te dwa scenariusze ukryte s ↪a

odpowiednio w pierwszym i drugim wyrażeniu dla wektora |βt|t1⟩. Gdy atom w chwili pocz ↪at-

kowej by l w stanie wzbudzonym, móg l on nie
”
spotkać” fotonu do chwili t, zaobserwowalísmy

wówczas foton wyemitowany przez atom lub atom
”
spotka l” foton przed t i zaobserwowalísmy

bezpośrednio foton pola lub atom wyemitowa l foton w chwili t1, potem zaabsorbowa l foton i

pozosta l w stanie wzbudzonym do chwili t.

Dla detekcji dwóch fotonów w przedzia lach [t1, t1 + dt), [t2, t2 + dt) takich, że 0 < t1 < t2 i

żadnych innych fotonów w przedziale od 0 do t, otrzymujemy

|αt|t2,t1⟩ = 0, (132)

|βt|t2,t1⟩ =
√

Γe−i∆0te(2i∆0−Γ
2 )(t1+t2)

(
ξt1e

−(2i∆0−Γ
2 )t1 + ξt2e

−(2i∆0−Γ
2 )t2

−Γ

∫ t2

t1

dsξse
(−2i∆0+

Γ
2 )s

)
|g⟩⟨e|ψ0⟩. (133)

A zatem, jeżeli obserwujemy dwa fotony, oznacza to, iż jesteśmy pewni, że uk lad
”
spotka l” już

foton pola (|αt|t2,t1⟩ = 0). Wyrażenia w wektorze (133) odpowiadaj ↪a kolejno trzem nast ↪epuj ↪acym

scenariuszom:

• pierwszy foton pochodzi l z pola wej́sciowego, drugi zosta l wyemitowany przez atom,

• pierwszy foton zosta l wyemitowany przez atom, drugi pochodzi l z pola wej́sciowego,

• oba fotony zosta ly wyemitowane przez atom (atom wyemitowa l foton, nast ↪epnie zaabsor-

bowa l foton pola wej́sciowego i później wyemitowa l drugi z zaobserwowanych fotonów).
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Wszystkie te możliwości pojawiaj ↪a si ↪e, gdy prawdopodobieństwo tego, że atom by l w chwili

pocz ↪atkowej w stanie wzbudzonym jest niezerowe.

Dokonuj ↪ac uśrednienia po wszystkich trajektoriach kwantowych, wyznaczy lam ogóln ↪a for-

mu l ↪e dla stanu a priori atomu postaci

ϱ̃t =

[
1− Γe−Γt

∣∣∣∣∫ t

0
dsξse

γs

∣∣∣∣2 − ⟨e|ρ0|e⟩e−Γt

(
1− 4ΓRe

∫ t

0
dt1ξ

∗
t1e

γ∗t1

∫ t1

0
dsξse

−γ∗s

)]
|g⟩⟨g|

+⟨e|ρ0|g⟩e−γt

(
1− 2Γ

∫ t

0
dt1ξt1e

−γ∗t1

∫ t1

0
dsξ∗se

γ∗s

)
|e⟩⟨g|

+⟨g|ρ0|e⟩e−γ∗t

(
1− 2Γ

∫ t

0
dt1ξ

∗
t1e

−γt1

∫ t1

0
dsξse

γs

)
|g⟩⟨e| (134)

+

[
Γe−Γt

∣∣∣∣∫ t

0
dsξse

γs

∣∣∣∣2 + ⟨e|ρ0|e⟩e−Γt

(
1− 4ΓRe

∫ t

0
dt1ξ

∗
t1e

γ∗t1

∫ t1

0
dsξse

−γ∗s

)]
|e⟩⟨e|,

gdzie γ = −2i∆0 + Γ
2 i ρ0 jest stanem pocz ↪atkowym atomu. Jest to ogólny przepis dla stanu

zredukowanego atomu dwupoziomowego oddzia luj ↪acego z biegn ↪acym polem w jednofotonowym

stanie Focka. Jak widać, stan uk ladu w chwili t zależy od stanu pocz ↪atkowego atomu oraz profilu

fotonu, ξt.  Latwo sprawdzić, że w granicy d lugiego czasu, t → +∞, atom zmierza do stanu

podstawowego. Zauważmy, że dla atomu, który w chwili pocz ↪atkowej znajdowa l si ↪e w stanie

podstawowym, dostajemy z (134) znan ↪a w literaturze [45, 47] formu l ↪e na prawdopodobieństwo

wzbudzenia atomu w chwili t,

P (t) = Γe−Γt

∣∣∣∣∫ t

0
dsξse

γs

∣∣∣∣2 . (135)

Rozk lad stanu zredukowanego na trajektorie kwantowe przynosi korzyść w postaci formu l na

g ↪estości prawdopodobieństw zliczeń fotonów w polu wyj́sciowym. Formu ly te pozwalaj ↪a w pe lni

scharakteryzować statystyk ↪e fotonów pola wyj́sciowego. W pracy [H2] pokaza lam także w jaki

sposób można wykorzystać wektory warunkowe do wyznaczenia formu l na rozk lady prawdopo-

dobieństw czasów oczekiwania na zliczenia kolejnych fotonów w polu wyj́sciowym. Pozwalaj ↪a

one, oczywíscie, otrzymać średnie czasy zliczeń fotonów. Średni czas pierwszego zliczenia można

wyznaczyć ze wzoru

t1 =

∫ +∞

0
dt1t1p(t1), (136)

gdzie

p(t1) = e−Γt1

(
Γ

∫ +∞

t1

ds|ξs|2 + |ξt1 |2
)
⟨e|ρ0|e⟩+

∣∣∣∣ξt1 − Γ

∫ t1

0
dsξse

(2i∆0−Γ
2 )(t1−s)

∣∣∣∣2 ⟨g|ρ0|g⟩.(137)

Gdy atom w chwili pocz ↪atkowej znajduje si ↪e w stanie wzbudzonym zaobserwujemy w polu

wyj́sciowym dwa fotony. Średni czas drugiego zliczenia otrzymujemy z formu ly

t2 =

∫ +∞

0
dt2t2

∫ t2

0
dt1p(t2, t1), (138)

gdzie

p(t2, t1) = Γe−Γ(t1+t2)

∣∣∣∣ξt1e−(2i∆0−Γ
2 )t1 + ξt2e

−(2i∆0−Γ
2 )t2 − Γ

∫ t2

t1

dsξse
(−2i∆0+

Γ
2 )s
∣∣∣∣2 . (139)
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Rysunek 3: Uk lad S oddzia luje z dwukierunkowym polem: poruszaj ↪acym si ↪e w prawo polem

jednofotonowym |1ξ⟩ i poruszaj ↪acym si ↪e w lewo, polem w stanie próżni.

W pracy [H2] pokaza lam także, że z procesem stochastycznym, n(t), opisuj ↪acym zliczenia fo-

tonów w polu wyj́sciowym, można zwi ↪azać dla ustalonego czasu t miar ↪e dodatnio określonych

operatorów {Mt|m} indeksowan ↪a przez liczb ↪e rejestrowanych fotonów m = 0, 1, 2 do chwili t.

Pozwoli lo to otrzymać ogólny przepis na średni ↪a liczb ↪e fotonów rejestrowanych mi ↪edzy chwil ↪a

0 i t oraz parametr Mandela, Qt, dla pola wyj́sciowego. W rozdziale końcowym, wyniki zosta ly

zilustrowane graficznie dla dwóch impulsów: prostok ↪atnego oraz wyk ladniczego o wartościach

malej ↪acych.

Praca [H3] jest poświ ↪econa rozpraszaniu pakietu falowego w stanie jednofotonowym na uk la-

dzie kwantowym. Rozpraszanie świat la jest jednym z podstawowych zagadnień optyki kwan-

towej. W ostatnim czasie podj ↪eto wiele wysi lku, aby opisać rozpraszanie świat la w stanie N -

fotonowym na różnych uk ladach kwantowych. Celem pracy [H3] by lo pokazanie, że model zde-

rzeniowy oraz trajektorie kwantowe dostarczaj ↪a wygodnych narz ↪edzi do analizowania rozprasza-

nia świat la w stanie nieklasycznym na uk ladach kwantowych. W pracy [H3] rozważy lam uk lad

kwantowy S oddzia luj ↪acy z otoczeniem E b ↪ed ↪acym dwukierunkowym polem bozonowym, mode-

lowanym poprzez dwa  lańcuchy kubitów. Obrazowo można sobie wyobrazić, że jeden z  lańcuchów

opisuje pole biegn ↪ace w prawo, drugi odnosi si ↪e do pola biegn ↪acego w lewo. Pierwszy z nich jest

w stanie spl ↪atanym b ↪ed ↪acym dyskretnym odpowiednikiem ci ↪ag lomodowego stanu pojedynczego

fotonu, a drugi  lańcuch jest przygotowywany w stanie próżni; co oznacza, że wszystkie jego ku-

bity znajduj ↪a si ↪e w stanie podstawowym. Za loży lam, że kubity otoczenia nie oddzia luj ↪a ze sob ↪a,

ale oddzia luj ↪a kolejno z uk ladem S. W danym momencie uk lad S oddzia luje tylko z dwoma

kubitami: jednym nadchodz ↪acym z lewej i drugim z prawej strony. Przyj ↪e lam, że każde oddzia-

 lywanie (
”
zderzenie”) ma taki sam czas trwania oraz że każdy z kubitów wchodzi w interakcj ↪e z

uk ladem S tylko raz. Po oddzia lywaniu z uk ladem S wykonywany jest podwójny pomiar: na polu

biegn ↪acym w prawo i polu biegn ↪acym w lewo. Schemat dynamiki uk ladu z lożonego pokazano na

Rysunku 3.

Korzystaj ↪ac z modelu zderzeniowego i narz ↪edzi stochastycznych, wyznaczy lam statystyk ↪e

zliczeń fotonów dla dwukierunkowego pola wyj́sciowego. Wyznaczy lam najpierw analityczne for-

mu ly dla dyskretnych trajektorii kwantowych powi ↪azanych z dwuwymiarowym procesem licz ↪a-

cym by nast ↪epnie otrzymać formu ly dla ci ↪ag lej w czasie obserwacji pola wyj́sciowego. Wyrażenia

te maj ↪a ogóln ↪a postać i mog ↪a być użyte do scharakteryzowania rozpraszania świat la na różnych
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uk ladach kwantowych.

Jako przyk lad zastosowania otrzymanych formu l rozważy lam rozpraszanie świat la na atomie

dwupoziomowym. Oprócz pe lnej charakterystyki liczby zliczanych fotonów z dwóch kierunków,

w pracy [H3] znaleźć można także wyrażenia na g ↪estości prawdopodobieństw czasów detekcji

fotonów. Formu ly zosta ly wyznaczone dla dowolnego profilu fotonu oraz dowolnego stanu po-

cz ↪atkowego atomu. Pos luguj ↪ac si ↪e formu lami dla zależnych od wyników pomiarów wektorów

warunkowych, określi lam prawdopodobieństwa braku zliczeń fotonów do danej chwili, prawdo-

podobieństwo zliczenia jednego fotonu z prawej i zero fotonów z lewej, PR(t), i odwrotnie —

jednego fotonu z lewej i zero fotonów z prawej, PL(t). Ponadto, prawdopodobieństwo dwóch

zliczeń z prawej, PRR(t), oraz prawdopodobieństwo dwóch zliczeń z lewej strony, PLL(t), do

chwili t. A także detekcji z lewej i później z prawej strony, PRL(t), i odpowiednio najpierw z

prawej, a potem z lewej, PLR(t), do chwili t. Odpowiadaj ↪ace im g ↪estości prawdopodobieństw

zależ ↪a od stanu pocz ↪atkowego atomu, profilu czasowego fotonu oraz wielkości odstrojenia od

rezonansu. Na tej postawie można wyznaczyć średni ↪a liczb ↪e zliczeń z lewej ⟨NL(t)⟩ i średni ↪a

liczb ↪e zliczeń z prawej strony ⟨NR(t)⟩ do danego momentu. Przyk ladowe wyniki dla malej ↪acego

wyk ladniczo impulsu przedstawia Rysunek 4. Oczywíscie, otrzymane wyniki pozwalaj ↪a również

na wyprowadzenie asymptotycznych prawdopodobieństw przej́scia i odbicia fotonu. Asympto-

tyczne prawdopodobieństwa rozpraszania by ly badane innymi metodami w pracach [95–98]. W

pracy [H3] poda lam ogólne formu ly na asymptotyczne wartości prawdopodobieństw charakte-

ryzuj ↪acych rozproszenie dla dowolnego stanu pocz ↪atkowego atomu i fotonu o malej ↪acym profilu

wyk ladniczym. Otrzymane w [H3] wyniki s ↪a z zgodne z wynikami cytowanych prac.

Oprócz wielkości odstrojenia, wp lyw pola jednofotonowego na ewolucj ↪e atomu dwupoziomo-

wego zależy od kszta ltu impulsu i tego jak d lugo trwa impuls, a dok ladniej od relacji mi ↪edzy

średnim czasem oddzia lywania impulsu z uk ladem dwupoziomowym i czasem życia stanu wzbu-

dzonego atomu ze wzgl ↪edu na emisj ↪e spontaniczn ↪a. Zmieniaj ↪ac parametry impulsu wp lywamy

na to, w jaki sposób świat lo jest rozpraszane. W pracy wyznaczy lam także wyrażenia na średnie

czasy zliczeń fotonów dla podanego profilu.

Wyniki pracy [H3] mog ↪a być bezpośrednio wykorzystane do wyznaczenia statystyk dla roz-

proszonego świat la na innych uk ladach kwantowych, np. na wn ↪ece rezonansowej. Wyniki po-

zwalaj ↪a także otrzymać formu l ↪a na stan pola wyj́sciowego. W obszernym suplemencie do pracy

[H3] znajduje si ↪e wyprowadzenie uk ladu równań filtracji dla uk ladu kwantowego oddzia luj ↪acego

z podanym polem dwukierunkowym.

4.2.5 Niemarkowska dynamika kubitu oddzia luj
↪
acego z polem jednofotonowym

Dowolny uk lad kwantowy nigdy w rzeczywistości nie jest idealnie odizolowany i dlatego powien

być traktowany jako uk lad otwarty [8]. Ewolucja uk ladu otwartego nie jest unitarna, a od-

dzia lywanie z otoczeniem prowadzi mi ↪edzy innymi do procesów dyssypacji i dekoherencji. Gdy

oddzia lywanie mi ↪edzy uk ladem a otoczeniem jest wystarczaj ↪aco s labe i warunki doświadczenia

pozwalaj ↪a zastosować przybliżenie Markowa, ewolucja uk ladu otwartego dana jest równaniem
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Rysunek 4: Charakterystyka zliczeń fotonów w polu wyj́sciowym dla malej ↪acego profilu wyk lad-

niczego w przypadku rezonansu dla wybranych parametrów fotonu wraz z g ↪estościami prawdo-

podobieństwa czasów zliczeń fotonów dla atomu wzbudzonego w chwili pocz ↪atkowej.

master ρ̇ = Lρ, przy czym L jest generatorem postaci

L(ρ) = −i[HS , ρ] +
∑
k

γk

(
LkρL

†
k −

1

2
{L†

kLk, ρ}
)
, (140)

gdzie HS oznacza hamiltonian efektywny uk ladu (w l ↪aczaj ↪ac w to korekt ↪e przesuni ↪ecia Lamba),

Lk s ↪a operatorami Lindblada, a γk ≥ 0. W reżimie niemarkowskim, ze wzgl ↪edu na korela-

cje mi ↪edzy uk ladem i jego otoczeniem, zredukowana ewolucja systemu nie jest określona przez

równanie (140). W przypadku ewolucji niemarkowskiej, obserwuje si ↪e charakterystyczne efekty

pami ↪eciowe, takie jak przep lyw wsteczny informacji od otoczenia do uk ladu lub rekoherencja.

W artykule [H4] przeanalizowano niemarkowski charakter dynamiki uk ladu dwupoziomowego

(kubitu) oddzia luj ↪acego z pakietem jednofotonowym. Pole jednofotonowe scharakteryzowane jest

poprzez cz ↪estotliwość centraln ↪a oraz profil czasowy ξ(t), gdzie t ∈ R. Zaznaczyć należy, że ξ(t)

jest wolno zmieniaj ↪ac ↪a si ↪e obwiedni ↪a impulsu jednofotonowego. W rozważonym przypadku za

wszystkie niemarkowskie efekty dynamiki kubitu odpowiadaj ↪a korelacje czasowe pola. Uzyskana

w ramach formalizmu wej́scia-wyj́scia, ewolucja zredukowana kubitu jest określona przez hie-

rarchiczny uk lad równań master. Przedstawione w pracy ogólne rozwi ↪azanie tego uk ladu sta lo

si ↪e punktem wyj́scia do wykazania, że rozważany uk lad jest równoważny jednemu lokalnemu w

czasie równaniu master. Cen ↪a za t ↪e redukcj ↪e jest wysoce nietrywialna postać wspó lczynników
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definiuj ↪acych lokalne w czasie równanie. Wspó lczynniki γ±(t), γz(t), rz ↪adz ↪ace procesami t lu-

mienia (ch lodzenia), ogrzewania i dekoherencji, zależ ↪a od czasu i s ↪a w pe lni scharakteryzowane

przez profil pakietu falowego oraz wartość odstrojenia od rezonansu. Znajomość formu l definiu-

j ↪acych te wspó lczynniki, pozwoli la w pracy określić wskaźniki niemarkowości dynamiki kubitu.

Ustalono, że w ogólnym przypadku odzworowanie dynamiczne rz ↪adz ↪ace ewolucj ↪a kubitu nie jest

odwracalne, co implikuje osobliwości wspó lczynników γ±(t), γz(t) tzn. w chwilach, w których od-

wzorowanie jest nieodwracalne, wartości wspó lczynników nie s ↪a określone. Co ciekawe, mimo że

wspó lczynniki nie s ↪a określone w pewnych chwilach, równanie master ma w dowolnym momencie

regularne rozwi ↪azanie.

W pracy podano ogólny warunek na odwracalność odwzorowania dynamicznego dla kubitu.

Pokazano, że ewolucja kubitu nigdy nie jest CP-podzielna, ale jednocześnie w przypadku re-

zonansu może spe lniać warunek BLP. Ponadto sprawdzono, że ewolucja kubitu jest wiecznie

niemarkowska [99,100] tzn. w dowolnej chwili co najmniej jeden ze wspó lczynników γ±(t), γz(t)

jest ujemny.

Szczegó lowo opisano sytuacj ↪e pola jednofotonowego o malej ↪acym profilu wyk ladniczym. Tu-

taj dla rezonansu podano warunek odwracalności odwzorowania dynamicznego. Zbadano ana-

litycznie zachowanie asymptotyczne wspó lczynników określaj ↪acych równanie lokalne w czasie.

Sprawdzo, że zawsze, niezależnie od parameterów fotonu, co najmniej jeden ze wspó lczynników

w danej chwili ma wartość ujemn ↪a. W pracy przedstawiono także wyniki analiz numerycznych

dla przypadku rezonasu i poza rezonansem. Scenariusz poza rezonansem okaza l si ↪e być znacznie

bardziej skomplikowany, ponieważ liczba punktów osobliwych dla generatora czasowo-lokalnego

w dużym stopniu zależy od parametru odstrojenia.

W pracy rozważono kubit oddzia luj ↪acy z dwukierunkowym polem elektromagnetycznym.

Za lożono, że z jednego kierunku biegnie pole jednofotonowe, z drugiego kierunku pole w stanie

próżni. Zapisany w obrazie oddzia lywania eliminuj ↪acym swobodn ↪a ewolucj ↪e pola hamiltonian

oddzia lywania ma postać

Hint(t) = i
√

Γ1

(
σ−a

†
1(t)− σ+a1(t)

)
+ i
√

Γ2

(
σ−a

†
2(t)− σ+a2(t)

)
, (141)

gdzie ai(t) oraz a†i (t) s ↪a kwantowymi operatorami bia lego szumu [9] spe lniaj ↪acymi relacje komu-

tacji

[ai(t), a
†
j(t

′)] = δijδ(t− t′), (142)

a Γ1 oraz Γ2 s ↪a dodatnimi sta lymi definiuj ↪acymi sprz ↪eżenie, σ− = |g⟩⟨e|, σ+ = |e⟩⟨g|, gdzie przez

|e⟩ oraz |g⟩ oznaczono odpowiednio stany wzbudzony i podstawowy kubitu. W tym przypadku

ewolucja kubitu określona jest poprzez hierachiczny uk lad równań różniczkowych dla operatorów

ϱkl z k, l = 0, 1:

ϱ̇11(t) = Lϱ11(t) +
√

Γ1 ξ
∗(t)[σ−, ϱ

10(t)]−
√

Γ1 ξ(t)[σ+, ϱ
01(t)], (143)

ϱ̇10(t) = Lϱ10(t)−
√

Γ1 ξ(t)
[
σ+, ϱ

00(t)
]
, (144)

ϱ̇01(t) = Lϱ01(t) +
√

Γ1 ξ
∗(t)

[
σ−, ϱ

00(t)
]
, (145)

ϱ̇00(t) = Lϱ00(t) (146)
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z superoperatorem

L(ϱ) = − i∆0

2
[ϱ, σz]− Γ

2
{σ+σ−, ϱ}+ Γσ−ϱσ+, (147)

gdzie Γ = Γ1 + Γ2, ∆0 = ωc − ω0, σz = |e⟩⟨e| − |g⟩⟨g|. Tutaj ωc jest cz ↪estotliwości ↪a centraln ↪a

impulsu, a ω0 cz ↪estotliwości ↪a przej́scia uk ladu dwupoziomowego. Operator g ↪estości uk ladu dany

jest przez ρ(t) := ϱ11(t) i w chwili pocz ↪atkowej t = 0 mamy

ϱ11(0) = ϱ00(0) = ρ(0) , ϱ01(0) = ϱ10(0) = 0. (148)

Zauważmy, że ϱ10(t) =
(
ϱ01(t)

)†
. Operator ρ(0) definiuje stan uk ladu w chwili pocz ↪atkowej.

Podkreślmy, że ξ(t) jest wolnozmienn ↪a si ↪e obwiedni ↪a impulsu jednofotonowego.

W pracy podano rozwiazanie analityczne uk ladu równań (143)-(146). Można sprawdzić, że

odwzorowanie dynamiczne Λt reprezentuj ↪ace ewolucj ↪e kubitu ma postać

ρ(0) → ρ(t) = Λtρ(0) =

(
1− Pe(t) C(t)ρge(0)

C∗(t)ρeg(0) Pe(t)

)
, (149)

gdzie obsadzenie stanu wzbudzonego Pe(t) = ρee(t) jest dane przez

Pe(t) = A(t) +B(t)Pe(0), (150)

gdzie

A(t) = κΓe−Γt

∣∣∣∣∫ t

0
dsξ(s)e(−i∆0+

Γ
2 )s
∣∣∣∣2 , (151)

B(t) = e−Γt

(
1− 4κΓRe

∫ t

0
dsξ∗(s)e(i∆0+

Γ
2 )s
∫ s

0
dτξ(τ)e(−i∆0−Γ

2 )τ
)
, (152)

C(t) = e(−i∆0−Γ
2 )t
(

1− 2κΓ

∫ t

0
dsξ∗(s)e(i∆0−Γ

2 )s
∫ s

0
dτξ(τ)e(−i∆0+

Γ
2 )τ
)
. (153)

Tutaj κ = Γ1/Γ, a zatem κ ∈ [0, 1]. Jeśli κ = 0, uk lad oddzia luje tylko z polem w stanie próżni,

jeśli κ = 1 uk lad oodzia luje tylko z cz ↪eści ↪a jednofotonow ↪a pola. Powyższe wzory dostarczaj ↪a

pe lnego opisu ewolucji kubitów dla dowolnego profilu fotonu ξ(t). Stan asymptotyczny uk ladu

jest uniwersalny. Atom ostatecznie relaksuje do stanu podstawowego |g⟩ niezależnie od ξ(t). Na-

leży jednak podkreślić, że |g⟩⟨g| nie jest niezmienniczym stanem ewolucji. To zasadnicza różnica

mi ↪edzy pó lgrup ↪a markowsk ↪a a ewolucj ↪a niemarkowsk ↪a. Dla pó lgrupy stan asymptotyczny zawsze

definiuje stan niezmienniczy.

Istniej ↪a dwa zasadniczo różne scenariusze ewolucji kubitu:

1. Jeśli B(t) > 0 oraz |C(t)| > 0 dla dowolnego t ≥ 0, wówczas odwzorowanie dynamiczne

Λt jest odwracalne (wartości w lasne {B(t), C(t), C∗(t)} nie znikaj ↪a), tzn. że znaj ↪ac stan

uk ladu ρ(t) w chwili t możemy ustalić jego stan pocz ↪atkowy ρ(0).

2. Odwzorowanie dynamiczne Λt nie jest odwracalne, jeżeli istnieje t <∞ takie, że B(t) = 0

lub C(t) = 0.
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Analiz ↪e niemarkowskiego charakteru ewolucji kubitu, wygodnie jest prowadzić dysponuj ↪ac

lokalnym w czasie równaniem master dla operatora g ↪estości uk ladu. Formula (149) określaj ↪aca

zależność od czasu operatora g ↪estości ρ(t) definiuje odwzorowanie dynamiczne ρ(0) → Λtρ(0).

Różniczkuj ↪ac (149) wzgl ↪edem czasu wykazano, że Λt spe lnia lokalne w czasie równanie master

Λ̇t = LtΛt, z generatorem postaci

Lt(ρ) = −iω(t)

2
[σz, ρ] +

γ+(t)

2

(
σ+ρσ− −

1

2
{σ−σ+, ρ}

)
+
γ−(t)

2

(
σ−ρσ+ −

1

2
{σ+σ−, ρ}

)
+
γz(t)

2
(σzρσz − ρ), (154)

gdzie σ± = 1
2(σx ± iσy) i σx, σy, σz s ↪a operatorami Pauliego. Rzeczywiste, zależne od czasu

wspó lczynniki γ+(t), γ−(t) oraz γz(t), opisuj ↪ace, odpowiednio, pompowanie, t lumienie oraz czy-

ste defazowanie, s ↪a określone przez zależności

γ+(t) = 2
Ȧ(t)B(t)−A(t)Ḃ(t)

B(t)
, γ−(t) = −2

Ḃ(t)

B(t)
− γ+(t), (155)

γz(t) =
1

2

Ḃ(t)

B(t)
−

d
dt |C(t)|
|C(t)|

=
1

2

Ḃ(t)

B(t)
− Re

Ċ(t)

C(t)
(156)

oraz

ω(t) =
Ċ(t)|C(t)| − C(t) d

dt |C(t)|
iC(t)|C(t)|

= Im
Ċ(t)

C(t)
. (157)

Dla lokalnego w czasie generatora (154) można przedstawić nast ↪epuj ↪ac ↪a charakterystyk ↪e [100,

101].

Twierdzenie 3 Ewolucja kubitu generowana przez (154)

• jest CP-podzielna wtedy i tylko wtedy, gdy γ±(t) ≥ 0 and γz(t) ≥ 0,

• jest P-podzielna wtedy i tylko wtedy, gdy

γ±(t) ≥ 0,
√
γ+(t)γ−(t) + 2γz(t) ≥ 0, (158)

• spe lnia warunek BLP wtedy i tylko wtedy, gdy

γ+(t) + γ−(t) ≥ 0, γ+(t) + γ−(t) + 4γz(t) ≥ 0, (159)

• spe lnia warunek geometryczny (13) wtedy i tylko wtedy, gdy

γ+(t) + γ−(t) + 2γz(t) ≥ 0, (160)

dla każdego t ≥ 0.

W pracy udowodniono nast ↪epuj ↪ace twierdzenie.
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Twierdzenie 4 Niech ∆0 = 0 oraz ξ(t) ∈ R+. Jeżeli B(t) > 0 dla dowolnego t > 0, wówczas

nie ma przep lywu wstecznego informacji (warunek BLP jest spe lniony). Ponadto, C(t) > 0 dla

dowolnego t > 0 oraz koherencja, określona poprzez C(t)|ρge(0)|, maleje monotonicznie w czasie.

Jak również,

γ+(t) ≥ 0 , γ−(t) ≥ 2Γ , γz(t) ≤ 0, (161)

i st ↪ad ewolucja jest wiecznie niemarkowska.

W pracy przedstawiono wyniki analiz dla malaj ↪acego impulsu wyk ladniczego

ξ(t) =

0 for t < 0√
Γpe

−Γpt/2 for t ≥ 0,
(162)

gdzie Γp = αΓ i α > 0. W tym przypadku wyznaczono dla rezonansu analityczne formu ly

dla funkcji A(t), B(t) oraz C(t) i w sposób jawny zapisano wspó lczynniki γ±(t), γz(t). Warto

zaznaczyć, że nawet w tym prostym przyk ladzie, otrzymano dość skomplikowane formu ly.

W pracy udowodniono nast ↪epuj ↪ace twierdzenia.

Twierdzenie 5 Maksymalna wartość prawdopodobieństwa wzbudzenia uk ladu dwupoziomowego

przez pole jednofotonowe o malej ↪acym profilu wyk ladniczym,

Pmax
e =

4κ

e2
, (163)

jest osi ↪agana dla α = 1 oraz ∆0 = 0 w chwili t = 2/Γ.

Twierdzenie 6 Ewolucja kubitu dla impulsu (162) w przypadku rezonansu jest odwracalna wtedy

i tylko wtedy, gdy α ≥ 8κ+ 1.

Wniosek 1 W przypadku, gdy ∆0 = 0 oraz α ≥ 8κ + 1, ewolucja spe lnia warunek BLP tzn. nie

mam
”

powrotu informacji” do uk ladu.

Twierdzenie 7 W przypadku rezonansu otrzymano nast ↪epuj ↪ace asymptotyczne zachowanie dla

wspó lczynników γ±(t) i γz(t):

• dla α ≥ 1

lim
t→∞

γ+(t) = lim
t→∞

γz(t) = 0 , lim
t→∞

γ−(t) = 2Γ, (164)

• dla α ∈ (0, 1)

lim
t→∞

γ+(t) = 0 , lim
t→∞

γz(t) =
1

4
Γ(1− α) , lim

t→∞
γ−(t) = Γ(1 + α). (165)

St ↪ad otrzymano asymptotyczne wyniki

• dla α ≥ 1

Lt(ρ) → Γ

(
σ−ρσ+ −

1

2
{σ+σ−, ρ}

)
, (166)
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• dla α ∈ (0, 1)

Lt(ρ) → Γ(1 + α)

2

(
σ−ρσ+ −

1

2
{σ+σ−, ρ}

)
+

Γ(1− α)

8
(σzρσz − ρ). (167)

Twierdzenie 5 odnosi si ↪e do warunków optymalnego wzbudzenia uk ladu dwupoziomowego po-

przez pole jednofotonowe. W pracy znajduj ↪a si ↪e także wyniki analiz numerycznych. Tutaj podano

przyk ladowe wykresy dla przypadku rezonansu dla dwóch sytuacji: dynamiki odwracalnej i nie-

odwracalnej (Rys. 5 oraz Rys. 6). Analiza numeryczna pokaza la, że w przypadku rezonansu

P-podzielność i warunek BLP pokrywaj ↪a si ↪e. Ponadto,

∀t ≥ 0 γ+(t)γz(t) ≤ 0. (168)

Sprawdzono, że co najmniej jeden ze wspó lczynników jest ujemny w danym momencie.

Rysunek 5: Wykresy A(t), B(t), C(t) i Pe(t) dla κ = 1, ∆0 = 0 i Pe(0) = 0.5. Po lewej: ewolucja

odwracalna α = 9.5. Po prawej: ewolucja nieodwracalna α = 1.

Rysunek 6: Wykresy γ+(t), γ−(t) i γz(t) dla Γ = 1, κ = 1, ∆0 = 0. Po lewej: ewolucja odwracalna

α = 9.5. Po prawej: ewolucja nieodwracalna α = 1.

W pracy szczegó lowo opisano wyniki poza rezonansem. Porównywano zachowanie różnych

wskaźników ewolucji niemarkowskiej. Odwracalność dynamiki nie gwarantowa la tutaj spe lnienia

warunku BLP. Sprawdzono, że w tym przypadku P-podzielność i warunek BLP nie pokrywaj ↪a

si ↪e.
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4.2.6 Równania filtracji i trajektorie kwantowe dla uk ladu otwartego oddzia luj
↪
acego z polem

w stanie Focka

W artykule [H5] opisano ewolucj ↪e stochastyczn ↪a uk ladu kwantowego oddzia luj ↪acego z jedno-

kierunkowym polem bozonowym przygotowanym w stanie Focka. W pracy rozważono przypa-

dek, gdy fotony pola maj ↪a takie same profile czasowe. Do wyznaczenia warunkowej ewolucji

uk ladu kwantowego, zastosowano model powtarzaj ↪acych si ↪e oddzia lywań i pomiarów. Otoczenie

uk ladu otwartego zdefiniowano jako  lańcuch nieoddzia luj ↪acych ze sob ↪a oscylatorów harmonicz-

nych, które s ↪a przygotowane w stanie spl ↪atanym, b ↪ed ↪acym dyskretnym odpowiednikiem stanu

N -fotonowego pola ci ↪ag lomodowego. Spl ↪atanie oscylatorów harmonicznych prowadzi do niemar-

kowskiej ewolucji uk ladu otwartego.

Ewolucj ↪e warunkow ↪a, opisan ↪a poprzez uk lad (N + 1)2 sprz ↪eżonych równań filtracji, wyzna-

czono dla obserwacji zliczaj ↪acej fotony pola wyj́sciowego. Uk lad różniczkowych równań filtracji

otrzymano wyznaczaj ↪ac w pierwszej kolejności uk lad równań różnicowych dla ewolucji dyskret-

nej. W pracy otrzymano formu ly dla trajektorii kwantowych powi ↪azanych ze stochastycznym

procesem licz ↪acym oraz opisano statystyk ↪e fotonów pola wyj́sciowego. Przedstawiono także roz-

wi ↪azanie uk ladu równań master zarówno dla ewolucji dyskretnej jak i ci ↪ag lej. Dla wektorów

warunkowych, definiuj ↪acych trajektorie kwantowe, przedstawiono technik ↪e diagramow ↪a u latwia-

j ↪ac ↪a ich wyznaczenie i podanie ich interpretacji fizycznej. Należy podkreślić, że otrzymane w

pracy wyniki maj ↪a charakter ogólny, mog ↪a być zastosowane do różnych kwantowych uk ladów

otwartych.

Przestrzeń Hilberta otoczenia dana jest jako

HE =
+∞⊗
k=0

HE,k, (169)

gdzieHE,k opisuje przestrzeń Hilberta oscylatora, który oddzia luje z S w przedziale [kτ, (k+1)τ).

Przez bk oraz b†k oznaczono w pracy operatory anihilacji i kreacji oscylatora o numerze k:

bk|N⟩k =
√
N |N − 1⟩k, b†k|N⟩k =

√
(N + 1)|N + 1⟩k, (170)

gdzie |N⟩k jest stanem liczby cz ↪astek w przestrzeni Hilberta HE,k. Operatory kreacji i anihilacji

spe lniaj ↪a kanoniczne relacje komutacji postaci

[bl, bk] = 0, [b†l , b
†
k] = 0, [bl, b

†
k] = δlk. (171)

Ewolucja unitarna uk ladu z lożonego E + S opisuj ↪aca ci ↪ag kolejnych oddzia lywań (zderzeń) do

chwili jτ dla j ≥ 1 dana jest jako

Ujτ = Vj−1Vj−2 . . .V0, U0 = 1, (172)

z Vk dzia laj ↪acym nietrywialnie tylko w HE,k ⊗HS , w taki sposób, że

Vk = 1
k−1]
E ⊗V[k, (173)

oraz V[k = exp (−iτHk) z hamiltonianem

Hk = 1
[k
E ⊗HS +

i√
τ

(
b†k ⊗ 1

[k+1
E ⊗ L− bk ⊗ 1

[k+1
E ⊗ L†

)
. (174)
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Tutaj HS jest hamiltonianem uk ladu oraz S, L ∈ B(HS), gdzie B(HS) jest przestrzeni ↪a liniow ↪a

operatorów ograniczonych dzia laj ↪acych w HS . Dla uproszczenia, przyj ↪eto ℏ = 1. Korzystaj ↪ac z

reprezentacji Focka zapisano

exp (−iτHk) =
∑
MM ′

|M⟩k⟨M ′|k ⊗ 1
[k+1
E ⊗ VMM ′ , M,M ′ = 0, 1, 2, . . . , (175)

gdzie VMM ′ ∈ B(HS).

Za lożono, że stan pocz ↪atkowy uk ladu z lożonego zadany jest poprzez wektor stanu

|Nξ⟩ ⊗ |ψ⟩, (176)

gdzie |ψ⟩ jest stanem pocz ↪atkowym uk ladu S, |Nξ⟩ jest stanem N -fotonowym otoczenia zdefi-

niowanym jako

|Nξ⟩ =
1√
N !

(
b†
ξ

)N
|vac⟩, (177)

gdzie |vac⟩ = |0⟩0 ⊗ |0⟩1 ⊗ |0⟩2 ⊗ |0⟩3 ⊗ . . . jest wektorem próżni w HE , oraz

b†
ξ :=

+∞∑
k=0

√
τξkb

†
k, b†

k = 1
k−1]
E ⊗ b†k ⊗ 1

[k+1
E . (178)

Przyj ↪eto, że b†
0 = b†0 ⊗ 1

[1
E , ξk ∈ C oraz

∑+∞
k=0 τ |ξk|2 = 1. Można sprawdzić, że

bk|Nξ⟩ =
√
Nτξk|(N − 1)ξ⟩. (179)

Wektor (177) jest dyskretnym odpowiednikiem ci ↪ag lomodowego stanu Focka postaci [36–38,40]

|Nξ⟩ =
1√
N !

(∫ +∞

0
ξtdB

†
t

)N

|vac⟩. (180)

Zak ladamy, że po każdym oddzia lywaniu wykonywany jest pomiar na kolejnych elementach oto-

czenia tuż po ich oddzia lywaniu z uk ladem S. W pracy rozważono pomiar obserwabli otoczenia

Nk = b†kbk, k = 0, 1, . . . . (181)

Do opisu wszystkich wyników pomiarów obserwabli (181) otrzymanych do chwili jτ użyto wek-

tora losowego ηηηj = (ηj , ηj−1, . . . , η1). Podstawowy wynik dla modelu dyskretnego można zapisać

w postaci nast ↪epuj ↪acego twierdzenia.

Twierdzenie 8 Stan warunkowy uk ladu S oraz tej cz ↪eści otoczenia, która nie oddzia lywa la z S
do jτ dla stanu pocz ↪atkowego (176) i pomiarów obserwabli (181) ma w chwili jτ postać

|Ψ̃j|ηηηj ⟩ =
|Ψj|ηηηj ⟩√
⟨Ψj|ηηηj |Ψj|ηηηj ⟩

, (182)

gdzie nieunormowany wektor |Ψj|ηηηj ⟩ ∈ H
[j
E ⊗HS określony jest jako

|Ψj|ηηηj ⟩ =

N∑
M=0

|Mξ⟩[j,+∞) ⊗ |ψM
j|ηηηj ⟩. (183)
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Ponadto, |Mξ⟩[j,+∞) jest nieunormowanym wektorem z przestrzeni H[j
E takim, że

|Mξ⟩[j,+∞) =
1√
M !

√τξjb†j ⊗ 1[j+1
E +

+∞∑
k=j+1

1
[j,k−1]
E ⊗

√
τξkb

†
k ⊗ 1

[k+1
E

M

|vac⟩[j,+∞), (184)

gdzie |vac⟩[j,+∞) = |0⟩j ⊗ |0⟩j+1 ⊗ . . ., oraz wektory warunkowe |ψ0
j|ηηηj ⟩, |ψ

1
j|ηηηj ⟩,. . . , |ψN

j|ηηηj ⟩ z HS

spe lniaj ↪a uk lad sprz ↪eżonych równań rekurencyjnych:

|ψM
j+1|ηηηj+1

⟩ =

N−M∑
M ′=0

√(
M +M ′

M ′

)(√
τξj
)M ′

Vηj+1M ′ |ψM+M ′

j|ηηηj ⟩, (185)

gdzie Vηj+1M ′ ∈ B(HS) s ↪a zdefiniowane poprzez (175), oraz pocz ↪atkowo |ψN
j=0⟩ = |ψ⟩, |ψM

j=0⟩ = 0

dla 0 ≤M ≤ N − 1.

Użyto tutaj oznaczenia |0ξ⟩[j,+∞) = |vac⟩[j,+∞). Zauważmy, że wektor |Ψ̃j|ηηηj ⟩ jest stanem spl ↪ata-

nym uk ladu S oraz pola wej́sciowego, czyli tej cz ↪eści otoczenia, która nie oddzia lywa la jeszcze z

S. Zaznaczmy, że wektory {|Mξ⟩[j,+∞), 1 ≤M ≤ N} dla różnych M s ↪a wzajemnie ortogonalne.

Wektor |Ψj|ηηηj ⟩ ma nast ↪epuj ↪ac ↪a interpretacj ↪e fizyczn ↪a. Określa on superpozycj ↪e N +1 możliwych

scenariuszy: stan pola wej́sciowego jest stanem próżni, |vac⟩[j,+∞), lub też jednym ze stanów

|Mξ⟩[j,+∞), gdzie 1 ≤M ≤ N .

Prawdopodobieństwo warunkowe detekcji M fotonów w chwili (j + 1)τ , gdy znamy stan

warunkowy uk ladu S oraz wej́sciowej cz ↪eści otoczenia w chwili jτ , |Ψ̃j|ηηηj ⟩, określone jest jako

pj+1

(
M
∣∣∣ |Ψ̃j|ηηηj ⟩

)
=
⟨Ψj|ηηηj |V

†
[j

(
|M⟩j⟨M |j ⊗ 1[j+1

E ⊗ 1S
)
V[j |Ψj|ηηηj ⟩

⟨Ψj|ηηηj |Ψj|ηηηj ⟩
. (186)

Rozwijaj ↪ac w szereg Taylora operator (175) można sprawdzić, że

pj+1

(
0
∣∣∣ |Ψ̃j|ηηηj ⟩

)
= 1 +O(τ), (187)

i dla wszystkich M > 0

pj+1

(
M
∣∣∣ |Ψ̃j|ηηηj ⟩

)
= O(τM ). (188)

Zatem prawdopodobieństwo detekcji wi ↪ecej niż jednego fotonu zachowuje si ↪e jak O(τ2). W gra-

nicy czasu ci ↪ag lego, gdy τ → dt, prawdopodobieństwo detekcji wi ↪ecej niż jednego fotonu w

przedziale czasu o d lugości dt znika. Pomijaj ↪ac wszystkie wyrazy rz ↪edu wi ↪ekszego od τ oraz

procesy zliczeń wi ↪ecej niż jednego fotonu otrzymujemy z (185) uk lad N + 1 równań różnicowych

postaci

|ψN
j+1|ηηηj+1

⟩ = Vηj+10|ψN
j|ηηηj ⟩, (189)

|ψM
j+1|ηηηj+1

⟩ = Vηj+10|ψM
j|ηηηj ⟩+

√
(M + 1)τξjVηj+11|ψM+1

j|ηηηj ⟩ (190)

dla 0 ≤M < N − 1, gdzie ηj+1 = {0, 1} oraz

V00 = 1S − iτHS − τ
1

2
L†L+O(τ2), V10 =

√
τL+O(τ3/2),

V01 = −
√
τL† +O(τ3/2), V11 = 1S +O(τ). (191)
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W pracy [H5] przedstawiono ogólne rozwi ↪azanie powyższego uk ladu równań.

Stan a posteriori uk ladu S w chwili jτ ma postać

ρ̃j|ηηηj =
ρj|ηηηj

TrSρj|ηηηj
, (192)

gdzie

ρj|ηηηj =

N∑
M=0

pMj |ψM
j|ηηηj ⟩⟨ψ

M
j|ηηηj |. (193)

Operator ρ̃j|ηηηj definiuje stan warunkowy uk ladu S zależny od wszystkich wyników pomiarów

przeprowadzonych do chwili jτ na elementach otoczenia po oddzia lywaniu z S. Wielkość

TrSρj|ηηηj =

N∑
M=0

pMj ⟨ψM
j|ηηηj |ψ

M
j|ηηηj ⟩ (194)

określa prawdopodobieństwo danej trajektorii kwantowej.

W pracy przedstawiono wyprowadzenie uk ladu równań filtracji dla ewolucji uk ladu otwartego

warunkowanej wynikami pomiaru. Przy wyprowadzeniu równań stochastycznych pomini ↪eto dla

uproszczenia zapisu indeks ηηηj . W pracy zdefiniowano operatory

ρM,M ′

j =

TrE [j

[(
bN−M
j ⊗ 1[j+1

E ⊗ 1S
)
|Ψj⟩⟨Ψj |

((
b†j

)N−M ′

⊗ 1[j+1
E ⊗ 1S

)]
τ (2N−M−M ′)/2ξN−M

j (ξ∗j )N−M ′ , (195)

gdzie 0 ≤ M ≤ N oraz 0 ≤ M ′ ≤ N . Można sprawdzić, że ρN,N
j = ρj oraz ρM,M ′

j =
(
ρM

′,M
j

)†
.

Nast ↪epnie wprowadzono operatory ρ̃M,M ′

j =
ρM,M′
j

TrSρj
, st ↪ad ρ̃N,N

j = ρ̃j .

Zdefiniowano dyskretny proces stochastyczny:

nj =

j∑
k=1

ηk, (196)

z przyrostem ∆nj = nj+1−nj = ηj+1. Podkreślmy, że ∆nj przyjmuje tylko dwie wartości: 0 lub

1. Warunkowa wartość oczekiwana przyrostu ∆nj ma postać

E[∆nj |ρ̃j ] = kjτ +O(τ2), (197)

gdzie kj = TrS

(
L†Lρ̃j + ξ∗jLρ̃

N,N−1
j + ξj ρ̃

N−1,N
j L† + |ξj |2ρ̃N−1,N−1

j

)
.

Dla stanu a posteriori uk ladu S otrzymano różnicowe równanie stochastyczne postaci

ρ̃j+1 = ρ̃j + τ
(
− i[HS , ρ̃j ]−

1

2

{
L†L, ρ̃j

}
+ LρjL

† + [ρ̃N−1,N
j , L†]ξj + [L, ρ̃N,N−1

j ]ξ∗j

)
(198)

+

{
1

kj

(
Lρ̃jL

† + Lρ̃N,N−1
j ξ∗j + ρ̃N−1,N

j L†ξj + ρ̃N−1,N−1
j |ξj |2

)
− ρ̃j

}
(∆nj − kjτ)

z warunkami pocz ↪atkowymi: ρ̃j=0 = |ψ⟩⟨ψ|, ρ̃N,N−1
j=0 = ρ̃N−1,N

j=0 = 0 oraz ρ̃N−1,N−1
j=0 = N |ψ⟩⟨ψ|.

Aby wyznaczyć stan a posteriori uk ladu S w dowolnej chwili jτ potrzebny jest uk lad (N + 1)2
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sprz ↪eżonych równań stochastycznych:

ρ̃M,M ′

j+1 = ρ̃M,M ′

j + τ
(
− i[HS , ρ̃

M,M ′

j ]− 1

2

{
L†L, ρ̃M,M ′

j

}
+ LρM,M ′

j L†

+[ρ̃M−1,M ′

j , L†]ξj + [L, ρ̃M,M ′−1
j ]ξ∗j

)
+

{
1

kj

(
Lρ̃M,M ′

j L† + Lρ̃M,M ′−1
j ξ∗j + ρ̃M−1,M ′

j L†ξj

+ ρ̃M−1,M ′−1
j |ξj |2

)
− ρ̃M,M ′

j

}
(∆nj − kjτ) (199)

z 0 ≤ M ≤ N , 0 ≤ M ′ ≤ N i warunkiem pocz ↪atkowym ρ̃M,M ′

j=0 = N !√
M !M ′!

δMM ′ |ψ⟩⟨ψ|. Z tego iż

ρ̃M
′,M

j =
(
ρ̃M,M ′

j

)†
wynika, że w istocie mamy tutaj co najwyżej (N + 1)(N + 2)/2 niezależnych

równań. Zaznaczmy, że wyznaczone równania dla N = 1 s ↪a zgodne z wyprowadzonymi wcześniej

równaniami dla otoczenia w jednofotowym stanie Focka.

Uśredniaj ↪ac stan ρ̃j po wszystkich realizacjach rozważanego procesu stochastycznego, otrzy-

mujemy stan a priori

σj = ⟨ρ̃j⟩st, (200)

Dla stanu a priori, σj , otrzymano nast ↪epuj ↪ace równanie różnicowe

σj+1 = σj + τ
(
− i[HS , σj ]−

1

2

{
L†L, σj

}
+ LσjL

† + [σN−1,N
j , L†]ξj + [L, σN,N−1

j ]ξ∗j

)
. (201)

Dla operatorów σM,M ′

j = ⟨ρ̃M,M ′

j ⟩st, wyznaczono uk lad równań różnicowych

σM,M ′

j+1 = σM,M ′

j + τ
(
− i[HS , σ

M,M ′

j ]− 1

2

{
L†L, σM,M ′

j

}
+ LσM,M ′

j L†

+[σM−1,M ′

j , L†]ξj + [L, σM,M ′−1
j ]ξ∗j

)
(202)

z warunkiem pocz ↪atkowym: σM,M ′

j=0 = N !/
√
M !M ′!δMM ′ |ψ⟩⟨ψ|, gdzie 0 ≤M ≤ N i 0 ≤M ′ ≤ N .

 Latwo sprawdzić, że σN,N
j = σj .

Dla ci ↪ag lej w czasie obserwacji otrzymano, korzystaj ↪ac z (199), uk lad różniczkowych równań

filtracji

dρ̃M,M ′

t = dt
(
− i[HS , ρ̃

M,M ′

t ]− 1

2

{
L†L, ρ̃M,M ′

t

}
+ LρM,M ′

t L†

+[ρ̃M−1,M ′

t , L†]ξt + [L, ρ̃M,M ′−1
t ]ξ∗t

)
+

{
1

kt

(
Lρ̃M,M ′

t L† + Lρ̃M,M ′−1
t ξ∗t + ρ̃M−1,M ′

t L†ξt

+ ρ̃M−1,M ′−1
t |ξt|2

)
− ρ̃M,M ′

t

}
(dnt − ktdt) , (203)

gdzie kt = TrS

(
L†Lρ̃t + ξ∗tLρ̃

N,N−1
t + ξtρ̃

N−1,N
t L† + |ξt|2ρ̃N−1,N−1

t

)
, ξt ∈ C,

∫∞
0 |ξt|

2dt = 1, i w

chwili pocz ↪atkowej ρ̃M,M ′

t=0 = N !√
M !M ′!

δM,M ′ |ψ⟩⟨ψ|. Tutaj nt jest procesem licz ↪acym opisuj ↪acym

zliczenia fotonów pola wyj́sciowego w przedziale czasu od 0 do t. Dla przyrostu dnt = nt+dt−nt
otrzymano warunkow ↪a wartość średni ↪a

E[dnt|ρ̃t] = ktdt. (204)
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Zauważmy, że (dnt)
2 = dnt. Oznacza to, że w przedziale [t, t + dt) zliczyć możemy co najwyżej

jeden foton. Oczywíscie, ρ̃t = ρ̃N,N
t , zatem jedno z równań jest równaniem dla stanu warunko-

wego. Wyprowadzone równania s ↪a zgodne z równaniami wyznaczonymi za pomoc ↪a kwantowego

rachunku stochastycznego Itô w pracy [57].

Dla pomiaru nieselektywnego otrzymano z (202) uk lad równań różniczkowych

dσM,M ′

t

dt
= −i[HS , σ

M,M ′

t ]− 1

2

{
L†L, σM,M ′

t

}
+ LσM,M ′

t L†

+[σM−1,M ′

t , L†]ξt + [L, σM,M ′−1
t ]ξ∗t , (205)

gdzie σM,M ′

t = ⟨ρ̃M,M ′

t ⟩st, 0 ≤ M ≤ N , 0 ≤ M ′ ≤ N i w chwili pocz ↪atkowej σM,M ′

t=0 =

N !/
√
M !M ′!δMM ′ |ψ⟩⟨ψ|.

W pracy wyznaczono także postać wektorów warunkowych, które definiuj ↪a trajektorie kwan-

towe dla ci ↪ag lej obserwacji licz ↪acej pola wyj́sciowego. Zauważmy, że wszystkie realizacje procesu

licz ↪acego można podzielić na roz l ↪aczne zbiory zawieraj ↪ace trajektorie z dok ladnie s zliczeniami

w przedziale od czasu 0 do t, zachodz ↪ace w nienachodz ↪acym na siebie przedzia lach [t1, t1 + dt1),

[t2, t2 + dt2), . . ., [ts, ts + dts), gdzie t1 < t2 < . . . < ts < t. Ogólna formu la dla |ψN−M
t|ts...t1⟩

jest bardzo skomplikowana. Zamiast podawać t ↪e ogóln ↪a formu l ↪e można pokazać, że przepisy dla

wektorów warunkowych sk ladaj ↪a si ↪e z pewnych prostych formu l -
”
cegie lek”, które odpowiadaj ↪a

pewnym podstawowym procesom zachodz ↪acym w uk ladzie z lożonym. Formu la dla dowolnego

wektora warunkowego zbudowana jest z tych elementarnych cegie lek. W pracy podano także

graficzn ↪a reprezentacj ↪e tych formu l. W formu lach dla wektorów warunkowych mamy do czynie-

nia z nast ↪epuj ↪acymi procesami:

1. swobodn ↪a propagacj ↪a opisan ↪a poprzez operator nieunitarny

Tt = e−iGt, (206)

gdzie G = HS − i
2L

†L jest hamiltonianem niehermitowskim,

2. absorpcj ↪a fotonu przez uk lad S z otoczenia określon ↪a poprzez

Wt = −T−tξtL
†Tt ←→ −− • −−, (207)

3. emisj ↪a fotonu przez uk lad S zadan ↪a poprzez formu l ↪e

L̃t = T−tLTt ←→ −− ◦ −−, (208)

4. detekcj ↪a fotonu pochodz ↪acego bezpośrednio z otoczenia dan ↪a przez

ξt ←→ ∗. (209)

Oto kilka przyk ladów wektorów warunkowych:

1. dla zera zliczeń od chwili 0 do t otrzymujemy

|ψN
t|0⟩ = Tt|ψ⟩ (210)
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i odpowiadaj ↪acy temu wektorowi prosty diagram −−−−− , oraz

|ψN−M
t|0 ⟩ =

√
N !

(N −M) !
Tt

∫ t

0
dtM . . .

∫ t3

0
dt2

∫ t2

0
dt1WtM . . .Wt2Wt1 |ψ⟩, (211)

z diagramem: −− •−−•−− . . .−−•−− o M elementarnych procesach (absorpcjach)

−− • −−,

2. dla jednego zliczenia w chwili t′ i żadnego innego zliczenia w przedziale od zera do t:

|ψN
t|t′⟩ =

√
dt′Tt L̃t′ |ψ⟩, (212)

z diagramem: −− ◦ −− ,

|ψN−1
t|t′ ⟩ =

√
Ndt′Tt

[
ξt′ + L̃t′

∫ t′

0
dsWs +

∫ t

t′
dsWsL̃t′

]
|ψ⟩

z diagramem : − ∗ − + − ◦ − • − + − • − ◦ − ,

|ψN−2
t|t′ ⟩ =

√
N(N − 1)dt′Tt

[
L̃t′

∫ t′

0
dt2

∫ t2

0
dt1Wt2Wt1 +

∫ t

t′
dt2

∫ t2

t′
dt1Wt2Wt1 L̃t′

+

∫ t

t′
dt2Wt2 L̃t′

∫ t′

0
dt1Wt1 + ξt′

∫ t′

0
dt1Wt1 +

∫ t

t′
dt1Wt1 ξt′

]
|ψ⟩ (213)

z diagramem: −◦− •− •− + −•− •− ◦− + −•− ◦− •− + −∗− •− + −•− ∗− .

W pracy podano interpretacj ↪e fizyczn ↪a wektorów warunkowych oraz regu ly określaj ↪ace ich struk-

tur ↪e.

W reprezentacji zliczeniowej stan a priori uk ladu otwartego ma postać

σt = ρt|0 +
+∞∑
s=1

∫ t

0
dts

∫ ts

0
dts−1 . . .

∫ t2

0
dt1ρt|ts,ts−1,...,t2,t1 , (214)

gdzie

ρt|0 =

N∑
M=0

pMt |ψM
t|0⟩⟨ψ

M
t|0|, (215)

z pt :=
∫ +∞
t dt′|ξt′ |2, oraz

dtsdts−1 . . . dt1ρt|ts,ts−1,...,t2,t1 =
N∑

M=0

pMt |ψM
t|ts,ts−1,...,t2,t1

⟩⟨ψM
t|ts,ts−1,...,t2,t1

| (216)

z |ψM
j=0⟩ = δNM |ψ⟩ dla 0 ≤ M ≤ N . Operator ρt|ts,ts−1,...,t2,t1 jest nieunormowanym stanem

warunkowym uk ladu S. Ca lkowanie odbywa si ↪e po wszystkich możliwych realizacjach procesu

stochastycznego nt. St ↪ad wyznaczyć można pe ln ↪a statystyk ↪e zliczeń fotonów w polu wyj́sciowym.

W szczególności, prawdopodobieństwo braku zliczeń (braku detekcji) do chwili t dane jest jako

P t
0(0) =

N∑
M=0

pMt ⟨ψM
t|0|ψ

M
t|0⟩. (217)
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G ↪estość prawdopodobieństwa pt0(ts, ts−1, . . . , t2, t1) trajektorii z s zliczeniami w przedziale od

0 do t, zachodz ↪acych w nienachodz ↪acych na siebie przedzia lach [t1, t1 + dt1), [t2, t2 + dt2), . . .,

[ts, ts + dts), gdzie t1 < t2 < . . . < ts jest określona poprzez

pt0(ts, ts−1, . . . , t2, t1)dtsdts−1 . . . dt1 =
N∑

M=0

pMt ⟨ψM
t|ts,ts−1,...,t2,t1

|ψM
t|ts,ts−1,...,t2,t1

⟩. (218)

St ↪ad możemy wyznaczyć prawdopodobieństwo s zliczeń do chwili t jako

P t
0(s)=

∫ t

0
dts

∫ ts

0
dts−1. . .

∫ t2

0
dt1p

t
0(ts,ts−1,. . .,t2, t1). (219)

4.2.7 Równania filtracji i trajektorie kwantowe dla uk ladu otwartego oddzia luj
↪
acego z polem

w superpozycji stanów koherentnych

Praca [H6] poświ ↪econa jest wyprowadzeniu równań filtracji opisuj ↪acych stochastyczn ↪a ewolu-

cj ↪e otwartego uk ladu kwantowego oddzia luj ↪acego z jednokierunkowym polem bozonowym przy-

gotowanym w superpozycji stanów koherentnych. Aby otrzymać warunkow ↪a ewolucj ↪e uk ladu

kwantowego uży lam modelu zderzeń, z otoczeniem zdefiniowanym jako nieskończony  lańcuch

nieoddzia luj ↪acych ze sob ↪a kubitów, przygotowanych w stanie b ↪ed ↪acym odpowiednikiem super-

pozycji dwóch ci ↪ag lomodowych stanów koherentnych pola bozonowego. Za loży lam, że kubity

otoczenia oddzia luj ↪a kolejno z uk ladem kwantowym. Ze wzgl ↪edu na korelacje czasowe wyst ↪epu-

j ↪ace w polu wej́sciowym (spl ↪atanie kubitów), ewolucja otwartego uk ladu kwantowego ma w tym

przypadku charakter niemarkowski. Przyj ↪e lam, że stan pocz ↪atkowy uk ladu z lożonego jest stanem

produktowym. Ewolucj ↪e stochastyczn ↪a wyznaczy lam zak ladaj ↪ac, że po każdym oddzia lywaniu

(zderzeniu) wykonywany jest pomiar na kubicie wchodz ↪acym w interakcj ↪e z uk ladem. Opisa lam

w pracy ewolucj ↪e stochastyczn ↪a dla dwóch procesów: licz ↪acego oraz dyfuzji. Uk lady różnicz-

kowych równań filtracji, określaj ↪acych warunkow ↪a ewolucj ↪e uk ladu kwantowego dla ci ↪ag lych w

czasie obserwacji pola wyj́sciowego, otrzyma lam wyznaczaj ↪ac najpierw uk lady różnicowych rów-

nań stochastycznych. W tym przypadku ewolucja warunkowa, dla obu typów obserwacji, okre-

ślona jest za pomoc ↪a uk ladu czterech równań filtracji. W pracy poda lam także uk lad równań

różniczkowych opisuj ↪acych bezwarunkow ↪a ewolucj ↪e otwartego uk ladu kwantowego.

W [H6] wykaza lam, że model powtarzalnych oddzia lywań i pomiarów pozwala, w granicy

czasu ci ↪ag lego, otrzymać wyniki zgodne z rezultatami uzyskanymi w [48,51]. Chcia lbym podkre-

ślić, że przedstawiona w [H6] metoda jest prostsza i bardziej intuicyjna niż metody zapropono-

wane w [48, 51]. Pozwala ona nie tylko na wyprowadzenie równań opisuj ↪acych ewolucj ↪e uk ladu,

ale także umożliwia znalezienie ogólnej struktury trajektorii kwantowych.

Podobnie jak w [H1], w pracy [H6] także rozważy lam otoczenie E modelowane poprzez ci ↪ag

kubitów. Stan koherentny pola definiowany jest jako [71,74]

|α⟩ =
+∞⊗
k=0

|αk⟩k, (220)

gdzie

|αk⟩k = e
√
τ(αkσ

+
k −α∗

kσ
−
k )|0⟩k (221)
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jest wektorem w przestrzeni Hilberta, HE,k, zwi ↪azanej z kubitem o numerze k. Zak ladamy, że

αk ∈ C oraz

+∞∑
k=0

|αk|2τ <∞. Dla wektora |αk⟩k mamy nast ↪epuj ↪ace w lasności:

|αk⟩k =

(
1− |αk|2

2
τ

)
|0⟩k + αk

√
τ |1⟩k +O(τ3/2), (222)

⟨αk|σ−k |αk⟩ =
√
ταk +O(τ3/2), ⟨αk|σ+k σ

−
k |αk⟩ = τ |αk|2 +O(τ2). (223)

Wektor stanu |α⟩ jest dyskretnym odpowiednikiem stanu koherentnego [36,37]

|{α}⟩ = exp

[∫ +∞

0

(
αtdB

†
t − α∗

t dBt

)]
|vac⟩ (224)

z αt ∈ C oraz
∫ +∞
0 dt|αt|2 < +∞, dla którego

dBt|{α}⟩ = αtdt|{α}⟩. (225)

Zauważmy, że gdy pole wej́sciowe znajduje si ↪e w stanie koherentnym ewolucja uk ladu otwartego

jest markowska.

W pracy [H6] za loży lam, że stan pocz ↪atkowy uk ladu z lożonego E + S ma postać

(cα|α⟩+ cβ|β⟩)⊗ |ψ⟩, (226)

gdzie |ψ⟩ jest stanem pocz ↪atkowym uk ladu S, natomiast |α⟩ i |β⟩ s ↪a stanami koherentnymi z

przestrzeni HE , oraz

|cα|2 + cαc
∗
β⟨β|α⟩+ c∗αcβ⟨α|β⟩+ |cβ|2 = 1. (227)

Aby otrzymać ewolucj ↪e stochastyczn ↪a zwi ↪azan ↪a z procesem licz ↪acym, rozważy lam pomiar

obserwabli

σ−k σ
+
k = |1⟩k⟨1|, k = 0, 1, 2, . . . . (228)

Wyniki dotycz ↪ace ewolucji warunkowej można podsumować w postaci twierdzenia.

Twierdzenie 9 Stan warunkowy uk ladu S oraz cz ↪eści otoczenia, która nie oddzia lywa lo jeszcze z

uk ladem S do chwili jτ dla stanu pocz ↪atkowego (226) oraz pomiaru obserwabli (228), w chwili

jτ jest postaci

|Ψ̃j⟩ =
|Ψj⟩√
⟨Ψj |Ψj⟩

, (229)

gdzie

|Ψj⟩ = cα

+∞⊗
k=j

|αk⟩k ⊗ |ψj⟩+ cβ

+∞⊗
k=j

|βk⟩k ⊗ |φj⟩. (230)

Wektory warunkowe |ψj⟩, |φj⟩ z przestrzeni Hilberta, HS , uk ladu S s ↪a określone poprzez stocha-

styczne formu ly rekurencyjne

|ψj+1⟩ = M
αj
ηj+1 |ψj⟩, |φj+1⟩ = M

βj
ηj+1 |φj⟩, (231)

gdzie ηj+1 = 0, 1 oznacza zmienn ↪a losow ↪a określaj ↪ac ↪a (j+1)-wszy wynik pomiaru (228), ponadto

M
αj

0 = 1S −
(
iHS +

1

2
L†L+ L†αj +

|αj |2

2

)
τ +O(τ2), (232)
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M
βj

0 = 1S −
(
iHS +

1

2
L†L+ L†βj +

|βj |2

2

)
τ +O(τ2), (233)

M
αj

1 = (L+ αj)
√
τ +O(τ3/2), (234)

M
βj

1 = (L+ βj)
√
τ +O(τ3/2), (235)

z warunkiem pocz ↪atkowym |ψ0⟩ = |φ0⟩ = |ψ⟩.

Zauważmy, że wektor unormowany |Ψ̃j⟩, z przestrzeni Hilberta
+∞⊗
k=j

HE,k ⊗ HS , określa stan

spl ↪atany kubitów pola wej́sciowego oraz uk ladu S. Wektory warunkowe |ψj⟩, |ϕj⟩ zależ ↪a od

wszystkich wyników pomiarów przeprowadzonych na kubitach otoczenia po oddzia lywaniu z

uk ladem S do chwili jτ .

Aby otrzymać stan a posteriori uk ladu S należy wzi ↪ać ślad cz ↪eściowy z |Ψ̃j⟩⟨Ψ̃j | eliminuj ↪ac

stopnie swobody otoczenia. Zatem stan a posteriori uk ladu S w chwili jτ ma postać

ρ̃j =
ρj

Trρj
, (236)

gdzie

ρj = |cα|2|ψj⟩⟨ψj |+ cαc
∗
β

+∞∏
k=j

⟨βk|αk⟩|ψj⟩⟨φj |+ c∗αcβ

+∞∏
k=j

⟨αk|βk⟩|φj⟩⟨ψj |+ |cβ|2|φj⟩⟨φj |. (237)

Wielkość Trρj odpowiada prawdopodobieństwu danej trajektorii. Wyprowadzaj ↪ac uk lad równań

rekurencyjnych opisuj ↪acych dyskretn ↪a ewolucj ↪e stochastyczn ↪a uk ladu S, zapisa lam stan warun-

kowy uk ladu w chwili jτ w postaci

ρ̃j = |cα|2ρ̃ααj + cαc
∗
β ρ̃

αβ
j + c∗αcβ ρ̃

βα
j + |cβ|2ρ̃ββj . (238)

Dla ewolucji dyskretnej otrzyma lam uk lad różnicowych równań filtracji postaci

ρ̃ααj+1 − ρ̃ααj = Lρ̃ααj τ + [ρ̃ααj , L†]αjτ + [L, ρ̃ααj ]α∗
jτ (239)

+

{
1

νj

(
Lρ̃ααj L† + ρ̃ααj L†αj + Lρ̃ααj α∗

j + ρ̃ααj |αj |2
)
− ρ̃ααj

}
(∆nj − νjτ) ,

ρ̃αβj+1 − ρ̃
αβ
j = Lρ̃αβj τ + [ρ̃αβj , L†]αjτ + [L, ρ̃αβj ]β∗j τ (240)

+

{
1

νj

(
Lρ̃αβj L† + ρ̃αβj L†αj + Lρ̃αβj β∗j + ρ̃αβj β∗jαj

)
− ρ̃αβj

}
(∆nj − νjτ) ,

ρ̃ββj+1 − ρ̃
ββ
j = Lρβαj τ + [ρ̃ββj , L†]βjτ + [L, ρ̃ββj ]β∗j τ (241)

+

{
1

νj

(
Lρ̃ββj L† + ρ̃ββj L†βj + Lρ̃ββj β∗j + ρ̃ββj |βt|

2
)
− ρ̃ββj

}
(∆nj − νjτ) ,

gdzie

Lρ = −i[HS , ρ]− 1

2

{
L†L, ρ

}
+ LρL† (242)
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z warunkiem pocz ↪atkowym ρ̃αα0 = ρ̃ββ0 = |ψ⟩⟨ψ|, ρ̃αβ0 = ⟨β|α⟩|ψ⟩⟨ψ|. Tutaj nj jest procesem

stochastycznym z warunkow ↪a wartości ↪a oczekiwan ↪a

E[∆nj |ρ̃j ] = νjτ +O(τ2), (243)

gdzie

νj = |cα|2νααj + cαc
∗
βν

αβ
j + c∗αcβν

βα
j + |cβ|2νββj (244)

oraz

νααj = Tr
[(
L†L+ Lα∗

j + L†αj + |αj |2
)
ρ̃ααj

]
, ναβj = Tr

[(
L†L+ Lβ∗j + L†αj + αjβ

∗
j

)
ρ̃αβj

]
,

νβαj = Tr
[(
L†L+ Lα∗

j + L†βj + α∗
jβj

)
ρ̃βαj

]
, νββj = Tr

[(
L†L+ Lβ∗j + L†βj + |βj |2

)
ρ̃ββj

]
.

W granicy τ → dt, otrzyma lam uk lad różniczkowych równań filtracji:

dρ̃ααt = Lρααt dt+ [ρ̃ααt , L†]αtdt+ [L, ρ̃ααt ]α∗
t dt

+

{
1

νj

(
Lρ̃ααt L† + ρ̃ααt L†αt + Lρ̃ααt α∗

t + ρ̃ααt |αt|2
)
− ρ̃ααt

}
(dnt − νtdt) , (245)

dρ̃αβt = Lραβt dt+ [ρ̃αβt , L†]αtdt+ [L, ρ̃αβt ]β∗t dt

+

{
1

νt

(
Lρ̃αβt L† + ρ̃αβt L†αt + Lρ̃αβt β∗t + ρ̃αβt β∗t αt

)
− ρ̃αβt

}
(dnt − νtdt) , (246)

dρ̃ββt = Lρββt dt+ [ρ̃ββt , L†]βtdt+ [L, ρ̃ββt ]β∗t dt

+

{
1

νt

(
Lρ̃ββt L† + ρ̃ββt L†βt + Lρ̃ββt β∗j + ρ̃ββt |βt|2

)
− ρ̃ββt

}
(dnt − νtdt) , (247)

z warunkiem pocz ↪atkowym ρ̃αα0 = ρ̃ββ0 = |ψ⟩⟨ψ|, ρ̃αβ0 = ⟨β|α⟩|ψ⟩⟨ψ|. Stan a posteriori uk ladu S
w chwili t określony jest poprzez

ρ̃t = |cα|2ρ̃ααt + cαc
∗
β ρ̃

αβ
t + c∗αcβ ρ̃

βα
t + |cβ|2ρ̃ββt , (248)

gdzie operatory warunkowe ρ̃ααt , ρ̃αβt , ρ̃ββt spe lniaj ↪a równania (245)–(247), oraz ρ̃βαt =
(
ρ̃αβt

)†
.

nt jest procesem licz ↪acym z z regu l ↪a Itô postaci (dnt)
2 = dnt. Wspominana regu la oznacza, że

w polu wyj́sciowym w przedziale czasu o d lugości dt rejestrujemy nie wi ↪ecej niż jeden foton.

Zależna od wyników pomiaru do chwili t, warunkowa wartość oczekiwana przyrostu, dnt, ma

postać

E [dnt|ρ̃t] = νtdt, (249)

gdzie

νt = |cα|2νααt + cαc
∗
βν

αβ
t + c∗αcβν

βα
t + |cβ|2νββt (250)

oraz

νααt = Tr
[(
L†L+ Lα∗

t + L†αt + |αt|2
)
ρ̃ααt

]
, ναβt = Tr

[(
L†L+ Lβ∗t + L†αt + αtβ

∗
t

)
ρ̃αβt

]
,

νβαt = Tr
[(
L†L+ Lα∗

t + L†βt + α∗
tβt

)
ρ̃βαt

]
, νββt = Tr

[(
L†L+ Lβ∗t + L†βt + |βt|2

)
ρ̃ββt

]
.
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Dla stanów koherentnych o amplitudach αt oraz βt, spe lniaj ↪acych warunki∫ +∞

0
|αt|2dt < +∞,

∫ +∞

0
|βt|2dt < +∞, (251)

dostajemy

⟨β|α⟩ = exp

{
−1

2

∫ +∞

0

(
|αt|2 + |βt|2 − 2αtβ

∗
t

)
dt

}
. (252)

Zauważmy, że νtdt określa warunkow ↪a średni ↪a liczb ↪e fotonów zmierzonych w przedziale [t, t +

dt). Z fizycznego punktu widzenia, warunek (251) oznacza, że średnia liczba fotonów w stanie

koherentnym jest skończona.

W pracy [H4] przestudiowa lam także ewolucj ↪e stochastyczn ↪a powi ↪azan ↪a z pomiarem obser-

wabli

σxk = σ+k + σ−k = |+⟩k⟨+| − |−⟩k⟨−|, k = 0, 1, 2, . . . , (253)

gdzie

|+⟩k =
1√
2

(|0⟩k + |1⟩k) , |−⟩k =
1√
2

(|0⟩k − |1⟩k) , (254)

s ↪a wektorami z HE,k.

Wyniki analiz można podsumować w postaci twierdzenia.

Twierdzenie 10 Stan warunkowy uk ladu S oraz tej cz ↪eści otoczenia, która nie oddzia lywa la jesz-

cze z uk ladem S do chwili jτ , dla stanu pocz ↪atkowego (226) oraz pomiaru obserwabli (253), w

chwili jτ ma postać

|Ψ̃j⟩ =
|Ψj⟩√
⟨Ψj |Ψj⟩

, (255)

gdzie

|Ψj⟩ = cα

+∞⊗
k=j

|αk⟩k ⊗ |ψj⟩+ cβ

+∞⊗
k=j

|βk⟩k ⊗ |φj⟩. (256)

Wektory warunkowe |ψj⟩, |φj⟩ z HS z (256) s ↪a określone poprzez równania rekurencyjne

|ψj+1⟩ = R
αj

ζj+1
|ψj⟩, |φj+1⟩ = R

βj

ζj+1
|φj⟩, (257)

gdzie ζj+1 oznacza zmienn ↪a losow ↪a opisuj ↪ac ↪a (j + 1)-wszy wynik pomiaru (253), oraz

R
αj

ζj+1
=

1√
2

[
1S −

(
iHS +

1

2
L†L+ L†αj +

|αj |2

2

)
τ + (L+ αj)ζj+1

√
τ +O

(
τ3/2

)]
, (258)

R
βj

ζj+1
=

1√
2

[
1S −

(
iHS +

1

2
L†L+ L†βj +

|βj |2

2

)
τ + (L+ βj)ζj+1

√
τ +O

(
τ3/2

)]
, (259)

z warunkiem pocz ↪atkowym |ψ0⟩ = |φ0⟩ = |ψ⟩.

W tym przypadku dyskretn ↪a ewolucj ↪e stochastyczn ↪a można opisać za pomoc ↪a równań różnico-

wych postaci

ρ̃ααj+1 − ρ̃ααj = Lρ̃ααj τ + [ρ̃ααj , L†]αjτ + [L, ρ̃ααj ]α∗
jτ

+
[
(L+ αj) ρ̃

αα
j + ρ̃ααj (L† + α∗

j )− µj ρ̃ααj
]

(∆qj − µjτ) , (260)

50



ρ̃αβj+1 − ρ̃
αβ
j = Lρ̃αβj τ + [ρ̃αβj , L†]αjτ + [L, ρ̃αβj ]β∗j τ

+
[
(L+ αj) ρ̃

αβ
j + ρ̃αβj (L† + β∗j )− µj ρ̃αβj

]
(∆qj − µjτ) , (261)

ρ̃ββj+1 − ρ̃
ββ
j = Lρ̃ββj τ + [ρ̃ββj , L†]βjτ + [L, ρ̃ββj ]β∗j τ

+
[
(L+ βj) ρ̃

ββ
j + ρ̃ββj

(
L† + β∗j

)
− µj ρ̃ββj

]
(∆qj − µjτ) (262)

z warunkami pocz ↪atkowymi ρ̃αα0 = |ψ⟩⟨ψ|, ρ̃ββ0 = |ψ⟩⟨ψ|, ρ̃αβ0 = ⟨β|α⟩|ψ⟩⟨ψ|. Tutaj mamy do

czynienia z procesem stochastycznym

qj =
√
τ

j∑
k=1

ζk, (263)

dla którego

E[∆qj = qj+1 − qj |ρ̃j ] = µjτ +O(τ3/2), (264)

gdzie

µj = |cα|2µααj + cαc
∗
βµ

αβ
j + c∗αcβµ

βα
j + |cβ|2µββj (265)

oraz

µααj = Tr
[(
L+ L† + αj + α∗

j

)
ρ̃ααj

]
, µαβj = Tr

[(
L+ L† + αj + β∗j

)
ρ̃αβj

]
, (266)

µβαj = Tr
[(
L+ L† + βj + α∗

j

)
ρ̃βαj

]
, µββj = Tr

[(
L+ L† + βj + β∗j

)
ρ̃ββj

]
. (267)

W granicy ci ↪ag lej w czasie obserwacji, ewolucja stochastyczna uk ladu kwantowego określona jest

poprzez uk lad różniczkowych równań filtracji postaci

dρ̃ααt = Lρααt dt+ [ρ̃ααt , L†]αtdt+ [L, ρ̃ααt ]α∗
t dt

+
[
(L+ αt) ρ̃

αα
t + ρ̃ααt

(
L† + α∗

t

)
− µtρ̃ααt

]
(dqt − µtdt) , (268)

dρ̃αβt = Lραβt dt+ [ρ̃αβt , L†]αtdt+ [L, ρ̃αβt ]β∗t dt

+
[
(L+ αt) ρ̃

αβ
t + ρ̃αβt

(
L† + β∗t

)
− µtρ̃αβt

]
(dqt − µtdt) , (269)

dρ̃ββt = Lρββt dt+ [ρ̃ββt , L†]βtdt+ [L, ρ̃ββt ]β∗t dt

+
[
(L+ βt) ρ̃

ββ
t + ρ̃ββt

(
L† + β∗t

)
− µtρ̃ββt

]
(dqt − µtdt) , (270)

gdzie

µt = |cα|2µααt + cαc
∗
βµ

αβ
t + c∗αcβµ

βα
t + |cβ|2µββt (271)

oraz

µααt = Tr
[(
L+ L† + αt + α∗

t

)
ρ̃ααt

]
, µαβt = Tr

[(
L+ L† + αt + β∗t

)
ρ̃αβt

]
, (272)

µβαt = Tr
[(
L+ L† + βt + α∗

t

)
ρ̃βαt

]
, µββt = Tr

[(
L+ L† + βt + β∗t

)
ρ̃ββt

]
. (273)
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Dla procesu stochastycznego qt dostajemy prawdopodobieństwo warunkowe E[dqt = qt+dt −
qt|ρ̃t] = µtdt. Można pokazać, że proces stochastyczny wt = qt−

∫ t
0 µsds jest procesem Wienera.

W pracy wyznaczy lam także uk lad równań różniczkowych określaj ↪acych bezwarunkow ↪a ewo-

lucj ↪e uk ladu S. Praca [H6] zawiera także rozwi ↪azania analityczne dla ewolucji warunkowej oraz

bezwarunkowej dla przypadku, gdy biegn ↪ace pole bozonowe oddzia luje z jednomodowym polem

wn ↪eki. Stan a posteriori uk ladu otwartego poda lam zarówno dla procesu licz ↪acego jak i dyfuzji.

Za loży lam, że pole we wn ↪ece w chwili pocz ↪atkowej jest w stanie koherentnym.

4.2.8 Równania filtracji i trajektorie kwantowe dla uk ladu otwartego oddzia luj
↪
acego z polem

w ścísni
↪
etym stanie Focka

W pracy [H7] wyznaczono uk lad równań filtracji oraz równań master dla uk ladu kwantowego

oddzia luj ↪acego z pakietem falowym w ścísni ↪etym stanie Focka. Problem warunkowej ewolucji

uk ladu kwantowego sformu lowano wykorzystuj ↪ac model powtarzaj ↪acych si ↪e oddzia lywań i po-

miarów. W tym podej́sciu uk lad kwantowy poddany jest sekwencji oddzia lywań z otoczeniem

zdefiniowanym przez  lańcuch oscylatorów harmonicznych. Przyj ↪eto, że oscylatory harmoniczne

otoczenia nie oddzia luj ↪a ze sob ↪a, ale jeden po drugim oddzia luj ↪a z uk ladem kwantowym, a na-

st ↪epnie s ↪a poddane pomiarowi. Losowe wyniki pomiarów prowadz ↪a do sekwencji losowych stanów

systemu kwantowego. Stan uk ladu warunkowano wynikami pomiaru zliczaj ↪acego fotony. Za lo-

żono, że otoczenie przygotowane jest w stanie spl ↪atanym b ↪ed ↪acym dyskretnym odpowiednikiem

ci ↪ag lomodowego ścísni ↪etego stanu Focka.

W pracy przedstawiono wyprowadzenie dyskretnej dynamiki stochastycznej, która zależy od

wyników pomiarów wykonanych na polu po jego interakcji z uk ladem. W pracy wyprowadzono

uk lad stochastycznych równań rekurencyjnych dla wektorów warunkowych i przedstawiono jego

ogólne rozwi ↪azanie analityczne powi ↪azane z różnymi realizacjami procesu stochastycznego. W

granicy obserwacji ci ↪ag lej w czasie otrzymano uk lad różniczkowych równań stochastycznych

określaj ↪acych ewolucj ↪e a posteriori uk ladu kwantowego. W przypadku pola wej́sciowego w ści-

śni ↪etym stanie Focka otrzymujemy uk lad nieskończenie wielu równań określaj ↪acych ewolucj ↪e

uk ladu otwartego. Poza wyznaczeniem równań różniczkowych dla warunkowej i bezwarunkowej

ewolucji uk ladu kwantowego, opisano w pracy także analityczne wzory dla trajektorii kwanto-

wych powi ↪azanych z ci ↪ag l ↪a w czasie detekcj ↪a fotonów. Pokazano w jaki sposób, korzystaj ↪ac z

wzorów na trajektorie kwantowe, wyznaczyć pe ln ↪a statystyk ↪e zliczeń fotonów w polu wyj́scio-

wym.

W ostatniej cz ↪eści pracy pokazano jak wykorzystać znajomość formu l dla wektorów wa-

runkowych do rozwi ↪azania problemu optymalnego wzbudzenia wn ↪eki rezonansowej. W pracy

wyznaczono profil czasowy fotonów, który zapewnia optymalne warunki transferu fotonów z

pakietu falowego do wn ↪eki rezonasowej.

Użyte w pracy [H7] oznaczenia różni ↪a si ↪e nieco od oznaczeń z pracy [H5]. Przestrzeń Hil-

berta otoczenia jest taka sama jak w pracy [H5]. W pracy zdefiniowano operator kreacji pakietu

falowego dzia laj ↪acy w przestrzeni Hilberta H[j
E :

B̂†
[j [ξ] =

M−1∑
k=j

√
τξk

ˆ̃
b†k, (274)
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gdzie
ˆ̃
b†k = 1̂

k−1]
E ⊗ b̂†k ⊗ 1̂

[k+1
E , (275)

ξk ∈ C oraz
∑M−1

k=0 τ |ξk|2 = 1. Komutator operatora B̂†
[j [ξ] z operatorem sprz ↪eżonym do niego

hermitowsko, B̂[j [ξ], ma postać

[B̂[j [ξ], B̂
†
[j [ξ]] =

M−1∑
k=j

τ |ξk|2. (276)

Używaj ↪ac operatora (274) wprowadzono wektory o ustalonej liczbie fotonów

|mξ⟩[j =
1√
m!

(
B̂†

[j [ξ]
)m
|vac⟩[j , (277)

gdzie |vac⟩[j = |0⟩j ⊗ |0⟩j+1 ⊗ . . . |0⟩M−1 jest stanem próżni w H[j
E oraz m = 0, 1, . . .. Ścísni ↪ety

stan n-fotonowy w przestrzeni HE zdefiniowano formu l ↪a

|nγ,ξ⟩ = Ŝ[γ, ξ] |nξ⟩ (278)

z operatorem ścísni ↪ecia

Ŝ[γ, ξ] = exp
(
γB̂2[ξ]− γ∗B̂†2[ξ]

)
, (279)

gdzie γ = r
2e

−2iϕ. Średnia liczba fotonów w pakiecie falowym w ścísni ↪etym stanie n-fotonym ma

postać

⟨nγ,ξ| n̂ |nγ,ξ⟩ = c2n+ s2(n+ 1), (280)

gdzie c = cosh r and s = sinh r. Zauważmy, że dowolny ścísni ↪ety stan Focka |nγ,ξ⟩ może być

roz lożony w bazie stanów stanów z ustalon ↪a liczb ↪a fotonów o profilu czasowym ξ,

|nγ,ξ⟩ =
+∞∑
m=0

am(nγ) |mξ⟩ . (281)

Za lożono, że stan pocz ↪atkowy uk ladu z lożonego E + S ma postać

|Ψ0⟩ = |nγ,ξ⟩ ⊗ |ψ0⟩ , (282)

gdzie |ψ0⟩ jest stanem pocz ↪atkowym uk ladu S.

Przyj ↪eto, że po każdym oddzia lywaniu wykonywany jest pomiar na elementach otoczenia. W

pracy rozważono pomiar obserwabli otoczenia

n̂k = b̂†k b̂k = |n⟩k ⟨n|k , k = 0, 1, . . . . (283)

Za lożono, że detektor dzia la bez strat i natychmiastowo. Wyniki pomiarów do chwili jτ s ↪a

reprezentowane przez wektor stochastyczny ηηηj = (ηj , ηj−1, . . . , η1).

Twierdzenie 11 Stan a posteriori uk ladu S oraz cz ↪eści wej́sciowej otoczenia dla stanu pocz ↪atko-

wego (282) oraz pomiaru obserwabli (283) w chwili jτ ma postać

|Ψ̃n
j|ηηηj ⟩ =

|Ψn
j|ηηηj ⟩√

⟨Ψn
j|ηηηj |Ψ

n
j|ηηηj ⟩

, (284)
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gdzie |Ψn
j|ηηηj ⟩ jest wektorem nieunormowanym z przestrzeni H[j

E ⊗HS maj ↪acym postać

|Ψn
j|ηηηj ⟩ =

+∞∑
m=0

|mξ⟩[j ⊗ |ψ
n
j|ηηηj (m)⟩ , (285)

gdzie { |ψn
j|ηηηj (m)⟩}, m = 0, 1, . . . jest zbiorem wektorów warunkowych z przestrzeni HS , które

spe lniaj ↪a uk lad sprz ↪eżonych równań rekurencyjnych

|ψn
j+1|ηηηj+1

(m)⟩ =
+∞∑
m′=0

√(
m+m′

m′

)(√
τξj
)m′

V̂ηj+1m′ |ψn
j|ηηηj (m+m′)⟩ , (286)

Operatory V̂ηj+1r ∈ B(HS) i w chwili pocz ↪atkowej

|ψn
j=0(m)⟩ = am(nγ) |ψ0⟩ . (287)

Zauważmy, że nieskończony zbiór wektorów warunkowych { |ψn
j|ηηηj (m)⟩} z m = 0, 1, . . . zależy

od stanu pocz ↪atkowego uk ladu z lożonego oraz wszystkich wyników pomiarów prowadzonych do

chwili jτ .

W pracy pokazano, że prawdopodobieństwo detekcji wi ↪ecej niż jednego fotonu w przedziale

[kτ, (k+1)τ) jest wyrażeniem rz ↪edu O(τ2). W granicy ci ↪ag lego czasu prawdopodobieństwo takiej

detekcji zmierza do zera. Pomini ↪ecie w (286) wszystkich wyrażeń rz ↪edu wi ↪ekszego niż jeden

w τ oraz wyrażeń zwi ↪azanych z procesami o prawdopodobieństwie O(τ2) prowadzi do uk ladu

stochastycznych równań różnicowych

|ψn
j+1|ηηηj+1

(m)⟩ =V̂ηj+10 |ψn
j|ηηηj (m)⟩+

√
(m+ 1)τξj V̂ηj+11 |ψn

j|ηηηj (m+ 1)⟩ (288)

z operatorami określonymi przez (191). W pracy podano ogólne rozwi ↪azanie tego uk ladu równań.

Stan a posteriori uk ladu S w chwili jτ ma postać

ρ̃j|ηηηj =
ρj|ηηηj

TrSρj|ηηηj
, (289)

gdzie

ρj|ηηηj =
+∞∑
m=0

|ψn
j|ηηηj (m)⟩ ⟨ψn

j|ηηηj (m)|

M−1∑
k=j

τ |ξk|2
m

. (290)

W chwili pocz ↪atkowej ρj=0 = |ψ0⟩ ⟨ψ0|.

W pracy przedstawiono wyprowadzenie uk ladu dyskretnych równań filtracji dla operatorów wa-

runkowych.

Twierdzenie 12 Ewolucja uk ladu kwantowego oddzia luj ↪acego z otoczeniem przygotowanym w sta-

niem (278) warunkowana wynikami pomiaru obserwabli (283) dana jest poprzez nieskończony
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uk lad różnicowych równań stochastycznych postaci

ρ̃n
′,n′′

j+1 = ρ̃n
′,n′′

j + Lρ̃n
′,n′′

j τ + [
√
n′cρ̃n

′−1,n′′

j −
√
n′ + 1se2iϕρ̃n

′+1,n′′

j , L̂†]ξjτ

+[L̂,
√
n′′cρ̃n

′,n′′−1
j −

√
n′′ + 1se−2iϕρ̃n

′,n′′+1
j ]ξ∗j τ

+

{
1

kj

[
L̂ρ̃n

′,n′′

j L̂† + ξ∗j L̂
(√

n′′cρ̃n
′,n′′−1

j −
√
n′′ + 1se−2iϕρ̃n

′,n′′+1
j

)
+ξj

(√
n′cρ̃n

′−1,n′′

j −
√
n′ + 1se2iϕρ̃n

′+1,n′′

j

)
L̂†

+|ξj |2
(√

n′n′′c2ρ̃n
′−1,n′′−1

j +
√

(n′ + 1)(n′′ + 1)s2ρ̃n
′+1,n′′+1

j

)
−|ξj |2cs

√
n′(n′′ + 1)e−2iϕρ̃n

′−1,n′′+1
j

−|ξj |2cs
√

(n′ + 1)n′′e2iϕρ̃n
′+1,n′′−1

j

]
− ρ̃n

′,n′′

j

}
(∆Nj − kjτ) , (291)

gdzie

Lρ̃ = −i[ĤS , ρ̃]− 1

2

{
L̂†L̂, ρ̃

}
+ L̂ρ̃L̂† (292)

oraz

kj = TrS

{
L̂†L̂ρ̃n,nj + ξjL̂

†
(√

ncρ̃n−1,n
j −

√
n+ 1se2iϕρ̃n+1,n

j

)
+ξ∗j L̂

(√
ncρ̃n,n−1

j −
√
n+ 1se−2iϕρ̃n,n+1

j

)
+|ξj |2

(
nc2ρ̃n−1,n−1

j + (n+ 1)s2ρ̃n+1,n+1
j

)
−|ξj |2

√
n(n+ 1)cs

(
e2iϕρ̃n+1,n−1

j + e2iϕρ̃n−1,n+1
j

)}
(293)

z warunkiem pocz ↪atowych ρ̃n
′,n′′

j=0 = δn′,n′′ |ψ0⟩ ⟨ψ0| dla n′, n′′ ∈ N. Stan a posteriori uk ladu S w

chwili jτ jest określony przez ρ̃n,nj . Dyskretny proces stochastyczny Nj jest scharakteryzowany

przez prawdopodobieństwa warunkowe podane w pracy.

Wyznaczaj ↪ac średni ↪a po wszystkich trajektoriach otrzymujemy z (291) dynamik ↪e a priori

uk ladu S
σn,nj = ⟨ρ̃n,nj ⟩st. (294)

Twierdzenie 13 Ewolucja a priori uk ladu kwantowego S określona jest przez nieskończony uk lad

różnicowych równań master postaci

σn
′,n′′

j+1 = σn
′,n′′

j + Lσn
′,n′′

j τ + [
√
n′cσn

′−1,n′′

j −
√
n′ + 1se2iϕσn

′+1,n′′

j , L̂†]ξjτ

+ [L̂,
√
n′′cσn

′,n′′−1
j −

√
n′′ + 1se−2iϕσn

′,n′′+1
j ]ξ∗j τ, (295)

gdzie

σn
′,n′′

j = ⟨ρ̃n
′,n′′

j ⟩st (296)

z warunkiem pocz ↪atkowym σn
′,n′′

j=0 = δn′,n′′ |ψ0⟩ ⟨ψ0| dla n′, n′′ ∈ N.
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W granicy τ → 0 oraz M → ∞ takich, że T = Mτ ma wartość ustalon ↪a, otrzymujemy z

(291) nieskończony uk lad sprz ↪eżonych różniczkowych równań stochastycznych postaci

dρ̃n
′,n′′

t = Lρ̃n
′,n′′

t dt+ [
√
n′cρ̃n

′−1,n′′

t −
√
n′ + 1se2iϕρ̃n

′+1,n′′

t , L̂†]ξtτ

+[L̂,
√
n′′cρ̃n

′,n′′−1
t −

√
n′′ + 1se−2iϕρ̃n

′,n′′+1
t ]ξ∗t τ

+

{
1

kt

[
L̂ρ̃n

′,n′′

t L̂† + ξ∗t L̂
(√

n′′cρ̃n
′,n′′−1

t −
√
n′′ + 1se−2iϕρ̃n

′,n′′+1
t

)
+ξt

(√
n′cρ̃n

′−1,n′′

t −
√
n′ + 1se2iϕρ̃n

′+1,n′′

t

)
L̂†

+|ξt|2
(√

n′n′′c2ρ̃n
′−1,n′′−1

t +
√

(n′ + 1)(n′′ + 1)s2ρ̃n
′+1,n′′+1

t

)
−|ξt|2cs

√
n′(n′′ + 1)e−2iϕρ̃n

′−1,n′′+1
t

−|ξt|2cs
√

(n′ + 1)n′′e2iϕρ̃n
′+1,n′′−1

t

]
− ρ̃n

′,n′′

t

}
(dNt − ktdt) , (297)

gdzie

kt = TrS

{
L̂†L̂ρ̃n,nt + ξ∗t L̂

(√
ncρ̃n,n−1

t −
√
n+ 1se−2iϕρ̃n,n+1

t

)
+ξtL̂

†
(√

ncρ̃n−1,n
t −

√
n+ 1se2iϕρ̃n+1,n

t

)
+|ξj |2

(
nc2ρ̃n−1,n−1

t + (n+ 1)s2ρ̃n+1,n+1
t

)
−|ξt|2

√
n(n+ 1)cs

(
e2iϕρ̃n+1,n−1

t + e2iϕρ̃n−1,n+1
t

)}
(298)

z warunkiem pocz ↪atkowym postaci ρ̃n
′,n′′

t=0 = δn′,n′′ |ψ0⟩ ⟨ψ0|. Tutaj Nt jest procesem licz ↪acym z

przyrostem dNt = Nt+dt −Nt o warunkowej wartości oczekiwanej

E[dNt|ρ̃t] = ktdt. (299)

Można sprawdzić, że (dNt)
2 = dNt. Zauważmy, że kt określna intensywność procesu Nt oraz

ktdt jest warunkow ↪a wartości ↪a oczekiwan ↪a średniej liczby fotonów w przedziale od t do t + dt.

Wyznaczaj ↪ac w ostatnim kroku granic ↪e T → +∞, otrzymujemy amplitud ↪e ξ ∈ L2 ([0,∞))

spe lniaj ↪ac ↪a warunek normalizacji postaci∫ ∞

0
|ξt|2dt = 1. (300)

Zredukowana dynamika uk ladu S określona jest przez nieskończony uk lad równań różniczkowych

d

dt
σn

′,n′′

t = Lσn
′,n′′

t + [
√
n′cσn

′−1,n′′

t −
√
n′ + 1se2iϕσn

′+1,n′′

t , L̂†]ξt

+ [L̂,
√
n′′cσn

′,n′′−1
t −

√
n′′ + 1se−2iϕσn

′,n′′+1
t ]ξ∗t (301)

z warunkiem pocz ↪atkowym σn
′,n′′

t=0 = δn′,n′′ |ψ0⟩ ⟨ψ0|. Stan a priori uk ladu S jest dany przez

σt = σn,nt .

Zauważmy, że wszystkie realizacje procesu stochastycznego Nt można podzielić na roz l ↪aczne

zbiory Cs zawieraj ↪ace trajektorie ze zliczeniem s fotonów w nienachodz ↪acych na siebie przedzia-

 lach czasu [t1, t1 + dt1), [t2, t2 + dt2), . . ., [ts, ts + dts) zawieraj ↪acych si ↪e w przedziale od zera do

t i takich, że t1 < t2 < . . . < ts.
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Stan a priori uk ladu S w chwili t można wyrazić w reprezentacji stochastycznej jako

σt = ρt|0 +
+∞∑
s=1

∫ t

0
dts

∫ ts

0
dts−1 . . .

∫ t2

0
dt1ρt|ts,ts−1,...,t2,t1 , (302)

gdzie

ρt|0 =

+∞∑
m=0

umt |ψn
t|0(m)⟩ ⟨ψn

t|0(m)| (303)

z ut =
∫ +∞
t dt′|ξt′ |2 oraz

dtsdts−1 . . . dt1ρt|ts,ts−1,...,t2,t1 =
+∞∑
m=0

umt |ψn
t|ts,ts−1,...,t2,t1

(m)⟩ ⟨ψn
t|ts,ts−1...,t2,t1

(m)| .

Sumowanie odbywa si ↪e tutaj po wszystkich możliwych ścieżkach zliczeń fotonów w przedziale

czasu od 0 do t. Operatory pod ca lkami s ↪a interpretowane jako nieunormowane stany warun-

kowe uk ladu S powi ↪azane z różnymi scenariuszami detekcji fotonów. Na przyk lad operator ρt|0

odpowiada sytuacji, gdy nie obserwujemy żadnych fotonów do chwili t, natomiast ρt|ts,ts−1,...,t2,t1

odnosi si ↪e do zaobserwowania s fotonów w chwilach [t1, t1 + dt1), [t2, t2 + dt2), . . ., [ts, ts + dts),

gdzie t1 < t2 < . . . < ts i żadnego innego fotonu w przedziale od zera do t.

Praca zawiera pe ln ↪a charakterystyk ↪e wektorów warunkowych
{∣∣∣ψn

t|ts,ts−1,...,t2,t1
(m)

〉}
, m =

0, 1, 2, . . . pozwalaj ↪acych wyznaczyć ewolucj ↪e uk ladu. W pracy opisano ogóln ↪a struktur ↪e formu l

dla wektorów warunkowych dla dowolnego uk ladu otwartego. Poza rozwi ↪azaniem uk ladu sto-

chastycznych równań dla wektorów warunkowych, podana zosta la także interpretacja fizyczna

wyrażeń, z których zbudowane s ↪a wektory warunkowe.

Poza wyznaczeniem ewolucji a posteriori i a priori, wektory warunkowe mog ↪a pos lużyć do

określenia statystyki zliczeń fotonów w polu wyj́sciowym. Prawdopodobieństwo tego, że nie

zaobserwujemy żadnego fotonu do chwili t wyrazić można jako

P t
0(0) =

+∞∑
m=0

⟨ψn
t|0(m)|ψn

t|0(m)⟩umt . (304)

Wykluczaj ↪aca g ↪estość prawdopodobieństwa pt0(ts, ts−1, . . . , t2, t1) dla trajektorii odpowiadaj ↪acej

s detekcjom w przedziale od 0 do t w przedzia lach [t1, t1 + dt1), [t2, t2 + dt2), . . ., [ts, ts + dts),

gdzie 0 < t1 < t2 < . . . < ts, jest dana przez

pt0(ts, ts−1, . . . , t2, t1)dtsdts−1 . . . dt1 =
+∞∑
m=0

⟨ψn
t|ts,ts−1,...,t2,t1

(m)|ψn
t|ts,ts−1,...,t2,t1

(m)⟩umt . (305)

St ↪ad prawdopodobieństwo detekcji s fotonów do chwili t jest równe

P t
0(s)=

∫ t

0
dts

∫ ts

0
dts−1. . .

∫ t2

0
dt1p

t
0(ts,ts−1,. . .,t2, t1). (306)

Jako przyk lad uk ladu wzbudzanego przez pole w ścísni ↪etym stanie Focka rozważono w pracy

pole eletromagnetyczne we wn ↪ece rezonasowej. W tym przypadku hamiltonian uk ladu ma postać

ĤS = ∆â†â, (307)
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gdzie ∆ = ω0−ωc, przy czym ω0 jest cz ↪estotliwości ↪a wn ↪eki, a ωc oznacza cz ↪estotliwość centraln ↪a

pakietu falowego. Operator sprz ↪eżenia określony jest jako

L̂ =
√

Γâ, (308)

gdzie Γ jest dodatni ↪a sta l ↪a sprz ↪eżenia uk ladu z polem. Za lożono, że pole wn ↪eki w chwili pocz ↪at-

kowej znajduje si ↪e w stanie próżni.

W publikacji, odwo luj ↪ac si ↪e do wektorów warunkowych, wyznaczono prawdopodobieństwo

tego, że średnia liczba fotonów we wn ↪ece b ↪edzie równa c2n+ s2(n+ 1) w chwili t,

Pnγ,ξ
(t) =

+∞∑
k=0

Γkk!e−kΓt

∣∣∣∣∫ t

t0

dsξse
(i∆+Γ

2 )s
∣∣∣∣2k |ak(nγ)|2. (309)

Korzystaj ↪ac w tej formu ly określono warunki optymalnego wzbudzenia wn ↪eki. Wynik podsumo-

wuje twierdzenie.

Twierdzenie 14 Maksymalne prawdopodobieństwo
”

przeniesienia” fotonów pakietu falowego w

stanie |nγ,ξ⟩ do wn ↪eki rezonansowej przygotowanej w stanie próżni dla t > t0 wynosi

Pmax
nγ,ξ

(t) := max
ξ
Pnγ,ξ

(t) =
+∞∑
k=0

e−kΓt
(
eΓt − eΓt0

)k |ak(nγ)|2, (310)

i jest realizowane w rezonasie (∆ = 0) przez impuls z fotonami o profilu czasowym

ξs =

√
Γ

eΓt − eΓt0
e

Γ
2
s (311)

dla s ∈ [t0, t] oraz ξs = 0 poza tym przedzia lem.

St ↪ad możemy wyci ↪agn ↪ać wniosek, że dla ścísni ↪etego stanu Focka z fotonami o rosn ↪acym profilu

czasowym w przedziale (−∞, t] otrzymujemy Pnγ,ξ
(t) = 1. Otrzymana formu la jest, w pewnym

sensie, uogólnieniem wyniku dla optymalnego wzbudzenia atomu dwupoziomowego impulsem

jednofotonowym [106].

4.3 Inne osi
↪
agni

↪
ecia

W pracach [P4, P5] rozważana jest stochastyczna ewolucja uk ladu otwartego w reżimie Markowa.

Prace [P4, P5] dotycz ↪a filtracji kwantowej z wykorzystaniem świat la w stanie ścísni ↪etym. Nume-

racja jest zgodna z za l ↪aczonym Wykazem osi ↪agni ↪eć naukowych albo artystycznych, stanowi ↪acych

znaczny wk lad w rozwój określonej dyscypliny.

Praca [P4] Anita D
↪
abrowska, John Gough. Belavkin filtering with squeezed light sources. Russian

Journal of Mathematical Physics, 23(2), 172-184, 2016.

Streszczenie:

W pracy przedstawiono problem kwantowej filtracji z wykorzystaniem pola bozonowego w

stanie ścísni ↪etym. Należy zaznaczyć, że dla pola w takim stanie nie można zdefiniować procesu

licz ↪acego. Obliczenia w tym przypadku wykonujemy w reprezentacji Araki-Woodsa.
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Praca zawiera wyprowadzenia dwóch równań filtracji. W pierwszej cz ↪eści pracy rozważono

sytuacj ↪e, gdy oddzia luj ↪ace z uk ladem otwartym pole bozonowe jest przygotowane w stanie ko-

herentnym. Za lożono, że pole wyj́sciowe jest kierowane na p lytk ↪e świat lodziel ↪ac ↪a. Na drugim

wej́sciu p lytki mamy pole w stanie ścísni ↪etym. W pracy wyznaczono równanie filtracji dla stanu

a posteriori zależnego od wyników jednoczesnego nieidealnego pomiaru dwóch kwadratur optycz-

nych pola. Otrzymano zatem równanie stochastyczne z dwuwymiarowym procesem dyfuzji.

W drugiej cz ↪eści pracy wyznaczono równanie stochastyczne dla otwartego uk ladu kwanto-

wego, gdy pole wej́sciowe znajduje si ↪e w stanie ścísni ↪etym, a ewolucja uk ladu warunkowana

jest pomiarem kwadratury optycznej pola wyj́sciowego. Jako przyk lad, w pracy rozważono sy-

tuacj ↪e, gdy uk ladem kwantowym oddzia luj ↪acym z otoczeniem jest pole we wn ↪ece rezonansowej.

Pokazano, że w tym przypadku ewolucja stochastyczna zachowuje stan gaussowski.

Mój udzia l w pracy.

• Uczestniczy lam w pracy nad rozwi ↪azywaniem równań stochastycznych.

• Uczestniczy lam w przygotowaniu manuskryptu.

Praca [P5] Anita D
↪
abrowska, John Gough. Quantum trajectories for squeezed input processes:

explicit solutions. Open Systems & Information Dynamics, 23(1), 1650004-1-1650004-16, 2016.

Streszczenie:

Praca zawiera szczegó low ↪a dyskusj ↪e na temat rozwi ↪azania dwóch równań filtracji. W pracy

rozważano ewolucj ↪e warunkow ↪a uk ladu otwartego, gdy pole wej́sciowe jest przygotowane w sta-

nie gaussowskim. Może to być stan próżni, stan koherentny, stan termiczny lub stan ścísni ↪ety.

Zak ladamy, że pole bozonowe oddzia luje z polem we wn ↪ece rezonansowej (oscylatorem harmo-

nicznym).

W pierwszej cz ↪eści pracy opisano ewolucj ↪e oscylatora harmonicznego zależn ↪a od wyników ob-

serwacji homodynowej. Za lożono, że w chwili pocz ↪atkowej oscylator harmoniczny znajduje si ↪e w

stanie gaussowskim. Pokazano, że stan a posteriori b ↪edzie w tym przypadku także stanem gaus-

sowskim. W pracy wyznaczono równania różniczkowe dla trzech wspó lczynników definiuj ↪acych

stan warunkowy uk ladu. Pokazano, że tylko jeden z tych wspó lczynników zależy od wyników

ci ↪ag lej obserwacji pola. Dwa pozosta le wspó lczynniki spe lniaj ↪a niejednorodne macierzowe rów-

nanie różniczkowe Riccattiego. W pracy podano rozwi ↪azanie tego równania. Otrzymane formu ly

pozwali ly określić w jaki sposób zależ ↪a od czasu wariancje kwadratur optycznych pola we wn ↪ece.

W pracy podano także warunek, gdy równanie filtracji zachowuje stan czysty uk ladu otwartego.

Wyniki otrzymane dla ewolucji stochastycznej porównano z rozwi ↪azaniem równania master.

Druga cz ↪eść pracy zawiera dyskusj ↪e ewolucji stochastycznej dla podwójnej obserwacji homo-

dynowej, czyli jednoczesnego nieidealnego pomiaru dwóch kwadratur optycznych pola. Za lożono

tutaj, że pole wyj́sciowe mieszane jest z innym polem bozonowym przygotowanym w stanie ści-

śni ↪etym. Także w tym przypadku stan gaussowski uk ladu jest zachowany. Dla dwóch wspó lczyn-

ników określaj ↪acych stan a posteriori wyznaczono jednorodne macierzowe równanie różniczkowe

Riccatiego. Praca zawiera uogólnienie wyników pracy [P7].

59



Mój udzia l w pracy.

• Uczestniczy lam w pracy nad rozwi ↪azywaniem równań stochastycznych.

• Uczestniczy lam w przygotowaniu manuskryptu.

W powyższej pracy by lam autorem korespondencyjnym.

5 Pozosta le osi
↪
agni

↪
ecia po doktoracie

Omówienie wyników prac [P1-P3] oraz [P6-P8]

W pracach [P4-P8] rozważana by la stochastyczna ewolucja uk ladu otwartego w reżimie Mar-

kowa. Otoczenie, pe lni ↪ace rol ↪e narz ↪edzia mierz ↪acego, znajdowa lo si ↪e w stanie próżni [P8] oraz

koherentnym [P6, P7]. Prace omówiono w kolejności od najstarszej do najnowszej.

Praca [P8]: Anita D
↪
abrowska, Przemys law Staszewski. Filtering equation for measurement of a

coherent channel. Journal of the Optical Society of America B, 28(5), 1238-1244, 2011.

Streszczenie:

W pracy przedstawiono wyprowadzenie równań filtracji dla ci ↪ag lej obserwacji pola wyj́scio-

wego w przypadku detekcji licz ↪acej oraz heterodynowej dla otoczenia zdefiniowanego jako jed-

nokierunkowe pole elektromagnetyczne przygotowane w stanie koherentnym. Przedstawione wy-

prowadzenie oparte zosta lo o kwantowy rachunkek stochastyczny Itô. Na pocz ↪atku rozważań

zdefiniowano odwzorowanie tworz ↪ace dla stochastycznego procesu licz ↪acego powi ↪azanego z bez-

pośrednim zliczaniem fotonów pola wyj́sciowego. Nast ↪epnie wyznaczono równanie różniczkowe

dla odwzorowania tworz ↪acego oraz przedstawiono jego rozwi ↪azanie. Podane rozwi ↪azanie, maj ↪ace

postać szeregu von Neumanna-Dysona, pozwoli lo określić formu l ↪e dla stochastycznego operatora

propagacji powi ↪azanego z procesem licz ↪acym. Korzystaj ↪ac z tej formu ly otrzymano równanie dla

stochastycznego wektora stanu dla uk ladu otwartego dla obserwacji zliczaj ↪acej fotony pola wyj-

ściowego. W podobny sposób wyprowadzono równanie filtracji dla obserwacji heterodynowej. W

tym przypadku za lożono, że pole wyj́sciowe trafia na p lytk ↪e świat lodziel ↪ac ↪a, na której drugim

wej́sciu jest pole w stanie koherentnym. W pierwszej kolejności otrzymano równanie filtracji dla

procesu licz ↪acego, aby ostatecznie przej́sć do granicy obserwacji dyfuzyjnej. W pracy wykazano

także, że oba otrzymane równania filtracji zachowuj ↪a czystość stanu uk ladu otwartego. W pracy

podano zarówno liniowe jak i nieliniowe wersje równań filtracji.

W literaturze pojawi la si ↪e wcześniej praca [102], w której wyznaczono równanie filtracji dla

pola w stanie koherentnym, ale użyto w niej innej metody niż w pracach [P6] i [P8]. Równania

filtracji wyznaczone w znanej pracy [5] odpowiadaj ↪a sytuacji, gdy pole wej́sciowe znajduje si ↪e w

stanie próżni. W pracach [17, 103, 104] można znaleźć opis statystyk pola wyj́sciowego dla pola

wej́sciowego w stanie koherentnym, ale nie wyznaczono tam równania filtracji dla obserwacji w

kierunku pola przygotowanego w stanie koherentnym.

Mój udzia l w pracy.
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• Zdefiniowanie problemu.

• Wyznaczenie równań filtracji.

• Przygotowanie manuskryptu.

W powyższej pracy by lam autorem korespondencyjnym.

Praca [P7]: Anita D
↪
abrowska, Przemys law Staszewski. Squeezed coherent state undergoing a

continuous nondemolition observation. Physics Letters A, 375(45), 3950-3955. 2011.

Streszczenie:

W pracy rozważana jest ewolucja stochastyczna pola elektromagnetycznego we wn ↪ece rezo-

nansowej (oscylatora harmonicznego) zależna od wyników ci ↪ag lego w czasie pomiaru pola wyj-

ściowego dla dwóch typów obserwacji: pojedynczej oraz podwójnej obserwacji heterodynowej.

Pole wej́sciowe znajduje si ↪e stanie próżni. W chwili pocz ↪atkowej oscylator harmoniczny znajduje

si ↪e w ścísni ↪etym stanie koherentnym [105]. W pracy udowodniono, że w tym przypadku stan a

posteriori, czyli stan uk ladu zależny od wyników pomiaru, pozostaje ścísni ↪etym stanem kohe-

rentnym. Wyprowadzono równania różniczkowe dla wspó lczynników definiuj ↪acych warunkowy

ścísni ↪ety stan koherentny. W pracy pokazano, że parametr określaj ↪acy ścísni ↪ecie stanu spe lnia

równanie różniczkowe Riccatiego. Parametr ten maleje z czasem, a uk lad zmierza do stanu próżni.

Wykazano, że warunkowe wartości średnie kwadratur optycznych oscylatora zależ ↪a od wyników

pomiaru podczas, gdy ich wariancje s ↪a określone w sposób deterministyczny. Warto zaznaczyć,

że w w tym przypadku równanie master nie zachowuje ścísni ↪etego stanu koherentnego.

Mój udzia l w pracy.

• Zdefiniowanie problemu.

• Wyznaczenie rozwi ↪azań.

• Przygotowanie manuskryptu.

W powyższej pracy by lam autorem korespondencyjnym.

Praca [P6] Anita D
↪
abrowska, Przemys law Staszewski. Posterior quantum dynamics for a conti-

nuous diffusion observation of a coherent channel. Journal of the Optical Society of America B,

29(11), 3072-3077, 2012.

Streszczenie:

Praca zawiera wyprowadzenie liniowego oraz nieliniowego równania filtracji dla przypadku,

gdy otoczenie kwantowego uk ladu otwartego jest polem electromagnetycznym przygotowanym

w stanie koherentnym. W pracy wyznaczono ewolucj ↪e zależn ↪a od wyników zrównoważonej ob-

serwacji heterodynowej [93, 94]. Inaczej niż w pracy [P8], tutaj równanie filtracji dla procesu

dyfuzji nie jest otrzymywane poprzez wzi ↪ecie granicy z równania filtracji dla procesu licz ↪acego.

W pracy wyprowadzono równanie różniczkowe dla odwzorowania generuj ↪acego zdefiniowanego
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dla obserwacji kwadratury pola wyj́sciowego. Korzystaj ↪ac z tego równania otrzymano równanie

stochastyczne dla operatora propagacji, a w dalszej cz ↪eści dla stochastycznego wektora stanu.

Jako przyk lad, rozważono sytuacj ↪e, w której uk ladem otwartym jest pole we wn ↪ece rezo-

nansowej (oscylator harmoniczny) przygotowane w chwili pocz ↪atkowej w ścísni ↪etym stanie ko-

herentnym. Pokazano, że ewolucja stochastyczna zachowuje ścísni ↪ety stan koherentny. Dowolny

pocz ↪atkowy stan koherentny staje si ↪e ścísni ↪etym stanem koherentnym, którego parametry za-

leżn ↪a od wyników ci ↪ag lej w czasie obserwacji pola. Parametr ścísni ↪ecia maleje z czasem do zera, a

uk lad zmierza do stanu koherentnego o amplitudzie niezależnej od stanu pocz ↪atkowego. Wyniki

s ↪a uogólnieniem wyników z prac [P7] oraz [P8].

Mój udzia l w pracy.

• Zdefiniowanie problemu.

• Wyznaczenie równania filtracji.

• Wyznaczenie przyk ladowego rozwi ↪azania równania filtracji.

• Przygotowanie manuskryptu.

W powyższej pracy by lam autorem korespondencyjnym.

Praca [P3] Anita D
↪
abrowska. Quantum filtering equation for system driven by field in a mixture

of vacuum and coherent state. Acta Physica Polonica A, 132(1), 112-114, 2017.

Streszczenie:

Praca zawiera dyskusj ↪e na temat estymacji optymalnej stanu uk ladu kwantowego, oddzia lu-

j ↪acego z jednokierunkowym polem bozonowym w stanie mieszanym próżni i stanu koherentnego.

Rozważana jest tutaj ewolucja uk ladu otwartego warunkowana wynikami ci ↪ag lej w czasie ob-

serwacji kwadratury optycznej pola wyj́sciowego. W tym przypadku zamiast jednego równania

stochastycznego, jak to by lo dla pola wej́sciowego w stanie gaussowskim, otrzyma lam uk lad

dwóch równań różniczkowych. Do wyznaczenia równań stochastycznych użyto w pracy metody

opartej o po l ↪aczone kaskadowo otwarte uk lady kwantowe. Uk lad pomocniczy wybrano w taki

sposób, aby pole bozonowe, przygotowane w stanie próżni, po oddzia lywaniu z uk ladem pomoc-

niczym by lo w stanie mieszaniny stanów próżni i koherentnego. Takie pole wyj́sciowe oddzia luje

nast ↪epnie z zasadniczym uk ladem kwantowym. W pracy wyznaczono najpierw równanie filtracji

dla uk ladu z lożonego z uk ladów pomocniczego oraz zasadniczego. Nast ↪epnie otrzymano szukane

równania filtracji bior ↪ac odpowiedni ślad cz ↪eściowy, czyli eliminuj ↪ac z opisu stopnie swobody

zwi ↪azane z uk ladem pomocniczym.

Praca [P2] Anita D
↪
abrowska. Quantum filtering equations for system driven by non-classical

fields. Open Systems & Information Dynamics, 25(2), 1850007-1-1850007-23, 2018.

Streszczenie:

Praca zawiera analiz ↪e zachowania otwartego uk ladu kwantowego oddzia luj ↪acego z jednokie-

runkowym polem bozonowym przygotowanym w stanie superpozycji próżni i stanu jednofoto-

nowego. W tej pracy, aby wyznaczyć ewolucj ↪e stochastyczn ↪a uk ladu kwantowego użyto metody
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opartej o kaskadowe uk lady otwarte. Oznacza to, że rozszerzono przestrzeń Hilberta uk ladu

zasadniczego o przestrzeń uk ladu pomocniczego, który wraz w polem wej́sciowym pe lni rol ↪e ge-

neratora pola bozonowego w wybranym stanie. Uk lad kwantowy po l ↪aczony jest kaskadowo z

uk ladem pomocniczym w taki sposób, że pole bozonowe po oddzia lywaniu z uk ladem pomocni-

czym staje si ↪e polem wej́sciowym uk ladu zasadniczego. Za lożono, że pole przed oddzia lywaniem

z uk ladem pomocniczym jest w stanie próżni. W pracy wyznaczono najpierw równanie filtracji

dla uk ladu z lożonego z uk ladów pomocniczego oraz zasadniczego. W nast ↪epnym kroku, poprzez

eliminacj ↪e stopni swobody zwi ↪azanych z uk ladem pomocniczym, otrzymano szukane równania

filtracji. W pracy wyznaczono równania filtracji odpowiadaj ↪ace dwóm typom pomiarów pola

wyj́sciowego: obserwacji zliczaj ↪acej oraz obserwacji kwadratury optycznej. W obu przypadkach

ewolucja stochastyczna dana poprzez uk lad czterech sprz ↪eżonych ze sob ↪a równań różniczkowych.

W pracy podano także formu ly na bezwarunkowe oraz warunkowe wartości średnie przyro-

stów procesów stochastycznych: Λout
t oraz Bout

t +Bout†
t . Praca nie ogranicza si ↪e tylko do opisania

ewolucji stochastycznej uk ladu. Można w niej również znaleźć opis statystyki fotonów po oddzia-

 lywaniu z uk ladem. Podano tu ogólny przepis na prawdopodobieństwo braku zliczenia fotonów w

przedziale czasu od 0 do t, a także formu l ↪e na g ↪estość prawdopodobieństwa zliczenia n fotonów

w chwilach t1, t2, ..., tn takich, że 0 < t1 < t2 < ... < tn < t i żadnego innego zliczenia w tym

przedziale.

Jako przyk lad uk ladu oddzia luj ↪acego z polem bozonowym w stanie superpozycji stanów

próżni i jednofotonowego rozważono atom dwupoziomowy. Za lożono, że operator sprz ↪eżenia ma

postać L =
√
κσ−, gdzie σ− jest operatorem obniżaj ↪acym i κ > 0. Przyj ↪eto, że cz ↪eść jedno-

fotonowa ma amplitud ↪e gaussowsk ↪a. W pracy pokazano jak w tym przypadku zmienia si ↪e w

czasie prawdopodobieństwo przebywania atomu w stanie wzbudzonym oraz prawdopodobień-

stwo braku zliczenia do danego momentu. Praca [P2] zawiera także opis ewolucji stochastycznej

uk ladu oddzia luj ↪acego z polem bozonowym w stanie mieszaniny stanów koherentnych. Otrzy-

mane w pracy wyniki s ↪a poprawne, ale wspomnian ↪a mieszanin ↪e uznaje si ↪e za stan klasyczny, a

nie za stan nieklasyczny.

Praca [P1] Anita D
↪
abrowska, Sylwia M. Kolenderska, Jakub Szlachetka, Karolina S lowik, Piotr

Kolenderski. Quantum-inspired optical coherence tomography using classical light in a single-

photon counting regime. Optics Letters, 49(2), 363-366, (2024).

Streszczenie:

Niniejsza praca poświ ↪econa jest kwantowej optycznej tomografii koherentnej (Q-OCT, od

ang. quantum optical coherence tomography), która ma wiele zalet w porównaniu ze swoim

klasycznym odpowiednikiem, optyczn ↪a tomografi ↪a koherentn ↪a (OCT, od ang. optical coherence

tomography). W szczególności zapewnia zwi ↪ekszon ↪a rozdzielczość osiow ↪a i jest odporna na nawet

dwa rz ↪edy dyspersji. Istot ↪a Q-OCT jest interferencja kwantowa ujemnie skorelowanych spl ↪ata-

nych par fotonów, które w obrazie Fouriera obserwuje si ↪e za pomoc ↪a pomiaru widma wspól-

nego. W tym artykule zbadano zastosowanie podej́scia spektralnego w nowatorskim podej́sciu,

w którym zamiast spl ↪atanych fotonów wykorzystuje si ↪e klasyczne impulsy świetlne. Intensyw-

ność użytych impulsów świetlnych zosta la zredukowana do poziomu pojedynczego fotonu. W

artykule przedstawiono analiz ↪e teoretyczn ↪a wraz z jej weryfikacj ↪a eksperymentaln ↪a, która wy-
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kaza la, że chociaż takie klasyczne świat lo jest znacznie  latwiejsze do wprowadzenia do uk ladu

eksperymentalnego, oferuje ono ograniczone korzyści w porównaniu z Q-OCT opart ↪a na świetle

spl ↪atanym. W artykule dokonano analizy różnic w charakterystyce widma wspólnego otrzyma-

nego dla spl ↪atanych fotonów i klasycznych impulsów optycznych.

Mój udzia l w pracy.

• Wykonanie analizy teoretycznej problemu.

• Przygotowanie suplementu.

• Udzia l w przygotowaniu manuskryptu.

Udzia l w publikacjach [P9-P22] oraz [R1-R5]

Cz ↪eść mojej aktywności naukowej po uzyskaniu stopnia doktora dotyczy la zastosowania me-

tod statystycznych w badaniach naukowych. Po uzyskaniu stopnia doktora bra lam udzia l w

wielu projektach badawczych realizowanych w pi ↪eciu katedrach dzia laj ↪acych w Collegium Medi-

cum UMK. Uczestniczy lam w procesach analizowania i interpretowania wyników badań a także

projektowania eksperymentów badawczych. Cz ↪eść tych projektów by la realizowana we wspó l-

pracy z innymi ośrodkami badawczymi w kraju i za granic ↪a.

Mój udzia l w projektach polega l na doborze odpowiedniego modelu statystycznego repre-

zentuj ↪acego badane procesy i zjawiska, wykonaniu analizy statystycznej i zinterpretowaniu jej

wyników. Celem moich badań by lo określenie struktury analizowanych danych oraz wyznaczenie

istotnych zależności mi ↪edzy badanymi zmiennymi. W swojej pracy wykorzystywa lam metody

analiz wielowymiarowych. Szczególnie ważny w prowadzonych przeze mnie badaniach okaza l si ↪e

problem adjustacji porównań, który polega na ideantyfikacji i uwzgl ↪ednienia wp lywu na badane

zmienne potencjalnych czynników zak lócaj ↪acych (ang. confounding factors). Dopiero uwzgl ↪ed-

nienie wp lywu tych zmiennych umożliwia poprawn ↪a interpretacj ↪e wyników i pozwala unikn ↪ać

przedstawiania fa lszywych wniosków wynikaj ↪acych z wp lywu czynników zak lócaj ↪acych. Otrzy-

mane modele przyczyni ly si ↪e do lepszego zrozumienia badanych zjawisk, s ↪a wykorzystywane do

podejmowania decyzji diagnostycznych i terapeutycznych, prognozowania przysz lych wyników

oraz identyfikowania potencjalnych problemów w czasie terapii.

W roku 2010 rozpocz ↪e lam wspó lprac ↪e z dr hab. Grzegorzem Przybylskim, kierownikiem Ka-

tedry Chorób P luc, Nowotworów i Gruźlicy Wydzia lu Lekarskiego Collegium Medicum UMK.

Najstarsze prace, które powsta ly we wspó lpracy z dr hab. Grzegorzem Przybylskim, [P22, R3,

R4], dotycz ↪a wp lywu środowiskowych czynników ryzyka na rozwój alergii, oceny poziomu wie-

dzy na temat astmy wśród osób z astm ↪a i zwi ↪azku mi ↪edzy wiedz ↪a na temat choroby a jakości ↪a

życia przewlekle chorych pacjentów. Cztery kolejne prace [P18, P19, P21, R2] powsta ly na pod-

stawie retrospektywnego badania dotycz ↪acego ponad 2000 pacjentów leczonych na gruźlic ↪e w

Kujawsko-Pomorskim Centrum Pulmonologii w Bydgoszczy w okresie od 2001 do 2010 roku. W

pracach [P18, P19, R2] przeanalizowano rol ↪e czynników spo lecznych i demograficznych w zacho-

rowalności na gruźlic ↪e oraz zbadano wp lyw tych czynników na przebieg leczenia gruźlicy. W [P21]

analizie poddano palenie tytoniu wśród chorych na gruźlic ↪e. W pracy [R1] przedstawiono zwi ↪azek
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mi ↪edzy wybranymi elementami prozdrowotnego stylu życia a jakości ↪a życia oraz kontrol ↪a astmy

u osób chorych na astm ↪e oskrzelow ↪a. Prace [P10, P11, P14] dotycz ↪a oceny poziomu wybranych

parametrów zapalnych i immunologicznych, w tym bia lka C-reaktywnego (CRP) i kr ↪aż ↪acych

kompleksów immunologicznych (CIC) oraz wskaźnika CRP/CIC, u osób z obturacyjnymi cho-

robami p luc oraz osób leczonych z powodu raka p luc. Wyniki wspólnej pracy by ly prezentowane

podczas trzech mi ↪edzynarodowych konferencji organizowanych przez the European Respiratory

Society.

W wyniku wspó lpracy z dr hab. Magdalen ↪a Pasińsk ↪a z Katedry Genetyki Klinicznej Wydzia lu

Lekarskiego Collegium Medicum UMK powsta ly 3 publikacje [P12, P20, R5]. Prace te dotycz ↪a

genetycznych przyczyn niepowodzeń ci ↪ażowych a także wp lywu czynników środowiskowych na

dobrostan p lodu i noworodka. Wyniki wspó lpracy by ly prezentowane mi ↪edzy innymi podczas

Zjazdu Polskiego Towarzystwa Genetyki Cz lowieka w Bydgoszczy w 2014 roku.

W latach 2015 - 2019 bra lam udzia l w pracach zespo lu naukowo-badawczego prowadzo-

nego przez prof. dr hab. Jacka Kubic ↪e kieruj ↪acego Katedr ↪a Kardiologii i Chorób Wewn ↪etrznych

Wydzia lu Lekarskiego Collegium Medicum UMK. By lam cz lonkiem interdyscyplinarnego mi ↪e-

dzynarodowego zespo lu, który zrealizowa l randomizowane badanie
”
IMPRESSION”. Celem tego

badania by la ocena wp lywu morfiny na farmakokinetyk ↪e i farmakodynamik ↪e tikagreloru, leku

hamuj ↪acego agregacj ↪e p lytek krwi, u pacjentów z zawa lem serca. Wspomniane badanie wykaza lo

istnienie negatywnych interakcji mi ↪edzy tikagrelorem i morfin ↪a, podstawowymi lekami stosowa-

nymi w leczeniu pacjentów z zawa lem serca. Potwierdzi lo ono, że morfina os labia i opóźnia

dzia lanie tikagreloru. W oparciu o wyniki badania
”
IMPRESSION”, Europejskie Towarzystwo

Kardiologiczne w 2017 roku zmieni lo zalecenia dotycz ↪ace stosowania morfiny u pacjentów z zawa-

 lem mi ↪eśnia sercowego. Jestem wspó lautorem przegl ↪adowego artyku lu na temat wp lywu morfiny

na opóźnienie i os labienie dzia lania doustnych inhibitorów receptora P2Y12 u pacjentów z za-

wa lem mi ↪eśnia sercowego [P16].

Wzi ↪e lam także udzia l w wielośrodkowym projekcie
”
UNICORN”, który dotyczy l porównania

wyników pomiarów temperatury w prze lyku i p ↪echerzu moczowym u pacjentów przebywaj ↪acych

w śpi ↪aczce po zatrzymaniu kr ↪ażenia, którzy zostali poddani  lagodnej hipotermii terapeutycznej.

W wyniku wspó lpracy powsta ly prace [P15, P9].

Bra lam także udzia l w pracach zespo lu prof. dr hab. Micha la Marsza l la, kieruj ↪acego Katedr ↪a

Chemii Leków Collegium Medicum UMK. Badania prowadzone przez ten zespó l dotyczy ly poszu-

kiwania nowych biomarkerów zmian nowotworowych gruczo lu prostaty. By la to cz ↪eść projektu

prowadzonego z ośrodkami zagranicznymi. W wyniku tej wspó lpracy powsta la praca [P13].

Publikacja [P17] powsta la we wspó lpracy z dr hab. Dariuszem Nowakiem i dotyczy la wyników

pilotażowego badania nad wp lywem spożycia soku z aronii na profil lipidowy i funkcj ↪e śródb lonka

u osób zdrowych.

6 Aktualne badania

• Pracuj ↪e nad rozwijaniem metod stochastycznych do analizy oddzia lywania uk ladów kwan-

towych z polem w stanach nieklasycznych. W pracach [H5, H7] rozważa lam jednokie-

runkowe pole ci ↪ag lomodowe z nieskorelowanymi fotonami, które maj ↪a takie same profile
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czasowe. Otrzymane wyniki uogólni lam do stanów dwufotonowych typu

1√
N

∫ +∞

0

∫ +∞

0
ϕ(t1)ξ(t2)dB

†(t1)dB
†(t2)|vac⟩, (312)

gdzie N = 1 + |⟨ξ|ϕ⟩|2 oraz

⟨ξ|ϕ⟩ =

∫ +∞

0
dtξ(t)∗ϕ(t),

∫ +∞

0
dt|ξ(t)|2 =

∫ +∞

0
dt|ϕ(t)|2 = 1, (313)

W nast ↪epnym kroku rozważy lam dowolny czysty stan dwufotonowy postaci∫ +∞

0

∫ +∞

0
Φ(t2, t1)dB

†(t2)dB
†(t1)|vac⟩ (314)

z amplitud ↪a Φ(t2, t1), która w ogólności może definiować pole z fotonami skorelowanymi w

czasie. Otrzyma lam ponadto wyniki dla pola dwukierunkowego w stanie dwufotonowym∫ +∞

0

∫ +∞

0
ϕ(t1)ξ(t2)dB

†
2(t2)dB

†
1(t1)|vac, vac⟩ (315)

z operatorami pola spe lniaj ↪acymi relacje komutacji

[Bi(t), Bj(t
′)] = [B†

i (t), B†
j (t′)] = 0, [Bi(t), B

†
j (t′)] = δij t ∧ t′, (316)

gdzie t∧t′ = min(t, t′). Korzystaj ↪ac z trajektorii kwantowych dla pola wej́sciowego w stanie

(315) otrzyma lam wyniki dla stanu∫ +∞

0

∫ +∞

0
Φ(t2, t1)dB

†
2(t2)dB

†
1(t1)|vac, vac⟩, (317)

który w ogólności może być stanem spl ↪atanym dwóch fotonów. Dla podanych stanów pola

wyznaczy lam równania stochastyczne dla wektorów warunkowych powi ↪azanych z proce-

sami zliczaj ↪acymi, odpowiednio jedno- i dwuwymiarowym. Wyniki te zosta ly opublikowane

w pracy arXiv:2409.07428. Praca jest w trakcie recenzji. Wspó lautorem pracy jest dr hab.

Gniewomir Sarbicki. W pracy wyprowadzono wzory dla absorpcji dwufotonowej dla atomu

trójpoziomowego wzbudzanego świat lem w stanie dwufotonowym. Przedstawiono także

formu ly dla stanów optymalnie wzbudzaj ↪acych uk lad atomowy. Cz ↪eść wyników by la pre-

zentowana w tym roku podczas dwóch konferencji naukowych. Dr hab. Gniewomir Sarbicki

uczestniczy l w pracy nad wyznaczaniem stanów dwufotonowych optymalnie wzbudzaj ↪a-

cych atom trójpoziomowy.

Anita D
↪
abrowska, Gniewomir Sarbicki. Quantum trajectories and output field properties

for systems driven by two-photon input field, arXiv:2409.07428

• Wraz z dr hab. Karolin ↪a S lowik, dr hab. Gniewomirem Sarbickim oraz mgr Masoodem

Valipourem z UMK prowadz ↪e badania dotycz ↪ace optymalnego wzbudzenia atomów wielo-

poziomowych za pomoc ↪a pakietów falowych o ustalonej liczbie fotonów. Opis teoretyczny

wzbudzenia atomu dwupoziomowego przez pakiet falowy w stanie jednofotonowym oraz

N -fotonowym znaleźć można, na przyk lad, w pracach [44,45,47,95,106]. Maksymalna war-

tość prawdopodobieństwa wzbudzenia atomu zależy nie tylko od typu stanu świat la, ale
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także od kszta ltu profilu czasowego. Optymalnym wyborem dla atomu dwupoziomowego

jest stan jednofotonowy o profilu wyk ladniczym rosn ↪acym w czasie. W przypadku atomów

wielopoziomowych optymalizacja wzbudzenia jest zależna od wi ↪ekszej liczby parametrów i

przez to bardziej skomplikowana. W pracy rozwijamy wyniki modelu teoretycznego opar-

tego o przybliżenie Wignera-Weisskopfa opublikowane w arXiv:2409.07428. Badamy wp lyw

spl ↪atania czasowego fotonów na prawdopodobieństwo wzbudzenia atomu trójpoziomowego.

W przygotowaniu s ↪a dwie publikacje. Cz ↪eść otrzymanych wyników by la już prezentowana

w tym roku podczas czterech konferencji naukowych.

Dost ↪epny jest preprint: Masood Valipour, Gniewomir Sarbicki, Karolina S lowik, Anita

D
↪
abrowska. Optimization of two-photon absorption for three-level atom. arXiv:2411.13274

• Kontynuuj ↪e wspó lprac ↪e z dr hab. Piotrem Kolenderskim z UMK. Wspó lpraca dotyczy

tematu optycznej tomografii koherencyjnej (OCT od ang. optical coherence tomography)

i jej kwantowej wersji (Q-OCT). W eksperymentach przeprowadzanych pod kierunkiem dr

hab. Kolenderskiego, w Q-OCT do obrazowania obiektów wykorzystywane jest świat lo w

stanach nieklasycznych ze spl ↪atanymi czasowo fotonami. Wyniki dla świat la nieklasycznego

s ↪a testowane i porównywane z wynikami otrzymanymi tradycyjnymi metodami OCT. Mój

wk lad polega na opracowaniu teoretycznych podstaw testowanych metod.

7 Bibliografia

Artyku ly habilitantki po doktoracie niewymienione w punkcie 4.1

Oznaczenia:
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Jacek Kubica. Mild therapeutic hypothermia for patients with acute coronary syndrome and

cardiac arrest treated with percutaneous coronary intervention (UNICORN). The design and

rationale for the prospective, observational, multicenter study. Medical Research Journal, 1(1),

23-27, 2016.

[P16] Jacek Kubica, Aldona Kubica, Bernd Jilma, Piotr Adamski, Eva L. Hobl, Eliano P. Na-

varese, Jolanta M. Siller-Matula, Anita D
↪
abrowska, Tomasz Fabiszak, Marek Koziński, Paul A.
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astmy oskrzelowej u pal ↪acych astmatyków. Przegl ↪ad Lekarski, 68(10), 690-693, 2011.

[R1] Grzegorz Przybylski, Anita D
↪
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PWSZ w Tarnowie, 571-585, 2016.

[R2] Grzegorz Przybylski, Anita D
↪
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[R5] Magdalena Pasińska, Ryszard Go lda, Grzegorz Przybylski, Anita D
↪
abrowska, Anna Paw-

likowska, L. Nowak. Circulating immune complexes and atypical proteins in serum of women

with habitual abortions in history. Civilization and social diseases. Ed. B. Soko lowska. Bia la
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[100] S. N. Filippov, A. N. Glinov, and L. Leppäjärvi. Phase covariant qubit dynamics and divisibility. Lobachevskii

Journal of Mathematics, 41, 617, 2020.

[101] J. Teittinen, H. Lyyra, B. Sokolov, and S. Maniscalco. Revealing memory effects in phase-covariant quantum

master equations. New J. Phys. 20, 073012, 2018.
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8 Informacja o wykazywaniu si
↪
e istotn

↪
a aktywności

↪
a naukow

↪
a realizo-

wan
↪
a w wi

↪
ecej niż jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji

kultury, w szczególności zagranicznej.

Aktywność na uczelniach polskich

Moje publikacje powsta ly podczas pracy na dwóch polskich uczelniach. Obecnie wspó lpracuj ↪e

z pracownikami naukowymi Uniwersytetu Gdańskiego oraz Uniwersytetu Miko laja Kopernika w

Toruniu.

• Uniwersytet Gdański

Prace z osi ↪agni ↪ecia habilitacyjnego: H2, H3, H4 oraz H7 maj ↪a afiliacj ↪e Uniwersytetu Gdań-

skiego.

• Uniwersytet Miko laja Kopernika w Toruniu

Prace z osi ↪agni ↪ecia habilitacyjnego: H1, H5 oraz H6 maj ↪a afiliacj ↪e Uniwersytetu Miko laja

Kopernika w Toruniu.

Aktywność w zagranicznych instytucjach naukowych

• Artyku l [P4] powsta l cz ↪eściowo podczas mojego trzytygodniowego pobytu w Wielkiej Bry-

tanii, finansowanego przez University of Cambridge. Praca nad publikacj ↪a prowadzona by la

w Isaac Newton Institute for Mathematical Science. Czas pobytu: 21.07–15.08.2014.

• W okresie 01.03–31.08.2006 odby lam staż przed uzyskaniem doktoratu pod opiek ↪a Prof. V.

P. Belavkina w School of Mathematical Sciences b ↪ed ↪acej cz ↪eści ↪a University of Nottingham.

9 Informacja o osi
↪
agni

↪
eciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz po-

pularyzuj
↪
acych nauk

↪
e

9.1 Dzia lalność dydaktyczna

Zaj
↪
ecia dydaktyczne prowadzone na Wydziale Matematyki, Fizyki i Informatyki Uniwersytetu

Gdańskiego w latach 2019 — 2024

Wyk lady:

• Analiza statystyczna i rachunek prawdopodobieństwa dla bioinformatyków, kierunek: bio-

informatyka, studia licencjackie, 30 godz. w latach: 2021/2022, 2022/2023, 2023/2024,

2024/2025 (w trakcie)

• Biotermodynamika z elementami fizyki statystycznej, kierunek: fizyka medyczna, studia

licencjackie, 30 godz. w latach: 2019/2020, 2020/2021, 2021/2022, 2022/2023, 2023/2024,

2024/2025 (w trakcie)
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• Metody matematyczne bioinformatyki — dyskretny rachunek prawdopodobieństwa, kieru-

nek: bioinformatyka, studia licencjackie, 15 godz. w latach: 2020/2021, 2021/2022, 2022/2023,

2023/2024

• Procesy stochastyczne: podstawy i zastosowania, kierunek: modelowanie matematyczne i

analiza danych, studia licencjackie, 30 godz. w latach: 2020/2021, 2021/2022, 2022/2023

• Procesy stochastyczne, kierunki: modelowanie matematyczne i analiza danych, matema-

tyka, studia drugiego stopnia, 30 godz. w roku 2024/2025 (w trakcie)

• Rachunek prawdopodobieństwa, kierunek: bioinformatyka, studia licencjackie, 15 godz. w

roku 2020/2021

• Rachunek prawdopodobieństwa i elementy statystyki, kierunek: fizyka medyczna, studia

licencjackie, 30 godz. w latach: 2020/2021, 2021/2022, 2022/2023, 2023/2024

• Zaawansowana matematyka teoretyczna w fizyce, kierunek: fizyka, studia licencjackie, wy-

k lad prowadzony wspólnie z dr hab. Marcinem Marciniakiem, 12 godz. w roku 2021/2022

Ćwiczenia audytoryjne i laboratoryjne:

• Algebra, ćwiczenia audytoryjne, kierunek: bezpieczeństwo j ↪adrowe i ochrona radiologiczna,

studia licencjackie, 30 godz. w roku 2019/2020

• Algebra liniowa, ćwiczenia audytoryjne, kierunek: fizyka medyczna, studia licencjackie, 30

godz. w roku 2019/2020

• Algebra liniowa z geometri ↪a, ćwiczenia audytoryjne, kierunek: fizyka, studia licencjackie,

60 godz. w roku 2019/2020

• Analiza statystyczna i rachunek prawdopodobieństwa dla bioinformatyków, ćwiczenia la-

boratoryjne, kierunek: bioinformatyka, studia licencjackie, 45 godz. w latach: 2021/2022,

2022/2023, 2023/2024, 2024/2025 (w trakcie)

• Biotermodynamika z elementami fizyki statystycznej, ćwiczenia audytoryjne, kierunek: fi-

zyka medyczna, studia licencjackie, 30 godz. w latach: 2019/2020, 2020/2021, 2021/2022,

2022/2023, 2023/2024, 2024/2025 (w trakcie)

• Elementy statystyki, ćwiczenia laboratoryjne, kierunek: fizyka medyczna, studia licencjac-

kie, 45 godz. w roku 2019/2020

• Rachunek prawdopodobieństwa, ćwiczenia audytoryjne, kierunek: bioinformatyka, studia

licencjackie, 30 godz. w roku 2020/2021

• Rachunek prawdopodobieństwa i elementy statystyki, ćwiczenia laboratoryjne, kierunek:

fizyka medyczna, studia licencjackie, 45 godz. w latach: 2020/2021, 2021/2022, 2022/2023,

2023/2024
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• Podstawy teorii procesów stochastycznych, ćwiczenia audytoryjne, kierunek: modelowanie

matematyczne i analiza danych, studia licencjackie, 15 godz. w roku 2019/2020

• Pracownia rotacyjna, kierunek: bioinformatyka, studia licencjackie, 20 godz. w roku 2021/2022,

15 godz. w roku 2023/2024

• Procesy stochastyczne: podstawy i zastosowania, ćwiczenia audytoryjne, kierunek: mode-

lowanie matematyczne i analiza danych, studia licencjackie, 15 godz. w roku 2020/2021

• Zaawansowana matematyka praktyczna w fizyce, ćwiczenia audytoryjne, kierunek: fizyka,

studia licencjackie, 12 godz. w roku 2021/2022

Zaj
↪
ecia dydaktyczne prowadzone w Collegium Medicum UMK w latach 2000 — 2019

Wyk lady:

• Matematyka, kierunek: biotechnologia, studia licencjackie, 38 godz. w roku 2017/2018, 60

godz. w roku 2018/2019

• Matematyka, kierunek: farmacja, studia magisterskie, 10 godz. w latach: 2016/2017, 2017/2018,

2018/2019

• Matematyczne i statystyczne podstawy nauk biomedycznych, kierunek: kosmetologia, stu-

dia niestacjonarne, 5 godz. w roku 2014/2015

• Medical statistics na angloj ↪ezycznym kierunku lekarskim, 10 godz. w roku 2013/2014

• Statystyka medyczna, kierunek: lekarski, 10 godz. w roku 2013/2014

• Podstawy fizyki medycznej, kierunek: elektroradiologia, studia dzienne, studia licencjackie,

30 godz. w latach: 2013/2014, 2014/2015, 2015/2016, 2016/2017, 2017/2018

• Podstawy fizyki medycznej, kierunek: elektroradiologia, studia niestacjonarne, studia li-

cencjackie, 30 godz. w latach: 2013/2014, 2014/2015

• Statystyka medyczna na studiach podyplomowych z analityki medycznej, 5 godz. w latach:

2014/2015, 2015/2016, 2016/2017, 2017/2018

Ćwiczenia:

• Elementy fizyki na kierunku biotechnologia

• Informatyka na kierunkach: elektroradiologia (studia niestacjonarne), piel ↪egniarstwo (stu-

dia niestacjonarne) oraz na kierunku lekarskim

• Matematyka na kierunkach: biotechnologia, farmacja oraz analityka medyczna

• Matematyczne i statystyczne podstawy nauk biomedycznych na kierunku kosmetologia

(studia niestacjonarne)
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• Matematyka z elementami statystyki na kierunku kosmetologia (studia niestacjonarne)

• Medical statistics na angloj ↪ezycznym kierunku lekarskim

• Podstawy fizyki medycznej na kierunku elektroradiologia

• Statystyka na kierunkach: analityka medyczna, farmacja oraz kosmetologia

• Statystyka medyczna na kierunku lekarskim

Koordynator nast
↪
epuj

↪
acych przedmiotów:

• Matematyka na kierunku biotechnologia w latach: 2017/2018, 2018/2019, przedmiot reali-

zowany w wymiarze 60 godz. wyk ladów, 60 godz. ćwiczeń

• Matematyka na kierunku farmacja w latach: 2016/2017, 2017/2018, 2018/2019, przedmiot

realizowany w wymiarze 10 godz. wyk ladów, 25 godz. ćwiczeń

• Medical statistics na angloj ↪ezycznym kierunku lekarskim w roku 2013/2014, przedmiot

realizowany w wymiarze 10 godz. wyk ladów, 5 godz. ćwiczeń

• Podstawy fizyki medycznej na kierunku elektroradiologia (studia stacjonarne oraz nie-

stacjonarne) w latach: 2013/2014, 2014/2015, 2015/2016, 2016/2017, 2017/2018, przed-

miot realizowany w wymiarze 30 godz. wyk ladów, 30 godz. ćwiczeń, w roku akademickim

2013/2014 przedmiot realizowany w wymiarze 30 godz. wyk ladów i 60 godz. ćwiczeń

• Statystyka medyczna na kierunku lekarskim w roku 2013/2014, przedmiot realizowany w

wymiarze 10 godz. wyk ladów, 5 godz. ćwiczeń

9.2 Promotorstwo prac magisterskich i doktorskich

• promotor pomocniczy w projekcie doktorskim mgr. Masooda Valipoura, uczestnika stu-

diów doktoranckich przy Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej, UMK,

tytu l projektu: Charakterystyka teoretyczna absorpcji dwufotonowej dla pól klasycznych i

kwantowych, promotor g lówny: dr hab. Gniewomir Sarbicki, prof. UMK, projekt w trakcie

realizacji

• promotor pracy magisterskiej Rafa la Kluski, tytu l pracy: Relacyjne bazy danych w labora-

torium analitycznym, Collegium Medicum UMK, 2018
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9.3 Praca organizacyjna

• aktualnie cz lonek komisji programowej na kierunku studiów Fizyka medyczna

• aktualnie cz lonek komisji programowej na kierunku studiów Bezpieczeństwo j ↪adrowe i

ochrona radiologiczna

• praca w latach 2021–2023 w zespole realizuj ↪acym projekt czterech letnich szkó l pod na-

zw ↪a: ”GENERATION QI. Next generation of quantum information scientists. Series of

international schools for students in Gdańsk”, projekt realizowany na Wydziale Matema-

tyki, Fizyki i Informatyki UG, nazwy szkó l: Quantum computation, Quantum dynamics

and open systems, Quantum cryptography, Picturing quantum weirdness, strona projektu:

https://gqi.ug.edu.pl

• praca w zespole przygotowuj ↪acym wniosek o sfinansowanie szkó l letnich na Wydziale Mate-

matyki, Fizyki i Informatyki UG z lożonym w ramach projektu SPINAKER — intensywne

mi ↪edzynarodowe programy kszta lcenia 2020

• praca podczas reformy programowej kierunku bioinformatyka na Wydziale Matematyki,

Fizyki i Informatyki UG w roku 2020, przygotowywanie sylabusów

• udzia l w przygotowywaniu programu studiów podyplomowych Biostatystyka na Wydziale

Farmaceutycznym, Collegium Medicum, UMK

• opiekun I roku analityki medycznej w Collegium Medicum UMK, nieprzerwanie od roku

akademickiego 2004/2005 do roku 2018/2019

9.4 Popularyzacja nauki

• Wzi ↪e lam udzia l w imprezie popularyzuj ↪acej nauk ↪e pod tytu lem Nauka? Tak ↪a — to ja

lubi ↪e!, która odby la si ↪e w roku 2021 na Wydziale Matematyki, Fizyki i Informatyki, UG.

Poprowadzi lam wyk lad pod tytu lem Czy można spotkać prawdopodobieństwo warunkowe

w szpitalu, na ulicy lub sali s ↪adowej? w dwóch szko lach średnich.

• W dniu 22.03.2019 r. na zaproszenie Ko la Naukowego Chemików UMK poprowadzi lam na

Wydziale Chemii UMK wyk lad pod tytu lem Regresja i korelacja liniowa. Wyk lad doty-

czy l wnioskowania statystycznego w modelowaniu regresji oraz implementacji w programie

SPSS.
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10 Nagrody i wyróżnienia

• Nagroda indywidualna IV-go stopnia Rektora Uniwersytetu Gdańskiego za wyróżniaj ↪ac ↪a

prac ↪e organizacyjn ↪a, dydaktyczn ↪a oraz badawcz ↪a w roku 2021

• Nagroda indywidualna III-go stopnia Rektora Uniwersytetu Miko laja Kopernika w Toruniu

za osi ↪agni ↪ecia w dzia lalności naukowo-badawczej w roku 2018
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