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1. WSTEP

W wymienionych pracach rozwazamy zbieznos¢ idealows ciggdéw punktéw i funk-
cji, do badania ktérej uzywamy kombinatoryki nieskonczonej. Rodzina Z podzbioréw
N jest ideatem, gdy jest zamknieta ze wzgledu na branie podzbioréw i skoniczonych
sum swoich elementéw. Ciag (z,) W przestrzeni topologicznej X jest Z-zbiezny (lub
ideatowo zbiezny, gdy ideal T jest znany z kontekstu) do z € X, gdy dla kazdego
otoczenia U punktu z istnieje zbiér A € T taki, ze z, € U dla kazdego n € N\ A.
W przypadku ideatu zbioréw gestosci zero, zbieznosé ideatowa, jest znana jako zbiez-
nos¢ statystyczna i byta rozwazana juz przez Steinhausa [102, p. 73] oraz Schoenber-
ga [96]. Dla P-idealéw zbieznosé¢ ideatowa jest réwnowazna istnieniu zbioru z filtru
dualnego, na ktérym ciag jest zbiezny klasycznie (zobacz np. [62]). Zbieznoéé ide-
alowg mozna réwniez zdefiniowaé uzywajac pojecia ,zbieznosci filtru do punktu
w przestrzeni topologicznej” wprowadzonego przez Cartana [24].

W 1991 roku Mazur [78] scharakteryzowal wszystkie idealy typu F, w jezyku
polciaglych z dotu podmiar na N, a w 1999 roku Solecki [100] scharakteryzowat
w podobny spos6b analityczne P-ideaty. Obie charakteryzacje dostarczyty nowych
metod do badania samych idealéw (zobacz np. [38,52]), jak i zbieznosci przez nie
wyznaczonej (zobacz np. [P8]).

Innym narzedziem, ktoére utatwito badanie zbieznosci ideatowej (patrz np. [H4,70,
87]), sa gry nieskoficzone zdefiniowane przez Laflamme’a [71] w polaczeniu z twier-
dzeniem o determinacji gier borelowskich oraz pewne kombinatoryczne charaktery-
zacje strategii wygrywajacych w tych grach.

W wybranym cyklu prac stosujemy te metody do otrzymania nowych rezultatéw,
w szczegolnosci do rozwigzania kilku probleméw postawionych przez Drewnowskiego
i Luczaka [34] oraz Wilczyiiskiego [107]. Ponizej pokaze réwniez jak mozna uzyé na-
szych wynikéw, zeby da¢ odpowiedz na pytania postawione pézniej przez Borodulin-
Nadzieje, Farkasa i Plebanka [17] oraz Hruséka [52)].

2. WEASNOSC BOLZANO-WEIERSTRASSA I PODMIARY BEZATOMOWE

W pracy [H1] wprowadziliSmy wlasnosé Bolzano-Weierstrassa (w skrécie: whasnoéé
BW) dla idealéw. Ideatl 7 ma wiasnosé BW, gdy dla kazdego ograniczonego ciagu
(zn) liczb rzeczywistych istnieje A ¢ T taki, ze podciag (£,)neca jest Z-zbiezny.

Uzywajac pojecia zbioréw Z-malych wprowadzonych przez Faraha [39], udowod-
niliémy [H1, Proposition 3.3] charakteryzacje idealéw z witasnoicia BW w jezyku
drzew: ideal Z ma wlasno§¢ BW wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego drzewa binar-
nego 7 wysokosci w takiego, ze kazdy poziom 7 jest partycjg N, istnieje nieskoficzona
gataz {B, : n € N} drzewa T oraz zbiér A ¢ T takie, ze A\ B, € T dla kazdego n.
Charakteryzacja ta byla pézniej wielokrotnie wykorzystywana przez nas do badania
wlasnoéci BW.

Uzywajac charakteryzacji Mazura i powyzszej udowodnilismy [H1, Proposition 3.4]
ze kazdy ideal typu F, ma wlasnosé BW.

Okazuje si¢, ze wlasno$¢ BW dla analitycznych P-idealéw jest zwigzana z podmia-
rami bezatomowymi na N (w ksiazce [15] podmiary bezatomowe sg nazywane ,silnie

ciaggtymi podmiarami”, a w artykule [89] autor uzywa nazwy ,podmiary zwarte”).
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Podmiara ¢ jest bezatomowa, gdy dla kazdego € > O istnieje skoficzona partycja
N=A,U---UA, taka, ze #(A;) < € dla kazdego ¢ < n.

Charakteryzacja Soleckiego méwi, ze dla kazdego analitycznego P-idealu 7 istnieje
podmiara pélciggla z dotu ¢ taka, ze T = {A : ||A||s = 0}, gdzie ||A]]y = lim, ¢(A\
{0,1,...,n}).

W pracy [H1, Theorem 3.6] udowodnili$émy, ze analityczny P-ideal Z ma wiasnos¢
BW wtedy i tylko wtedy, gdy podmiara ||-||4 jest bezatomowa. Gtéwnymi narzedzia-
mi w dowodzie tego twierdzenia sg charakteryzacja Soleckiego oraz charakteryzacja
wlasnoéci BW w jezyku drzew.

Podmiarom bezatomowym na N poswiecony jest cykl prac Drewnowskiego i Lu-
czaka [33-35]. Na przyktad, w pracy [34] autorzy podajg dwa warunki konieczne
na to, zeby podmiara byta réwnowazna granicy gérnej ciggu podmiar pdiciaglych
z dotu i stawiajg dwa problemy: (1) czy te dwa warunki sg réwnowazne oraz (2) czy
te warunki sg réwniez warunkami wystarczajgcymi.

W pracy [H2] rozwigzaliémy oba problemy: (1) udowodnili$my, ze w petnej ogélno-
éci, warunki te nie sg réwnowazne [H2, Theorem 5] (chociaz dla podmiar znikajacych
na singletonach oba warunki sg juz réwnowazne [H2, Theorem 3]); (2) podali$my
[H2, Example 8] przyklad podmiary ¢ spelniajacej dane warunki, ktéra nie jest
rownowazna granicy gérnej ciggu podmiar pélciggtych z dotu.

Konstrukcje podmiary ¢ mozna podzielié na trzy etapy. Po pierwsze dowodzimy,
ze podmiara 1 spelnia rozwazane wiasnosci wtedy i tylko wtedy, gdy rodzina zbioréw
niezerowych wzgledem % jest P-koidealem. Nastepnie pokazujemy, Ze jesli podmiara
1 jest réwnowazna granicy gérnej ciggu podmiar pélciagtych z dotu, to rodzina
zbioréw niezerowych wzgledem 1 jest koidealem typu Gs,. Na koniec uzywamy
maksymalnej prawie roztacznej rodziny podzbioréw N, zeby skonstruowaé P-koideal,
ktéry nie jest typu Gso i z pomoca tego koideatu definiujemy podmiarg ¢.

W [34] autorzy podali réwniez warunek konieczny na to, zeby podmiara byta
réwnowazna podmierze || - ||, gdzie ¢ jest o-podmiarg (autorzy nazywajg takie
podmiary the core of a o-submeasure) i postawili pytanie, czy ten warunek jest
rowniez warunkiem wystarczajacym.

W pracy [H2, Theorem 11] udowodniliémy, ze odpowiedz na to pytanie jest nega-
tywna. Dowéd tego twierdzenia mozna podzielié¢ na trzy kroki. W pierwszym kroku
dowodzimy, ze jezeli ideat zbioréw zerowych podmiary 1 jest P-ideatem, to 9 spel-
nia rozwazany warunek. W drugim kroku dowodzimy, ze nie istnieje o-podmiara ¢
taka, zeby koideal zbioréw niezerowych wzgledem || - || byt Q-koidealem. W ostat-
nim kroku uzywajac ultrafiltru selektywnego (tzn. ultrafiltru, ktéry jest jednoczesnie
P-punktem i Q-punktem) definiujemy szukang podmiare. Ostatni krok konstrukeji
wymaga dodatkowych zalozer teoriomnogosciwych (np. hipotezy continuum). Nie
wiemy, czy podmiara o takich wlasnoséciach istnieje w ZFC.

3. PORZADEK KATETOVA NA IDEALACH BORELOWSKICH

Porzadek Katétova zostal wprowadzony przez Katétova w pracy [56]. Niech Z, J
bedg ideatami na N. Wéwczas Z jest ponizej J w porzgdku Katétova (w skrécie:
T <k J), gdy istnieje funkcja f : N — N taka, ze f'[A] € J dla kazdego A € .
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Porzadek Katétova ograniczony do idealéw maksymalnych jest identyczny z do-
brze znanym porzadkiem Rudina-Keislera. Ponadto istnieje zwigzek miedzy porzad-
kiem Katétova a Z-ultrafiltrami wprowadzonymi przez Baumgartnera w pracy [13].
Mianowicie, Flaskovd zauwazyla [42], ze U jest Z-ultrafiltrem wtedy i tylko wtedy,
gdy T €x U*. Wiele klasycznych wlasnosci kombinatorycznych ultrafiltréw mozna
scharakteryzowa¢ w podobny sposéb uzywajac idealéw borelowskich (patrz [43]).
Na przyktad, U jest P-punktem wtedy i tylko wtedy, gdy CONV £ U*, gdzie
CONV jest ideatem zlozonym z tych podzbioréw Q, ktére maja tylko skonczenie
wiele punktéw skupienia.

Zawezajac porzadek Katéova do idealéw borelowskich Guzman-Gonzélez i Meza-
Alcéntara [48] otrzymali interesujacy wynik (podobny wynik otrzymatl niezaleznie
Mrozek [83]) méwiacy, ze istniejg antytarncuchy dlugodci ¢ i tancuchy dtugosci b
idealéw borelowskich w porzadku Katétova.

W pracy [52, Question 5.16] Hrusdk postawil pytanie, czy ideal borelowski 7
mozna rozszerzy¢ do idealu typu F, wtedy i tylko wtedy, gdy CONV £y Z. Uzy-
wajac pewnego wyniku Meza-Alcdntary [80] pytanie Hrusdka mozna sformulowaé
réwnowaznie jako pytanie, czy ideal 7 mozna rozszerzy¢ do idealu typu F, wtedy
i tylko wtedy, gdy 7 ma wiasno$é¢ finBW (gdzie wlasnoéé finBW jest zdefiniowana
analogicznie do wlasnosci BW, tylko zamiast zbieznosci idealowej wymagamy, zeby
podciag byl zbiezny klasycznie [H1]).

W artykule [H1, Theorem 4.2] udowodniliémy, ze odpowied? na pytanie Hrusdka
Jest pozytywna dla P-ideatéw borelowskich (caly czas nie znamy odpowiedzi dla
dowolnych idealéw borelowskich). Gl6wnym narzedziem w dowodzie tego twierdze-
nia jest charakteryzacja wtasnoéci BW w jezyku podmiar bezatomowych [H1, The-
orem 3.6], ktéra zostala oméwiona w rozdziale 2 autoreferatu.

4. ROZSZERZANIE IDEALOW DO IDEALOW SUMOWALNYCH

Ideal 7 nazywamy idealem sumowalnym, gdy istnieje szereg rozbiezny 3" a,, liczb
nieujemnych taki, ze Z = {A C N : Y c4 a, < 00}. Idealy sumowalne zostalty wpro-
wadzone przez Mazura w pracy [78], chociaz pewna podklasa ideatéw sumowalnych
byta rozwazana wczesniej przez Mathiasa [74].

W 1930 roku Auerbach udowodnil (3], ze jezeli szereg liczb nieujemnych ¥, a,
jest rozbiezny, to istnieje zbibr A C N gestosci zero taki, ze podszereg Y ,c4 an
tez jest rozbiezny (to samo twierdzenie bylo péZniej wielokrotnie odkrywane na
nowo np. przez Agnew [1] w 1947 roku i przez Estrade i Kanwala [37] w 1986 roku).
Uzywajac idealéw sumowalnych, wynik Auerbacha mozna wyrazié jako stwierdzenie,
ze ideal zbioréw gestosci zero nie rozszerza sie do zadnego ideatu sumowalnego.

W pracy [97] Freedman i Sember pokazali, ze ideal zbioréw jednostajnej gestosci
zero roéwniez nie rozszerza sie do zadnego ideatu sumowalnego (autorzy uzywaja
tam nazwy ,full class” na okreslenie ideatéw, ktére nie rozszerzajg sie do ideatéw
sumowalnych).

Pokazemy teraz, ze nasze wyniki dotyczace wlasnosci BW pozwalaja uogélnié
powyzsze twierdzenia. Idealy sumowalne maja wlasno$¢ finBW (wynika to z ob-
serwacji, ze idealy sumowalne sg typu F, oraz z tego, ze wszystkie idealy typu F,
majg wlasnoéé finBW [H1, Proposition 3.4]). Z drugiej strony mozna pokazaé, ze
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jezeli jaki$ ideal ma wlasno$¢ inBW, to kazdy ideal zawarty w nim réwniez ma wia-
snoéé inBW. Jako wniosek otrzymujemy, ze zaden ideal bez wtasnodci finBW nie
rozszerza sie do idealu sumowalnego. Poniewaz idealy zbioréw gestosci zero i zbio-
réw jednostajnej gestosci zero nie maja whasnosci inBW (patrz [H1,P4]), powyzsza
obserwacja jest rozszerzeniem wynikéw Auerbacha, Freedmana i Sembera.

Kolejnym wynikiem dotyczacym rozszerzania idealéw do idealéw sumowalnych
jest twierdzenie PaStéki [89] méwiace, ze zaden ideal zbioréw zerowych podmiary
bezatomowe]j nie rozszerza sie do idealu sumowalnego. W pracy [P4, Theorem 1]
udowodniliémy, ze ideal zbioréw zerowych podmiary bezatomowej nie ma wtasnosci
finBW. Wynik ten, lacznie z wezesniejszg uwaga, ze idealty bez wlasnoéci finBW nie
rozszerzaja sie do idealéw sumowalnych, mozna traktowaé jako uogdélnienie twier-
dzenia Pastéki.

Z innych prac, w ktérych badano rozszerzanie idealéw do idealéw sumowalnych,
warto wspomnieé jeszcze o dwéch interesujacych artykutach [2,36] (w obu tych pra-
cach autorzy uzywajg nazwy ,Positive Summability Property” na okreSlenie ide-
aléw, ktére nie rozszerzaja sie do idealéw sumowalnych). W pracy [36] Drewnowski
i Pail udowodnili miedzy innymi, ze uogélnione idealy gestosciowe (sg to ideaty
zwigzane z macierzowymi metodami sumowania szeregéw) rozszerzajg sie do ideatu
sumowalnego wtedy i tylko wtedy, gdy nie maja wlasnoéci Nikodyma. W pracy [2]
Alon, Drewnowski i Luczak, uzywajac grafu Knesera, skonstruowali ideal z wtasno-
$cig Nikodyma i wlasnoécig finBW, ktéry nie rozszerza sie do ideatu sumowalnego
(w pracy tej autorzy uzywaja nazwy ,ideal bezatomowy” zamiast ,ideal z wiasno-

Scig finBW”).

Okazuje sie, ze z rozszerzaniem idealéw do idealéw sumowalnych zwigzane jest
twierdzenie Riemanna o szeregach warunkowo zbieznych (tj. twierdzenie méwiace,
ze w dowolnym szeregu warunkowo zbieznym mozna tak przestawi¢ wyrazy, zeby
dostaé dowolna ustalong liczbe jako sume tego szeregu). W pracy [107] Wilczynski
wzmocnit wynik Riemanna pokazujgc, ze mozna przestawiaé tylko wyrazy, ktérych
indeksy tworza zbiér majacy gestosé zero i postawil problem o podanie charaktery-
zacji wszystkich idealéw majacych analogiczng wiasnosé tzn. idealéw I takich, ze
dla dowolnego szeregu warunkowo zbieznego 3, a, i dla dowolnego 7 € R istnieje
permutacja 0 : N — N taka, ze ., aym) = 7 oraz {n : o(n) # n} € Z. Bedziemy
méwié, ze idealy takie maja wlasnosé Riemanna (w skrocie: wiasnosé R).

W pracy [H3, Theorem 3.3 rozwiazaliSmy ten problem dowodzac, ze ideal ma
wlasnos$é Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy nie rozszerza si¢ do ideatu sumowalne-
go. W dowodzie tej charakteryzacji mozna wyrézni¢ dwie najwazniejsze sktadowe.
Po pierwsze pokazujemy, ze zaden ideal sumowalny nie ma wlasnosci R. Po drugie,
zakladajac, ze ideal Z nie ma wlasnosci R i uzywajac szeregu, ktéry jest swiadkiem
na brak tej wiasnosci, konstruujemy ideal sumowalny rozszerzajacy Z.

W pracy [17] Borodulin-Nadzieja, Farkas i Plebanek uogélniaja pojecie ideatu su-
mowalnego uzywajac szeregéw w przestrzeniach Banacha lub przemiennych grupach
polskich i nazywaja je idealami reprezentowalnymi w danej przestrzeni (idealy su-
mowalne sa to idealy reprezentowalne w przestrzeni R). W tej same]j pracy autorzy
dowodza, ze wszystkich analityczne P-idealy sg reprezentowalne w przemiennych
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grupach polskich, a niepatologiczne P-idealy analityczne sg reprezentowalne w prze-
strzeniach Banacha. Ponadto autorzy stawiaja pytanie [17, Question 6.13] o cha-
rakteryzacje idealéw (analitycznych P-idealéw), ktére mozna rozszerzyé do ideatéw
sumowalnych.

Negacja wlasnosci Riemanna charakteryzuje idealy rozszerzalne do idealéw sumo-
walnych, daje to wiec odpowiedZ na ich pytanie w przypadku dowolnych idealéw.
W przypadku pewnej podrodziny analitycznych P-idealéw mozna réwniez podaé
inng charakteryzacje. Mianowicie, w pracy [H3, Proposition 3.7] udowodnili$my, ze
dla rodziny wszystkich idealéw gestosciowych rozwazanych przez Faraha (zobacz
np. [38]) (jest to wiasciwa podrodzina analitycznych P-idealéw) wiasnosé R jest
réwnowazna negacji wlasnosci BW. Jako wniosek dostajemy, ze ideal gestoéciowy
rozszerza si¢ do idealu sumowalnego wtedy i tylko wtedy, gdy ma wlasnoé¢ BW.
Charakteryzacja taka nie jest jednak prawdziwa w rodzinie wszystkich analitycz-
nych P-ideatéw, gdyz pokazaliSmy [H3, Example 3.6], ze istnieje P-ideal typu F,
(czyli majacy wlasnos¢ BW), ktéry nie rozszerza sie do ideatu sumowalnego.

W pracy [14] Bermudez i Martinén wykorzystali nasz wynik, zeby udowodnié
idealows wersje twierdzenia dotyczacego zmieniania znakéw wyrazéw w szeregu wa-
runkowo zbieznym.

Wielowymiarowy odpowiednik twierdzenia Riemanna zostal udowodniony przez
Lévy’ego i Steinitza na poczatku XX wieku, a niedawno Klinga w pracy [58] udowod-
nit, ze idealowa wersja twierdzenia Lévy’ego-Steinitza zachodzi réwniez dla idealéw,
ktoére nie rozszerzaja sie do idealéw sumowalnych.

5. WSPOLCZYNNIKI KARDYNALNE ILORAZOWYCH ALGEBR BOOLE’A

Zbiér S C B nazywamy zbiorem rozcinajgcym w algebrze Boole’a B, gdy dla
dowolnego niezerowego elementu b € B istnieje s € S taki, ze b-s# 0ib— s #0.

Wiadomo, ze dowolny zbiér rozcinajacy w algebrze ilorazowej P(N)/Fin (gdzie Fin
jest idealem wszystkich zbioréw skoiiczonych) jest nieprzeliczany. Minimalng moc
zbioru rozcinajgcego oznaczamy przez s i nazywamy liczbg rozcinajgeg (ang. splitting
number) (zobacz np. [106] lub [16]).

Okazuje sie, ze istnieje zwigzek migdzy zbiorami rozcinajacymi a wtasnoécia BW.
W pracy [H1, Theorem 5.1] udowodniliémy, ze ideat Z nie ma wlasnoéci BW wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje przeliczalny zbiér rozcinajacy w P(N)/Z.

Gléwnym narzedziem uzywanym w dowodzie tego twierdzenia jest charakteryza-
cja wlasnosci BW w jezyku drzew (patrz rozdzial 2 autoreferatu), a dowéd mozna
streéci¢ nastepujgco. Jesli P(N)/Z ma przeliczalny zbiér rozcinajacy S, to konstru-
ujemy odpowiednie drzewo (na danym poziomie dzielimy zbiory z poprzedniego po-
ziomu uzywajac zbioru S) i wykorzystujac charakteryzacje pokazujemy, ze ideat nie
ma wlasno$ci BW. Z drugiej strony, jezeli ideal nie ma wtasnoéci BW, to bierzemy
drzewo wynikajace z charakteryzacji i pokazujemy, ze suma wszystkich pozioméw
tego drzewa jest przeliczalnym zbiorem rozcinajacym.

W pracach [5,50] Balcar, Herndndez-Hernandez i Hrusak udowodnili, ze istnieja
przeliczalne zbiory rozcinajace w P(N)/Z,; (gdzie Z, jest ideatem wszystkich zbioréw
gestosci zero) i P(Q)/NWD (gdzie NWD jest ideatem wszystkich nigdziegestych
podzbioréw Q). Poniewaz ideaty NWD i Z; nie maja wlasnosci BW ([H1]), wiec ich

wyniki mozna traktowacé jako szczegdlne przypadki naszego twierdzenia.
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W pracy [50] autorzy dowodzg réwniez, ze dla analitycznych P-ideatow, jezeli
P(N)/Z ma przeliczalny zbiér rozcinajacy, to ideat 7 jest catkowicie ograniczony
(tzn. ¢(N) < oo dla dowolnej podmiary ¢ definiujacej ideat T zgodnie z charaktery-
zacjg Soleckiego). Pokazemy teraz, ze to twierdzenie réwniez wynika z charakteryza-
cji wlasnoéci BW w jezyku zbioréw rozcinajacych. Uzywajac naszej charakteryzacji
wlasnoéci BW dla analitycznych P-idealéw w jezyku podmiar bezatomowych (patrz
rozdzial 2 autoreferatu) wiemy, ze jesli ideal Z nie ma wtlasnosci BW, to podmiara
|| - || jest bezatomowa. Ponadto, mozna pokazaé, ze jedli || - ||, jest bezatomowa, to
#(N) < oo. Ostatecznie, jesli P(N)/Z ma przeliczalny zbidr rozcinajacy, to Z nie ma
wlasnosci BW, wiec 7 jest catkowicie ograniczony.

Jest niesprzeczne z aksjomatami teorii mnogosci ZFC, ze P(N)/Fin nie ma zbioru
rozcinajacego mocy mniejszej niz ¢ (nawet gdy ¥y < ¢). Przykladowo jest tak przy
zalozeniu aksjomatu Martina i negacji hipotezy continuum (patrz np. [16]).

W pracy [H6, Theorem 4.3] udowodnili$my, ze analogiczny wynik jest prawdziwy
dla wszystkich analitycznych P-idealéw z wlasnoscia BW (przypomnijmy, ze dla
idealéw bez wlasnosci BW zawsze istnieje przeliczalny zbi6r rozcinajacy).

Ponizej przedstawie krétki szkic dowodu. Pokazemy, ze dowolna rodzina F C
P(N) mocy mniejszej niz ¢ nie jest zbiorem rozcinajacym w P(N)/Z. Uzywajac
rodziny F definiujemy zbiér czesciowo uporzadkowany P (w tym przypadku jest to
tak zwany cze$ciowy porzadek Mathiasa ze wzgledu na rodzine F) oraz odpowiednia
rodzine D zbioréw gestych w P. Wéwczas z aksjomatu Martina istnieje filtr /' C P,
ktéry przecina wszystkie elementy D. Uzywajac filtru F' definiujemy zbiér, ktéry nie
jest rozcinany przez zaden element rodziny F (tzn. F nie jest rodzing rozcinajaca).

W powyzszym schemacie dowodu, wykorzystujacego aksjomat Martina, sa dwa
kroki, ktérych przeprowadzenie wymaga dodatkowych narzedzi. Po pierwsze, uzy-
wamy charakteryzacji Soleckiego analitycznych P-idealéw, zeby zdefiniowaé odpo-
wiednie zbiory geste (wykorzystujemy tutaj fakt, ze podmiara definiujaca ideal jest
pélciggta z dotu, czyli zbiory spoza idealu mozna przyblizaé zbiorami skoficzony-
mi). Po drugie, potrzebujemy lematu [H6, Lemma 2.7], zeby pokazaé, ze zbiory
z rodziny D sa geste. Lemat ten jest kolejng charakteryzacja wlasnosci BW mowig-
ca, ze analityczny P-ideal ma wlasnoéé BW wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje § > 0
iz:P(N)— {0,1} takie, ze || {A®4 : A € G}||, > 6 dla kazdej skoficzonej rodzi-
ny G C P(N) (gdzie A° = Ai A' = N\ A). Warto zauwazy¢, ze funkcja z nie zalezy
od wyboru rodziny G, tzn. dla kazdego zbioru A wiemy wczesniej czy bierzemy A
lub N\ A w odpowiednim przekroju dla kazdej rodziny G zawierajacej A.

W pracy [H6, Theorem 3.2] dowodzimy réwniez, ze aksjomat Martina implikuje,
ze nie ma zbioru rozcinajacego mocy mniejszej niz ¢ w P(N)/Z dla kazdego idealu
T typu F,. Taki sam wynik dla idealéw typu F, i analitycznych P-idealéw uzyskat
réwniez niezaleznie Mrozek [83].

W pracy [H6] badamy réwniez liczbe t (ang. reaping number). UdowodniliSmy, ze
w P(N)/Z, gdzie T jest idealem typu F, lub analitycznym P-idealem, liczba v jest
nieprzeliczalna [H6, Proposition 3.1 and 4.1], a przy zalozeniu aksjomatu Martina
t = ¢ [H6, Theorem 3.2 and 4.2]. Warto zauwazy¢, ze w tym przypadku powyzsze
wyniki sg prawdziwe dla wszystkich idealéw, bez wzgledu na to czy maja czy tez

nie maja witasnoéci BW. Bardzo interesujacy wynik dotyczacy liczby v otrzymat
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Steprans [103], mianowicie udowodnil (w ZFC), ze liczba v w P(N)/Z, (gdzie Z jest
ideatem zbioréw gestosci zero) wynosi c.

Innym wspoélczynnikiem kardynalnym, ktéry badali$my jest liczba b (ang. boun-
ding number). Liczba ta w ilorazowych algebrach Boole’a P(N)/Z byta juz rozwa-
zana przez Farkasa i Soukupa [40] oraz Brendle i Mejfa [19]. Na przyklad, w [40)
autorzy udowodnili, ze liczba b w P(N)/Z, gdzie Z jest analitycznym P-ideatem jest
réwna swojemu klasycznemu odpowiednikowi w algebrze P(N)/Fin. Doktadna anali-
za ich dowodu w polaczeniu z charakteryzacjg Talagranda [104] idealéw z wiasnoscig
Baire’a pokazuje, ze ich wynik mozna rozszerzy¢ na wszystkie idealy z wlasnoécig
Baire’a.

Liczba b w algebrach ilorazowych okazala sie¢ wazna w badaniu zwigzku miedzy
idealows zbieznoscig punktows a idealowa zbieznoscia réwng ciggéw funkcyjnych.
Temat ten jest dokladnie oméwiony na stronie 16 autoreferatu.

6. ZBIEZNOSC ROWNA (QUASI-NORMALNA) CIAGOW FUNKCJI CIAGLYCH

Ciag funkcji fr, : X — R jest ideatowo punktowo zbiezny do f : X — R, gdy ciag
liczbowy (frn(z))n jest ideatowo zbiezny do f(z) dla kazdego z € X.

Idealows punktows zbieznoscia ciagdw funkcji ciaglych zajmowat sie juz Katétov
w latach siedemdziesigtych XX wieku ([55,57]). Pokazal on, ze dla kazdej przeli-
czalnej liczby porzadkowej o istnieje ideal borelowski taki, ze rodzina wszystkich
idealowych punktowych granic ciagéw funkcji cigglych jest réwna rodzinie wszyst-
kich funkcji klasy o Baire’a (w szczegdlnosci istnieje ideal i ciag funkeji ciagltych
taki, ze idealowa punktowa granica tego ciagu nie jest pierwszej klasy Baire’a).

Wiadomo réwniez, ze dla kazdego idealu maksymalnego istnieje cigg funkcji cig-
glych taki, ze ideatowa punktowa granica tego ciggu nie jest nawet mierzalna w sensie
Lebesgue’a.

Z drugiej strony, interesujace wydaje sie zbadanie dla jakich idealéw idealowa
punktowa zbieznosé¢ ciagéw funkcji cigglych nie wyprowadza poza pierwsza klase
Baire’a. W pracy [62] Kostyrko, Salat i Wilczyniski udowodnili, ze ideat zbioréw
gestosci zero ma taks wlasnos¢. PézZniej problem ten byt badany przez Laczkovi-
cha i Rectawa [70] oraz przez Debsa i Saint Raymonda [31]. Przyktadowo w [70]
i niezaleznie w [31] autorzy udowodnili, ze idealowa punktowa granica ciggu funk-
cji cigglych jest pierwszej klasy Baire’a wtedy i tylko wtedy, gdy ideal nie zawiera
izomorficznej kopii ideatu Fin x Fin.

W pracy [H4], poza zbieznoscia punktows, rozwazamy réwniez zbieznoéé dyskret-
ng i zbieznos¢ réwng (nazywang réwniez zbieznoscia quasi-normalng lub zbieznoécia
o-jednostajng). Oba rodzaje zbieznosci zostaly wprowadzone przez Csészéra i Lacz-
kovicha [27] (zbieznos¢ dyskretna byla réwniez rozwazana przez Sierpifiskiego [99]
w przypadku ciggéw pozaskoniczonych). Przestrzenie topologiczne zdefiniowane przy
pomocy zbieznodci réwnej (tzw. przestrzenie QN) byly badane przez Bukovskiego,
Rectawa i Repickiego w cyklu prac (22,23, 94].

W pracy [H4] uzywamy nieskoficzonej gry Laflamme’a [71], zeby opisaé¢ ideatowe
(punktowe, dyskretne i réwne) klasy Baire’a. Ponizej oméwie wyniki jakie otrzyma-
lismy dla zbieznoéci réwne;j.
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Ciag funkcji fn : X — R jest idealowo réwno zbiezny do f: X — R, gdy istnieje
cigg liczb nieujemnych (g,) — 0 taki, ze {n : |fo(z) — f(z)| > €n} € T dla kazdego
z € X.

Niech Z bedzie ideatem. Rozwazmy nastepujaca gre G(Z). Gracz I w n-tym ruchu
wybiera zbiér A, € I, a gracz II wybiera zbiér skoficzony F, C N\ A,. Gracz I
wygrywa, gdy U, F,, € Z. W przeciwnym przypadku wygrywa gracz II.

Udowodniliémy [H4, Theorem 5.5], ze jesli gracz II ma strategie wygrywajaca
w grze G(Z), to idealowe réwne granice ciggdéw funkeji rownej klasy o Baire’a sa
réwnej klasy o + 1 Baire’a dla kazdego skoficzonego a (w szczegdlnosci idealowe
réwne granice ciagdéw funkcji ciagtych sa pierwszej réwnej klasy Baire’a). Problem
dla nieskonczonych a pozostaje otwarty.

W dowodzie mozna wyréznié dwa gtéwne elementy (dla prostoty oméwie tylko
przypadek ciggéw funkeji cigglych). Po pierwsze, uzywamy charakteryzacji Laflam-
me’a [71] ideatéw, dla ktérych gracz II ma strategie wygrywajaca. Charakteryzacja
ta jest techniczna i nie bede jej tutaj przytaczal, ale jej najwazniejsza cecha jest
to, ze wszystkie zbiory z filtru dualnego mozna opisaé uzywajac pewnej ustalo-
nej przeliczalnej rodziny zbioréw skoticzonych. Po drugie, uzywamy charakteryzacji
Csészéra-Laczkovicha [28] funkcji pierwszej réwnej klasy Baire’a, ktéra méwi, ze f
jest pierwszej réwnej klasy Baire’a wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg zbiory domknie-
te A, C X takie, ze U, A, = X i f | A, mozna rozszerzy¢ do funkcji ciagtej na X
dla kazdego n.

W pracy [87] Natkaniec i Szuca uzyli innej gry Laflamme’a do zbadania ideato-
wych granic punktowych ciagéw funkcji quasi-ciggtych. Ideatowe dyskretne i réwne
granice ciagdéw funkcji quasi-ciaglych zostaly zbadane przez Kwele, Natkaica, Sta-
niszewskiego i Szuce, a prace zawierajace te wyniki sa w przygotowaniu.

Kontynuujemy badanie réznych rodzajéw ideatowej zbieznosci ciggéw funkcyj-
nych, a wyniki jakie uzyskalismy do tej pory zostaly opublikowane w artykutach
[P10,P11], ktére sa oméwione szczegétowo na stronie 16 autoreferatu.

7. PRZESTRZENIE HINDMANA

Przestrzen topologiczna X ma wlasno$é BW wzgledem ideatu T, gdy z kazdego
ciagu w X mozna wybraé podcigg Z-zbiezny na zbiorze spoza ideatu ([H1]).

Mozna pokazaé, ze ideal Z ma wlasnoéé BW wtedy i tylko wtedy, gdy przedziat
0, 1] ma wiasno$¢ BW wzgledem Z. Jedli przestrzen topologiczna Hausdorffa X ma
wlasnoéé BW wzgledem jakiegokolwiek ideatu, to X jest przestrzenig przeliczalnie
zwarta. Przestrzenn X ma wlasnoéé BW wzgledem ideatu wszystkich skofczonych
podzbioréw N wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenia ciagowo zwarta. Ponad-
to kazda metryczna przestrzen zwarta ma wlasno$¢ BW wzgledem kazdego ideatu
majacego wlasnoéé BW (twierdzenie to nie jest prawdziwe, gdy opuscimy zalozenie
o metrycznosci) [H1, str. 505].

Zbiér A C N jest IP-zbiorem, gdy istnieje zbiér nieskoniczony B C N taki, ze
FS(B) C A (gdzie FS(B) jest zbiorem wszystkich skoficzonych sum elementéw B).
Twierdzenie Hindmana [51] méwi, ze dla kazdej skoriczonej partycjiN = A;U---UA,
istnieje ¢ < n taki, ze A; jest IP-zbiorem.
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Przestrzenie topologiczne zwigzane z twierdzeniem Hindmana byly badane w cy-
klu prac Kojmana, Jonesa i Shelaha [53, 59, 61]. Definicja tych przestrzeni wyma-
ga pojecia IP-zbieznosci wprowadzonego przez Furstenberga i Weissa [47]. Ciag
(T )ners(a) jest IP-zbiezny do z, gdy dla kazdego otoczenia U punktu z istnieje
N € N takie, ze z, € U dla kazdego n € FS(A\ {0,1,...,N}). Przestrzen topo-
logiczna X jest przestrzenig Hindmana, gdy z kazdego ciagu w X mozna wybraé
podciag IP-zbiezny ([59]).

W pracy [41] Flaskové poréwnuje przestrzenie Hindmana z przestrzeniami ma-
jacymi wiasnoé¢ BW wzgledem idealéw sumowalnych. Przyktadowo udowodnila,
ze istnieje przestrzen majaca wlasnos¢ BW wzgledem danego idealu sumowalnego,
ktéra nie jest przestrzenia Hindmana.

W artykule [H5] badamy zaleznosci miedzy przestrzeniami Hindmana a prze-
strzeniami majacymi wlasnos¢ BW wzgledem idealu Hindmana H = {A C N :
A nie jest IP-zbiorem}.

Udowodnilismy [H5, Proposition 3.5, ze kazda przestrzen Hindmana ma wlasnosé
BW wzglgdem ideatu H. Z drugiej strony, skonstruowali$my [H5, Theorem 3.7] prze-
strzen topologiczng majaca wlasnos¢é BW wzgledem ideatu H, ktéra nie jest prze-
strzenig Hindmana. Przyktad, ktéry podaliémy, jest jednopunktowym uzwarceniem
przestrzeni Mréwki [81], zdefiniowanej przy pomocy maksymalnej prawie rozlgczne;
rodziny zbioréow z H.

W tym samym artykule udowodniliémy [H5, Theorem 3.3], ze ideal Hindmana H
ma wlasno$¢ BW. W dowodzie tego twierdzenia uzywamy ultrafiltréw idempotent-
nych na N tzn. ultrafiltréw U takich, ze U + U = U, gdzie ,+” jest rozszerzeniem
dzialania dodawania liczb naturalnych na rodzine wszystkich ultrafiltréw. Drugim
narzgdziem wykorzystanym w dowodzie jest charakteryzacja wlasnosci BW w jezyku
drzew [H1, Proposition 3.3] (szczegdly dotyczace tej charakteryzacji zostaly opisane
w rozdziale 2 autoreferatu).

Kontynuujemy badanie przestrzeni z wlasnoscia BW wzgledem idealéw, a wyni-
ki jakie uzyskaliémy do tej pory zostaly opublikowane w artykule [P9], ktéry jest
omoéwiony szczegdlowo na stronie 17 autoreferatu.
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V. Oméwienie pozostatych osiagnieé¢ naukowo-badawczych (artystycznych).

Na pozostaly dorobek naukowy skladaja sie nastepujace publikacje.
Artykuly zawierajace wyniki uzyskane przed doktoratem:

[D1] R. Filipéw and I. Rectaw, On the difference property of Borel measurable and
(s)-measurable functions, Acta Math. Hungar. 96 (2002), no. 1-2, 21-25.

[D2] R. Filipéw, On the difference property of the family of functions with the Baire
property, Acta Math. Hungar. 100 (2003), no. 1-2, 97-104.

(D3] R. Filipéw, On the difference property of families of measurable functions, Col-
loq. Math. 97 (2003), no. 2, 169-180.

[D4] F. G. Dorais and R. Filipéw, Algebraic sums of sets in Marczewski-Burstin
algebras, Real Anal. Exchange 31 (2005/06), no. 1, 133-142.

[D5] F. G. Dorais, R. Filipéw, and T. Natkaniec, On some properties of Hamel bases
and their applications to Marczewski measurable functions, Cent. Eur. J. Math.
11 (2013), no. 3, 487-508.

Artykuly zawierajace wyniki uzyskane po doktoracie:

[P1] R. Filipéw and P. Szuca, Density versions of Schur’s theorem for ideals gene-
rated by submeasures, J. Combin. Theory Ser. A 117 (2010), no. 7, 943-956.

[P2] R. Filipéw, N. Mrozek, I. Rectaw, and P. Szuca, Ideal version of Ramsey’s
theorem, Czechoslovak Math. J. 61(136) (2011), no. 2, 289-308.

[P3] R. Filipéw, A. Nowik, and P. Szuca, There are measurable Hamel functions,
Real Anal. Exchange 36 (2010/11), no. 1, 223-229.

[P4] P. Barbarski, R. Filipéw, N. Mrozek, and P. Szuca, Uniform density u and
T,-convergence on a big set, Math. Commun. 16 (2011), no. 1, 125-130.

[P5] R. Filipéw, N. Mrozek, I. Rectaw, and P. Szuca, Z-selection principles for
sequences of functions, J. Math. Anal. Appl. 396 (2012), no. 2, 680-688.

[P6] R. Filipéw, N. Mrozek, I. Rectaw, and P. Szuca, Extending the ideal of nowhere
dense subsets of rationals to a P-ideal, Comment. Math. Univ. Carolin. 54
(2013), no. 3, 429-435.

[P7] P. Barbarski, R. Filipéw, N. Mrozek, and P. Szuca, When does the Katétov
order imply that one ideal extends the other?, Colloq. Math. 130 (2013), no. 1,
91-102.
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[P8] R. Filipéw, T. Natkaniec, and P. Szuca, Ideal convergence, Traditional and
present-day topics in real analysis, Faculty of Mathematics and Computer
Science. University of £.6d%, L.6dz, 2013, pp. 69-91.

[P9] R. Filipéw and J. Tryba, Convergence in van der Waerden and Hindman
spaces, Topology Appl. 178 (2014), 438-452.

[P10] R. Filipéw and M. Staniszewski, On ideal equal convergence, Cent. Eur. J.
Math. 12 (2014), no. 6, 896-910.

[P11] R. Filipéw and M. Staniszewski, Pointwise versus equal ( quasi-normal) co-
nvergence via ideals, J. Math. Anal. Appl. 422 (2015), no. 2, 995-1006.

Ponizej przedstawie krétkie oméwienie wynikéw uzyskanych w powyzszych pra-
cach.

W1lasno$é réznicy w sensie de Bruijna. W pracach [D1,D2,D3] zajmujemy sie
badaniem wtasnosci réznicy w sensie de Bruijna (w skrécie: wlasnosci réznicy) dla
rodzin funkcji rzeczywistych. Rodzina funkcji rzeczywistych F okreglonych na R ma
wlasnod¢ réznicy, gdy dla dowolnej funkcji f takiej, ze Apf € F dla kazdego h € R
(gdzie Apf(z) = f(z + h) — f(z)) istnieje funkcja g € F oraz funkcja addytywna
A:R — R takie, ze f = g + A. Pojecie to zostalo wprowadzone przez de Bruijna
[30] w 1951 roku. Od tamtego czasu zbadano wlasnoéé réznicy dla wielu rodzin
funkcji oraz rozwazano réznego rodzaju uogdlnienia tej wlasnoéci. Bardzo dobrym
zrédlem informacji na temat wlasnosci roznicy jest artykut przegladowy z roku 2002
napisany przez Laczkovicha [68].

Erdds, zakladajac hipoteze continuum, udowodnit (zobacz np. {68]), ze rodzina
funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a (rodzina funkeji z wlasnoscia Baire’a) nie
ma wlasnosci réznicy. Z drugiej strony, Laczkovich [69] pokazal, ze jest niesprzeczne
z ZFC, ze rodzina funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a ma wlasnoéé réznicy,
a w pracy [68] postawil problem, czy jest niesprzeczne z ZFC, ze rodzina funkcji
z wlasnoscia Baire’a ma wlasno$é réznicy.

W pracy [D2, Theorem 1.2] udowodnili$my, ze odpowiedz na to pytanie jest pozy-
tywna. Problem ten zostal p6Zniej niezaleznie rozwigzany inng metodg, przez Métraia
w pracy [75].

W pracy [D1, Theorem 2.2] udowodniliémy, ze rodzina funkcji mierzalnych w sen-
sie Marczewskiego (nazywanych réwniez funkcjami (s)-mierzalnymi) nie ma wtasno-
§ci réznicy (w ZFC).

W pracy [67] Laczkovich postawil problem czy z zalozenia, ze wszystkie funkcje
Ay, f sa borelowskie wynika, ze sa one ograniczonej klasy borelowskiej.

W pracy [D1, Theorem 3.1] udowodnili$émy, ze zakladajac CH odpowied na to
pytanie jest negatywna. Taka samg odpowiedZ uzyskali pézniej Ciesielski i Pawli-
kowski w pracy [25] przy zalozeniu aksjomatu CPA (Covering Property Axiom).
Kolejne wyniki zwigzane z tym problemem zostaly uzyskane pézniej przez Fujita
i Métraia w pracach [45,46].
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Niemierzalne sumy algebraiczne w algebrach Marczewskiego-Burstina.
Algebra zbioréw A C P(X) jest algebrg Marczewskiego-Burstina generowang przez
rodzine F,gdy A={AC X :(VFe F)(3Ge F)(GCFNAVGC F\A)}. Poje-
cie algebr Marczewskiego-Burstina generowanych przez rodzine F (w skrécie: algebr
MB) zostalo wprowadzone przez Browna i Elalaoui-Talibi w pracy [20], a nastepnie
bylo badane m.in. przez Balcerzaka, Bartoszewicza, Ciesielskiego i Koszmidra w pra-
cach [6-8,10-12]. Przyktadami algebr MB sg rodziny zbioréw mierzalnych w sensie
Lebesgue’a, zbior6w z wilasnoscia Baire'a i zbioréw (s)-mierzalnych.

Sierpinski [98] pokazal, ze istnieje zbiér A miary Lebesgue’a zero taki, ze suma
algebraiczna A+ A = {z + vy : z,y € A} jest niemierzalna w sensie Lebesgue’a.

W pracy [D4] zajmujemy sie sumami algebraicznymi zbioréw zerowych w alge-
brach MB. Podajemy D4, Theorem 7] warunki wystarczajace na rodzing generu-
jaca algebre MB, ktére gwarantuja, ze istnieje w niej zbiér zerowy A € A taki, ze
A+ A ¢ A W dowodzie tego twierdzenia wykorzystujemy skonstruowany przez nas
[D4, Theorem 6] prawie niezmienniczy zbiér zerowy w A.

Jako zastosowanie tego twierdzenia otrzymujemy, ze istnieja zbiory (so) i zbiory
zerowe Millera, ktérych sumy algebraiczne sg niemierzalne w odpowiednich alge-
brach. Wyniki te zostaty niezaleznie uzyskane przez Kysiaka [66].

Nieciagle, ale mierzalne funkcje addytywne. Wiadomo, ze jezeli funkcja ad-
dytywna. jest nieciggla, to jest niemierzalna w sensie Lebesgue’a (zobacz np. (63]).

W pracy [D5, Theorem 4.2] udowodniliémy, ze jest niesprzeczne z ZFC, ze istnieje
nieciggla funkcja addytywna, ktéra jest (s)-mierzalna (dowodzimy réwniez, ze ist-
nieje nawet nieciggty, ale (s)-mierzalny izomorfizm liniowy miedzy przestrzeniami
R™ i R* nad cialem Q liczb wymiernych [D5, Theorem 4.7]).

Funkcje takie konstruujemy przy dwdch réznych zalozeniach teoriomnogoscio-
wych. W pierwszej konstrukeji zaktadamy, ze cov(M) = ¢, a w drugiej wykorzystu-
jemy CPA (Covering Property Axiom) wprowadzony przez Ciesielskiego i Pawlikow-
skiego [26]. W obu konstrukcjach najistotniejszym sktadnikiem jest istnienie pewne]
Jadnej” bazy Hamela (tzn. bazy przestrzeni R na ciatem Q). Istnienie takich baz
dowodzimy [D5, Theorem 3.19] przy zatozeniu cov(M) = ¢, a przy zalozeniu CPA
bazy takie zostaly skonstruowane przez Ciesielskiego i Pawlikowskiego [25]. Istot-
nym sktadnikiem dowodu twierdzenia [D5, Theorem 3.19] jest udowodnione przez
nas D5, Theorem 2.3 uogélnienie twierdzenia Mycielskiego [84] o zbiorach nieza-
leznych w systemach relacyjnych.

Funkcje mierzalne, ktérych wykresy sa bazami Hamela. Funkcje f : R — R
nazywamy funkcjg Hamela, gdy jej wykres jest baza Hamela przestrzeni R? nad
cialem Q.

Funkcje Hamela zostaly wprowadzone w pracy [90] przez Plotke, ktéry konty-
nuowal ich badanie wspélnie z Rectawem w pracach [91-93|, gdzie udowodnili na
przyklad, ze istnieja funkcje Hamela, ktére mozna pokry¢ skorficzong liczbg czescio-
wych funkcji ciggtych (mozna pokazaé, ze nie istnieje ciagta funkcja Hamela).

Funkcjom Hamela po$wiecony jest réwniez cykl prac Matusika i Natkasica [76,
77,85, 86], gdzie autorzy dowodza miedzy innymi, ze istnieja quasi-ciggte funkcje
Hamela i nie istniejg aproksymatywnie ciagte funkcje Hamela.
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W pracy [90], Plotka pokazal miedzy innymi, ze kazda funkcja f : R — R jest
sumg dwoch funkeji Hamela. Jako wniosek otrzymujemy, ze istniejg funkcje Hamela,
ktére sg niemierzalne w sensie Lebesgue’a, nie maja wtasnosci Baire’a, nie sg (s)-
mierzalne. Ponadto mozna pokazaé, ze nie istniejg borelowskie funkcje Hamela.

W pracy [P3, Theorem 1 i 2] udowodniliémy, ze istnieja funkcje Hamela, ktére sa
mierzalne w sensie Lebesgue’a, maja wlasno§¢ Baire’a, sa (s)-mierzalne.

Iterowane wersje twierdzenn Ramseya i Schura. W pracy [44] Frankl, Graham
i Rodl udowodnili pewng iterowana wersje twierdzenia Ramseya méwiacy, ze dla
dowolnego kolorowania [N]?> = C;U---UC, par liczb naturalnych 7 kolorami istnieje
0 = 6(r) > 0 (zalezna od liczby koloréw) taka, ze dla pewnego i < r mamy

E({z 3 E({y cd({z: {z,v},{y, 2}, {z,2} € C;}) > 5}) > 5}) >4,

gdzie d jest gestodcig gbrna.

W pracy [P1, Theorem 3.1] udowodniliémy, ze zamiast gestoéci gérnej mozna
w powyzszym twierdzeniu wstawi¢ dowolng podmiare okreslong wzorem |[|A[|; =
limsup,_,, #(A\ {0,1,...,n}), gdzie ¢ jest podmiara péiciagta z dotu (mozna po-
kazaé, ze gesto$é gérna d jest podmiara tego typu). Podmiary typu || - || sa wazne,
poniewaz wszystkie analityczne P-idealy sg scharakteryzowane przez Soleckiego jako
idealy zbioréw zerowych dla takich podmiar.

Ponadto w pracy [P2, Corollary 5.7] udowodnilismy, ze jezeli podmiara || - ||4 nie
jest bezatomowa, to w powyzszym twierdzeniu mozna wybraé liczbe 6, ktéra nie
zalezy od liczby koloréow.

W pracy [P2| rozwazaliSmy réwniez pewne nieiterowane wersje twierdzenia Ram-
seya. Udowodniliémy [P2, Theorem 4.3], ze ideal Z ma wlasno$é Bolzano-Weierstrassa
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego skoriczonego kolorowania [N]2 = C,U- - -UC,
istnieje zbiér A ¢ 7 ktéry jest Z-jednorodny (tzn. istnieje k < r takie, ze dla kazdego
a € Amamy {b€ A: {a,b} ¢ Cr} € I).

Badanie powyzszych wtasnoéci bylo kontynuowane przez Meza-Alcantare [80]
i Kwele [64,65] (rozwigzali oni m.in. pewne problemy postawione przez nas w pracy
[P2]).

Klasyczne twierdzenie Schura méwi, ze dla dowolnego kolorowania liczb natural-
nych skoficzong liczbg koloréw istniejg dwie liczby z,y takie, ze z,7 i 4y maja ten
sam kolor. W pracy [44] Frankl, Graham i Rédl udowodnili pewng, iterowang wersje
twierdzenia Schura moéwiaca, ze dla dowolnego kolorowania N = C, U --- U C, liczb
naturalnych r kolorami istnieje d = 6(r) > 0 (zalezna od liczby koloréw) taka, ze
dla pewnego i < r mamy

3({:1::3({3/ x,y,r+y € Ci)) > 5}) > 4.

W pracy [P1] zajmujemy si¢ iterowang wersjg, twierdzenia Schura dla podmiar
i otrzymujemy wyniki analogiczne jak dla twierdzenia Ramsey’a: [P1, Theorem 3.2]
—dla dowolnych podmiar, [P1, Theorem 4.5] — dla podmiar, ktére nie sg bezatomowe
z niezaleznoscia ¢ od liczby koloréw. Jedyna réznica w poréwnaniu do twierdzenia
Ramsey’a jest to, ze musimy dodatkowo zaktadaé, ze podmiary |||, sa niezmiennicze

ze wzgledu na przesuniecia.
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Roézne rodzaje zbieznosci idealowej ciagéw funkcji rzeczywistych. Prace
[P10, P11} poswiecone sg badaniu zwigzkéw miedzy réznymi rodzajami idealowej
zbieznosci (m.in. punktowej, réwnej, jednostajnej i o-jednostajnej) ciggéw funkcji
rzeczywistych.

Pierwsi taks tematyka zajeli sie Das, Dutta i Pal w pracy [29], gdzie, poza po-
daniem pewnych zwigzkéw miedzy tymi zbieznosciami, postawili kilka problemow.
W pracy [P10, Example 4.7,Corollary 5.4,Corollary 6.5] rozwigzaliémy te proble-
my. Na przyklad pokazaliémy, ze istnieje ideatowo punktowo zbiezny cigg funkcji,
ktéry nie jest ideatowo réwno zbiezny oraz udowodniliémy, ze ideatowa réwna zbiez-
no$é¢ implikuje idealows o-jednostajng zbieznosé wtedy i tylko wtedy, gdy ideat jest
przeliczalnie generowalny.

W pracy [P11] skupiamy si¢ tylko na badaniu zwigzku miedzy ideatows zbiezno-
$cig punktows i réwna. Udowodniliémy [P11, Theorem 5.3], ze idealowa zbieznosé
punktowa implikuje idealowsg zbiezno$é réwng wtedy i tylko wtedy, gdy dziedzina
funkeji nie jest ,za duza” w sensie mocy. Pojecie bycia nie ,za duzym” wyrazili§my
w postaci pewnego wspdlczynnika kardynalnego, ktéry w przypadku klasycznym
(czyli dla ideatu zbioréw skoficzonych) jest réwny liczbie b (ang. bounding number).

Obecnie kontynuujemy badania zwigzane z tym wspéiczynnikiem kardynalnym.
Do tej pory udowodnili§my, ze wspétczynnik ten jest réwny liczbie b dla wszystkich
P-idealéw z wlasnoscig Baire’a. W przypadku nie P-idealéw mamy wyniki czastko-
we, ale caly czas brakuje wyniku obejmujacego wigksza klase ideatéw.

Badaniem zwiazkéw miedzy idealows zbieznoscig punktowsg i réwng zajmujg sie
réwniez Bukovsky, Das i Supina w pracy [21].

Idealowa wersja twierdzen Arzeli-Ascoliego, Mazurkiewicza i Helly’ego.
Do kazdego twierdzenia dotyczacego zbieznosci ciggéw mozna postawi¢ pytanie, czy
twierdzenie to pozostanie prawdziwe, gdy zbiezno$¢ klasyczna zastgpimy zbieznoscia
ideatowa. Mozna nawet postawié troche ogdlniejszy problem o charakteryzacjg ide-
aléw, dla ktorych prawdziwa jest idealowa wersja danego twierdzenia. Tak postapili-
$my pytajac o idealowa wersje twierdzenia Bolzano-Weierstrassa (zobacz rozdzial 2
w czedei IV autoreferatu).

Zagadnienia tego typu dla twierdzeii dotyczacych zbieznosci ciggéw funkcji byty
rozwazane na przyktad w pracy (9], gdzie Balcerzak, Dems i Komisarski udowodnili,
ze idealowa wersja twierdzenia Jegorowa zachodzi dla ideatu zbioréw gestosci zero,
a w pracy [82] Mrozek uogélnit ich wynik na wszystkie analityczne P-ideaty (kolejne
wyniki dotyczace tego twierdzenia mozna znalezé w pracy [54]). Idealowa wersja
lematu Fatou zajmowal sie Louveau w pracy [72], a Solecki w pracy [101] scharak-
teryzowal uniwersalnie mierzalne idealy, dla ktérych zachodzi idealowa wersja tego
lematu.

W pracy [P5] badamy idealowe wersje trzech twierdzen dotyczacych ciggéw funk-
cyjnych: twierdzenia Arzeli-Ascoliego, Mazurkiewicza i Helly'ego.

W przypadku pierwszego twierdzenia udowodniliémy charakteryzacje [P5, The-
orem 3.1] méwigca, ze dla danego ideatu zachodzi ideatowa wersja twierdzenia Arzeli-
Ascoliego wtedy i tylko wtedy, gdy ideal ma wtasnos¢ BW.

Twierdzenie Mazurkiewicza [79] moéwi, ze dla dowolnego ciggu wspoélnie ogra-
niczonych funkcji ciggtych f, : X — R istnieje zbiér doskonaty P C X i zbior
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nieskonczony A C N taki, ze podciag (f, [ P)neca jest zbiezny jednostajnie. W tym
przypadku udowodnili$my [P5, Theorem 4.1], ze idealowa wersja tego twierdzenia
jest prawdziwa dla idealéw, ktére rozszerzaja si¢ do idealéw typu F, (zagadnie-
nie rozszerzania idealéw do idealéw typu F, oméwitem w rozdziale 3 w czesci IV
autoreferatu).

Mozna sprawdzié, ze kazdy ideal rozszerzajacy sie do idealu typu F, ma wta-
sno$¢ BW oraz dla dowolnego idealu bez wtasnosci BW idealowa wersja twierdzenia
Mazurkiewicza jest falszywa. Caly czas nie wiemy jednak czy wlasnoéé BW cha-
rakteryzuje idealy, dla ktérych zachodzi idealowa wersja twierdzenia Mazurkiewicza
[P5, Problem 4.3].

Twierdzenie Helly’ego [49] méwi, ze ze wspdlnie ograniczonego ciggu funkeji mo-
notonicznych mozna wybraé podcigg punktowo zbiezny. W tym przypadku réwniez
dowodzimy [P5, Theorem 5.8], ze idealowa wersja tego twierdzenia jest prawdzi-
wa dla idealéw rozszerzajacych sie do idealéw typu F, i caly czas nie wiemy czy
wilasnos¢ BW jest charakteryzacja ideatéw, dla ktérych zachodzi idealowa wersja
tego twierdzenia [P5, Problem 5.10]. W przypadku idealu van der Waerdena, (defi-
nicja tego ideatu jest podana ponizej) idealowa wersja twierdzenia Helly’ego zostala
udowodniona weczedniej przez Kojmana w pracy [60].

Przestrzenie Hindmana i van der Waerdena. Praca [P9)] jest kontynuacjg za-
gadnien badanych przeze mnie w artykule [H5]. Badamy w niej, poza przestrzenia-
mi Hindmana, réwniez przestrzenie van der Waerdena wprowadzone przez Kojmana
w pracy [60].

Twierdzenie van der Waerdena [105] méwi, ze dla dowolnej skoficzonej partycji
N = A U---U A, istnieje i < n taki, ze A; zawiera dowolnie dlugie skoficzone
postepy arytmetyczne. Ideal van der Waerdena jest rodzing tych zbioréw A C N,
dla ktérych nie zachodzi twierdzenie van der Waerdena, gdy zastapimy N przez A.

Przestrzen topologiczna ma wlasno$é hBW wzgledem idealu T, gdy kazdy ciag
(Tn)nea w X, gdzie A ¢ Z, ma podcigg T-zbiezny na zbiorze spoza ideatu ([H1]).

Dwa gléwne wyniki udowodnione w pracy [P9, Theorems 3.3 i 4.5] méwia, ze
wlasnos¢ BW i hBW wzgledem ideatu van der Waerdena (idealu Hindmana) sg
réwnowazne dla dowolnych przestrzeni topologicznych.

Porzadek Katétova. Porzadek Katétova <y (definicja zostala podana w rozdziale
3 czgsci IV autoreferatu) zostal uzyty przez Katétova w pracy [57] do badania
ideatowych granic ciggéw funkcji cigglych.

Laczkovich i Rectaw [70] oraz niezaleznie Debs i Saint Raymond [31] udowodnili,
ze idealowe granice ciggédw funkcji cigglych nie wyprowadzajg poza pierwsza klase
Baire’a wtedy i tylko wtedy, gdy ideal 7 nie zawiera izomorficznej kopii ideatu
Fin x Fin (w skrécie: Fin x Fin Z T)

W pracy [H4, Theorem 6.2] udowodniliémy, ze Fin x Fin Z Z wtedy i tylko wtedy,
gdy Fin x Fin € Z dla kazdego idealu Z. Wynik ten byl dla nas punktem wyjscia
do zbadania innych idealéw J (poza Fin x Fin), majacych analogiczng wlasnoéé
J <k I <= J L T dla kazdego ideatu 7. Idealy z taks wlasnoécig nazwaliémy
tdeatami z wlasnoscig Katétova.

W pracy [P7, Theorem 3.4] podaliémy charakteryzacje idealéw majacych wtasnogé

Katétova: ideal 7 ma wlasnos¢ Katétova wtedy i tylko wtedy, gdy J C J x 0.
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Pokazaliémy [P7, Proposition 3.6], ze idealy z wlasnoscig Katétova sg lokalnymi
Q-ideatami oraz udowodnili$my [P7, Proposition 3.10], ze wlasnoéé Katétova jest
zamknieta ze wzgledu na produkty Fubiniego idealéw.

Rozszerzanie idealtu NWD do P-idealu. W pracy [32], zakladajac hipoteze
continuum, Dow udowodnit, ze ideal NWD nigdziegestych podzbioréw @ mozna
rozszerzy¢ do P-ideatu.

W pracy [P6, Corollary 1.3 i 2.2] dowodzimy, Ze to rozszerzenie nie moze by¢ ,zbyt
porzadne” (tzn. ideal NWD nie rozszerza si¢ do zadnego analitycznego P-ideatu), ani
zbyt duze” (tzn. ideal NWD nie rozszerza si¢ do zadnego maksymalnego P-ideatu).

Ideatl zbioréw jednostajnej gestoséci zero. W pracy [P4] badamy ideal 7, zbio-
réw jednostajnej gestoéci zero. Punktem wyjscia dla tej pracy byto spostrzezenie, ze
w artykule Baldza i Saldta [4] autorzy btednie zalozyli, ze ideal Z, jest P-ideatem.
Ponadto udowodnili$my [P4, Theorem 1], ze jesli podmiara jest bezatomowa, to
ideal zbioréw zerowych dla tej podmiary nie ma wtasno$ci BW. Nastepnie, uzywa-
jac tego twierdzenia wykazaliSmy, ze ideal Z, nie ma wiasnoéci BW. Dodatkowo
pokazaliémy [P4, Theorem 2|, ze ideal Z,, jest typu Fy; i nie jest typu Gso.

Last but not least. Praca [P8] jest rozdzialem w monografii ,Traditional and
present-day topics in real analysis” dedykowanej profesorowi Janowi Lipifskiemu
z okazji 90. urodzin. Nasz rozdzial jest pracg przegladows skupiajacg sig na trzech
aspektach zbieznosci idealowej. W pierwszej czesci sa rezultaty dotyczace zbiez-
nodci ideatowej ciggéw ograniczonych (innymi slowy rozdzial ten dotyczy idealow
z wlasnoécia Bolzano-Weierstrass). Druga czes¢ dotyczy ideatowej zbieznosci ciggow
funkcji cigglych (tzn. rozwazamy idealowe klasy Baire’a funkcji). Ostatnia czgsc
opisuje zbiory punktéw idealowej zbieznosci ciagdéw funkcyjnych (tzn. rozwazamy
ideatowe wersje tzw. sibdemek Luniny [73]). Badanie idealowych siédemek Luniny
zostalo zapoczatkowane przez Borzestowskiego i Rectawa [18] i bylo kontynuowane
przez Ractawa [95] oraz Natkanica i Wesotowska [88].
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