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Recenzja pracy doktorskiej mgr. Marcina Staniszewskiego
"E-zbiezno$é idealowa ciagéw funkcyjnych"

Rozprawa doktorska Pana magistra Marcina Staniszewskiego poswiecona jest
badaniu (Z, J)-rownej zbieznosci ciagow funkeyjnych (nazywanej w pracy (Z,J)-
e-zbieznoécia), gdzie Z,J sa idealami na w. Zbieznod¢ ta jest uogoélnieniem e-
zbieznoéci wprowadzonej przez Csészara i Laczkovicha, uogélnia réwniez badane
w pracach matematykow z Uniwersytetu Gdanskiego, a takze z Indii rézne wer-
sje e-zbieznosci idealowej. Zagadnienia te wpisuja sie w Zywo rozwijajacy sie od
wielu lat w réznych osrodkach badawczych nurt badan inspirowany zbieznoscia
idealowa. Szczegolnie ciekawe w tej dziedzinie jest swoiste polaczenie problematyki
kombinatorycznej, topologiczne]j oraz teorii funkeji rzeczywistych, co ma wyrazne
odzwierciedlenie w recenzowanej rozprawie.

Przedstawiona do recenzji praca zostala przygotowana na Wydziale Matematy-
ki, Fizyki i Informatyki Uniwersytetu Gdariskiego. Promotorem jest dr hab. Rafal
Filipéw, a promotorem pomocniczym - dr Adam Kwela.

Rozprawa zawiera "abstract" w jezyku angielskim bedacy wprowadzeniem w
tematyke i krotka prezentacja wynikow. We wstepie, napisanym jak cala reszta
pracy w jezyku polskim, doktorant nieco szerzej niz w angielskim opisie przedstawia
kontekst prowadzonych badan i koncepcje rozprawy.

Rozdzial pierwszy "Idealy i ich wlasnosci" ma charakter wprowadzajacy. Przed-
stawia podstawowe definicje dotyczace idealow i przyklady idealéw na w. Opisuje
operacje i porzadki na zbiorze idealow oraz sposob przypisywania idealom wiasno-
$ci topologicznych poprzez traktowanie ich jako podzbiorow przestrzeni Cantora.
Istotne znaczenie w dalszej czedci pracy ma omoéwiona w podrozdziale 1.3 dziedzicz-
na wlasnosé Baire’a dla idealéow, bowiem dla idealow o tej wtasnosci wprowadzona
w podrozdziale 1.4 ideatowa wersja liczby ograniczajacej dla funkcji rozwazanych na
podzbiorach z koideatu b*(Z) jest rowna liczbie b(Z) wprowadzonej przez Farkasa
i Soukupa oraz klasycznej liczbie ograniczajacej b (Twierdzenie 1.5). Podrozdzial
1.5 wprowadza kombinatoryczne wlasnosci opisujace zwiazki migdzy trzema ide-
atami. Nalezy podkresli¢, ze prezentowane tu wlasnosci zostaty wyabstrahowane
przy okazji badan, ktérych wyniki sa przedstawione w dalszej czesci pracy i sg



uogélnieniami wprowadzonymi przez doktoranta pewnych rozwazanych wczesniej
wlasnosci.

W rozdziale 2, zgodnie z jego tytulem, znajdujemy poréwnanie e-zbieznosci ide-
alowej z innymi rodzajami zbieznosci. W klasycznym przypadku, to znaczy dla cia-
gow funkeji rzeczywistych okreslonych na zbiorze liczb rzeczywistych, ze zbieznosci
jednostajnej ciagu wynika e-zbieznosé, a z niej jego punktowa zbiezno$¢. Ponadto
zbieznodci te nie s réwnowazne. Natomiast e-zbieznosé jest rownowazna zbieznosci
o-jednostajnej. W rozprawie prezentowane sa konieczne i dostateczne warunki na
to, aby analogiczne wlasnosci zachodzity dla odpowiednikéow idealowych. W pod-
rozdziale 2.3 w tym samym kontekscie omowione zostaly zbieznosci na podzbiorze
z filtru dualnego do pewnego idealu.

Rozwazania w drugiej czesci rozdzialu zostaja ograniczone do par ideatow, dla
ktorych (Z, J)-e-zbieznos¢ daje jednoznaczno$é granicy, to znaczy dla idealow, kto-
re nie sa ortogonale (Twierdzenie 2.3).

Twierdzenia 2.6, 2.7 oraz 2.12 charakteryzuja implikowanie przez (Z, J )-e-zbieznosé
K-zbieznosci punktowej i odwrotnie. Okazuje sie, ze zbieznos¢ punktowa wymusza
réwng e-zbieznos¢ wtedy i tylko wtedy, gdy moc dziedziny funkcji rozwazanego
ciggu nie przekracza pewnego analizowanego w rozdziale 1 wspélczynnika kardy-
nalnego dla trojki ideatow. W przypadku, gdy ideal K nie jest zawarty w 7 wy-
korzystano zalozenie o posiadaniu przez ideal Z dziedzicznej wlasnosci Baire’a.
Na podkreglenie zastuguje fakt, iz otrzymane wyniki daja odpowiedz na pytania
postawione w pracy Dasa, Dutty i Pala oraz s uogdlnieniem rezultatow otrzyma-
nych przez Supine (Wniosek 2.16 i 2.17). Podobne warunki charakteryzuja zwiazki
miedzy (Z,J)-e-zbieznoscia a K-zbieznoscia jednostajng. W przypadku (Z, J)-e-
zbieznosci i zbieznoéci o —I-jednostajnej fakt, ze 7 zawiera J 1jest | X |- przeliczalnie
generowany, gdzie X jest dziedzing funkcji, okazal si¢ by¢ warunkiem réwnowaz-
nym implikowaniu przez réwna zbieznos¢ zbieznosci o-jednostajnej (Twierdzenie
2.33), co znéw daje odpowiedz na pytanie Dasa, Dutty i Pala. Podobnie jest w
przypadku pewnych wynikow zaprezentowanych w podrozdziale 2.3.

Rozdziat 3 "Klasy Baire’a wzgledem e-zbieznosci idealowej" opisuje klasy Ba-
ire’a wzgledem (Z, J)-e-zbieznosci generowane przez rodzine funkcji rzeczywistych
quasi-ciagtych okreglonych na metrycznej przestrzeni Baire’a (podrozdziat 3.4) oraz
przez rodzine ciaglych funkeji rzeczywistych okreslonych na przestrzeni doskonale
normalnej (podrozdzial 3.5). Przedstawione tu wyniki sa analogiczne do uzyska-
nych przez matematykéw gdanskich w przypadku (Z, Fiin)-e-zbieznodci, gdzie Fin
oznacza ideal zbiorow skonczonych.

Zastosowanie tu zaawansowanych metod, takich jak charakteryzowanie ideatow
przez nieskonczone gry Laflamme’a, inspirowane jest wczedniejszymi wynikami in-
nych matematykéw, ale w rozwazanych przypadkach prowadzi do bardzo subtelnych
kombinatorycznych klasyfikacji par ideatéw. Wprowadzono trzy rozne g-typy oraz
trzy rézne c-typy par idealéw. Systemy Baire’a generowane przez funkcje quasi-
ciagte dla (T, J)-e-zbieznosci sa identyczne dla wszystkich par (Z,J) tego samego
q-typu, przy zatozeniu, ze 7 jest idalem koanalitycznym (Twierdzenia 3.38, i 3.40).
Analogiczny rezultat otrzymano dla funkeji ciagtych i c-typow (Twierdzenie 3.53)
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dla klas Baire’a rzedu a < w.

Najciekawsze rezultaty otrzymano w przypadku par idealéw drugiego g-typu
i drugiego c-typu, poniewaz (Z,J)-e-zbiezno$¢ generuje tu przez przechodzenie
ciagow funkcji do granicy nowg rodzing funkceji, ktéra nie jest otrzymywana w
przypadku klasycznej e-zbieznosci.

Nierozwiazanym pozostal problem uzyskania charakteryzacji pierwszej klasy
Baire’a w przypadku funkcji ciaglych i pary idealéw trzeciego c-typu, jak rowniez
dla wszystkich typow dla klas Baire’a rzedu a < w;.

Prezentowane wyniki, jak zaznacza doktorant we wprowadzeniu, pochodza z
dwoch opublikowanych i dwoch wystanych do czasopism prac. Jedna z tych prac
przygotowana jest samodzielnie, w pozostatych trzech przypadkach doktorant jest
wspotautorem. Jak wynika z przedstawionych dokument6éw zaréwno merytoryczny
jak i redakeyjny wklad doktoranta w powstanie tych publikacji byt znaczacy.

Przedstawiona do recenzji obszerna i tresciwa rozprawa zostala napisana bar-
dzo starannie, wszystkie potrzebne pojecia sa dokladnie opisane, dowody zawieraja
szczegblowe wyjasnienia. Zadnych bledéw merytorycznych nie zauwazytam. Drob-
ne pomylki drukarskie, jak na przykltad zmiana indeksu sumowania w dowodzie
Stwierdzenia 1.2, sa na tyle rzadkie, ze nie warto zwracac tu na nie uwagi.

Zaleta pracy jest bardzo dobre umiejscowienie wynikéw doktoranta wsrod wy-
nikéw innych matematykow swiadczace o orientacji w tematyce badawczej. Autor
cytuje i omawia do$¢ dokladnie prace, ktore byty inspiracja dla prowadzonych przez
niego badan. Ponadto bardzo dobrze akcentuje wyniki, ktére odpowiadaja na po-
stawione w literaturze pytania lub uogélniaja otrzymane wczesniej wyniki.

Rezultaty zawarte w rozprawie oceniam wysoko. Sg wartosciowe i ciekawe. Do-
brze wpisuja sie w zywo rozwijajacy si¢ nurt badan. Doktorant pokazuje, ze potrafi
swobodnie postugiwac sie szerokim spektrum metod pochodzacych z réznych dzie-
dzin matematyki. Przez staranna analiz¢ probleméw uzyskal eleganckie rezultaty,
czasem podazajac §ladem analogicznych badan innych matematykow, czasem pre-
zentujac tworcze podejscie do zagadnienia.

Podsumowujac, uwazam, ze praca magistra Marcina Staniszewskiego spelia z
naddatkiem wymagania stawiane rozprawom doktorskim i wnoszg o dopuszczenie
jej autora do dalszych etapow przewodu doktorskiego.

Ponadto wnioskuje o wyrdznienie rozprawy.

Grom wa Konlacrsndna



