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2. OMOWIENIE OSIAGNIECIA NAUKOWEGO

W ponizszym omoéwieniu, oprocz prac [H1-H5| cytowane sa rowniez niektore z
moich pozostatych prac |[P1-P13|, ktorych listy znajduja sie w paragrafach 3.1 i
3.2. Spis prac innych autoréw znajduje sie na koncu autoreferatu.

2.1. Wstep.

Grupa klas odwzorowan (ang. mapping class group) zwartej spojnej powierzchni
nieorientowalnej N, oznaczang przez M(N), nazywamy grupe klas izotopii home-
omorfizmow N roéwnych identycznos$ci na brzegu ON, o ile jest on niepusty:

M(N) = Homeo(N, ON) /Homeoy (N, ON).

Tutaj Homeog(N,ON) oznacza podgrupe Homeo(N,dN) sktadajacay sie z home-
omorfizmow izotopijnych z identycznoscia, a przez izotopie rozumiemy homotopie
H: N x|[0,1] — N taka, ze H(—,t) € Homeo(N,0N) dlat € [0,1]. Grupe klas od-
wzorowan zwartej spojnej powierzchni orientowalnej S definiuje si¢ analogicznie,
jako grupe klas izotopii homeomorfizmoéw zachowujacych orientacje:

M(S) = Homeo™ (S, dS) /Homeoy (S, AS).

W przypadku gdy na powierzchni wyrézniono skoniczony zbiér punktow P, w po-
wyzszej definicji zaktada sie, ze homeomorfizmy permutuja P, a grupe klas od-
wzorowan oznacza si¢ przez M(N, P) lub M(S, P).

Zwarta sp0jng powierzchnie, o ktorej nie zaktadamy ani ze jest orientowalna, ani
ze jest nieorientowalna, bedziemy oznacza¢ przez F', a jej grupe klas odwzorowan
przez M(F) lub M(F, P) w przypadku wyréznionych punktow. Bedziemy rowniez
stosowa¢ oznaczenia Ny, Syn, Fy, dla powierzchni rodzaju g o n sktadowych
spojnosci brzegu, przy czym bedziemy opuszcza¢ n, gdy n = 0. Tak wiec NV, ,
oznacza powierzchnie homeomorficzng z suma spojna g plaszczyzn rzutowych, z
ktorej usunieto wnetrza n parami roztagcznych dyskow.

Grupa klas odwzorowan odgrywa niezwykle wazng role w nisko-wymiarowej to-
pologii (w tym teorii rozmaitosci wymiaru 3 i 4), a takze w teorii funkcji zmiennej
zespolonej, geometrii algebraicznej oraz geometrycznej teorii grup. Grupa ta cieszy
sie ogromnym zainteresowaniem wielu matematykow i jest przedmiotem intensyw-
nych badan nieprzerwanie od ponad piec¢dziesieciu lat. Pomimo tego, wcigz nie
brakuje zwigzanych z nig otwartych problemow.

Badanie grupy klas odwzorowan zapoczatkowali w latach dwudziestych ubie-
glego stulecia, niezaleznie od siebie, M. Dehn i J. Nielsen; jednak prawdziwie
dynamiczny rozwdj tej teorii rozpoczal sie dopiero w latach sze$c¢dziesigtych i byt
napedzany w nastepnych dziesiecioleciach przez przetomowe prace takich matema-
tykow jak W. B. R. Lickorish, J. S. Birman, W. P. Thurston, J. L. Harer, N. V.
Ivanov, D. Johnson, B. Wajnryb. Twierdzenia i metody wypracowane przez tych
autorow do dzisiaj stanowia podstawowe narzedzia badawcze w omawianej dzie-
dzinie. Co wiecej, niektore z tych metod, szczegolnie te pochodzace od Thurstona,
stosuje sie z powodzeniem do badania innych, pokrewnych grup, przede wszystkim
warkoczy i automorfizmoéow grupy wolnej.



3

Jednym z powodow duzego znaczenia grupy M(S,) jest jej rola w konstrukeji
przestrzeni moduli powierzchni Riemanna, gdzie grupa ta dziata wlasciwie nieciag-
gle jako pelna grupa izometrii przestrzeni Teichmiillera Teich(S,), za§ przestrzen
orbit M(S,) = Teich(S,)/M(S,) tego dziatania jest wspomniana przestrzenia mo-
duli zwartych powierzchni Riemanna rodzaju ¢g (¢ > 2), centralnym obiektem
teorii funkcji zmiennej zespolonej oraz teorii krzywych algebraicznych. Dopusz-
czajac antyholomorficzne funkcje przejécia miedzy mapami otrzymuje sie pojecie
dianalitycznej struktury powierzchni Kleina na powierzchni nieorientowalnej N,.
Obiekty te rozpatrywane byly juz przez samego Kleina. W systematyczny spo-
sOb zostaly opisane we wspotczesnej monografii |1|, natomiast metodologia ich
badan zostata rozwinieta w [18]. Przestrzenn moduli 9(N,) tych powierzchni jest
znowu przestrzeniy orbit dziatania grupy klas odwzorowan M(N,) na przestrzeni
Teichmiillera Teich(N,).

Kazda zwarta powierzchnia Kleina jest przestrzenia orbit S/(c) dla doktadnie
jednej pary (S, 0), gdzie S jest powierzchnig Riemanna, a o: S — S jej symetria,
czyli antyholomorficzna inwolucja. Przy dobrze znanej, funktorialnej, wzajemnie
jednoznacznej odpowiednio$ci pomiedzy zwartymi powierzchniami Riemanna, a
gtadkimi, nierozkladalnymi krzywymi rzutowymi zespolonymi, symetryczne po-
wierzchnie odpowiadaja krzywym, ktore posiadaja réwnania rzeczywiste. Pare
(S, 0) nazywa sie zwykle rzeczywista krzywa algebraiczna [1].

Poniewaz Teich(F') jest rozmaito$cia (homeomorficzna z kula w przestrzeni eu-
klidesowej), 9(F) ma strukture orbifoldu, ktorego punkty osobliwe odpowia-
daja przestrzeniom Riemanna lub Kleina posiadajacym nietrywialne automorfi-
zmy. W grupie M(F') zakodowana jest wiekszos¢ topologicznych wlasnosci prze-
strzeni 2 (F') i na odwrot, niezmienniki takie jak homologie M(F') sa zdeter-
minowane przez topologie 9MM(F). Jako przyktady powyzszej zaleznosci mozna
przywolaé¢ dowody jednospojnosci przestrzeni moduli powierzchni Riemanna [64]
i Kleina |[P1|, twierdzenie Harera [31| o stabilnosci grup (ko)homologii M(S) i
M(S), czy tez twierdzenie Madsena-Weissa |65 dowodzace hipotezy Mumforda o
stabilnych grupach kohomologii 9t(S). Analogiczne twierdzenia dla powierzchni
nieorientowalnych udowodnita N. Wahl [82].

Drugim, po przestrzeni Teichmiillera, fundamentalnym obiektem, na ktorym
dziata grupa M(F) jest kompleks krzywych C(F') zdefiniowany przez Harvey’a [35].
Jest to kompleks symplicjalny, ktorego k-sympleksami sa klasy izotopii rodzin k+1
parami roztacznych i parami nieizotopijnych krzywych zamknietych zwyczajnych
na F. Kompleks ten odgrywa kluczowa role w pracach Harera |31, 32|, Ivanova [43]
i Wahl [82] dotyczacych (ko)homologii M(F'). Po udowodnieniu hiperbolicznosci
C(S) przez Masura i Minsky’ego [66|, badanie grupy klas odwzorowarn nabrato no-
wej dynamiki. W naszym nieorientowalnym przypadku hiperboliczno$¢ kompleksu
krzywych C(N) zostala udowodniona przez Bestvine i Fujiware |7] uzywajac pracy
Bowditcha [12], a takze, inna metoda, przez Masura i Schleimera [67]. W pra-
cach [H1, H5| uzyliémy dzialania M(N) na kompleksie krzywych do wyznaczenia
skonczonej prezentacji tej grupy.



Pierwsze prace poswiecone w catosci grupie klas odwzorowan powierzchni nie-
orientowalnej, autorstwa Lickorisha [61, 62|, Chillingwortha [19] oraz Birman i
Chillingwortha |9], powstaly jeszcze w latach szes¢dziesiatych ubiegtego wieku. W
ciggu nastepnych trzydziestu lat miat miejsce pewien zastoj, zakonczony pracami
Korkmaza [52, 53] i od tego momentu tematyka grup klas odwzorowan powierzchni
nieorientowalnych cieszy sie stale rosnacym zainteresowaniem.

Kazda powierzchnia nieorientowalna N dopuszcza nakrycie stopnia dwa po-
wierzchnia orientowalna S. Na mocy twierdzenia Birman-Chillingwortha [9], grupa
M(N) jest izomorficzna z podgrupa nieskoriczonego indeksu grupy M(S), skta-
dajaca sie z elementéw przemiennych z inwolucja nakrywajaca. Ta zaleznos$¢ po-
woduje, ze niektore wlasnosci M(S) automatycznie przenosza si¢ na M(N) - na
przyktad wszelkiego rodzaju wlasnosci rezydualne. 7 drugiej strony, nieskonczo-
no$¢ indeksu jest powazna przeszkoda w problemach takich jak, na przyktad, znale-
zienie skonczonej prezentacji. Tak wiec chociaz twierdzenie Birman-Chillingwortha
jest bardzo wazne, to jednak jego uzyteczno$¢ jest ograniczona. Ponadto, wiele
rezultatow dotyczacych M(S) w fundamentalny sposob wykorzystuje orientowal-
nos¢. Tym samym prosta adaptacja do przypadku powierzchni nieorientowalnej
nie jest mozliwa i wymaga ona nowych pomystow.

Wiele waznych twierdzen o M(S) doczekato sie swoich odpowiednikow dla po-
wierzchni nieorientowalnej, jak wspomniane wyzej twierdzenia Harera, Madsena-
Weissa i Masura-Minsky’ego, czy tez nie mniej stynne twierdzenie Ivanova [46] o
automorfizmach C(S), przeniesione ostatnio na powierzchnie nieorientowalne przez
Atalan i Korkmaza [3]. Do niedawna, jednym z gléwnych wyjatkow od powyz-
szej reguly bylo twierdzenie Wajnryba [83, 86] podajace prosta prezentacje grupy
M(S) za pomoca generatorow i relacji. Brak takiej prezentacji dla grupy M(F)
zostal uzupetniony w pracy |[H5|, co uwazam za swoje najwazniejsze osiagniecie.

Na zakonczenie tego wstepu przedstawie krotko moje glowne wyniki uzyskane
w pracach [H1-H5|, w kolejnosci ich waznosci wedlug mojej oceny.

e Prace [H1, H5| poswiecone sa problemowi wyznaczenia skonczonej pre-
zentacji dla grup M(N,,). W [H1| wyznaczylem taka prezentacje dla
(g,n) = (4,0), a w [H5], wspolnie z L. Parisem dla n € {0,1} i dowol-
nego g takiego, ze g +n > 3. W problemie wyznaczania prezentacji grup
M(N,,,) najbardziej istotny jest przypadek n = 0, poniewaz zaczynajac
od prezentacji M(N, o) mozna indukcyjnie obliczy¢ prezentacje M(N,,)
dla dowolnego n metoda oparta na ciggu doktadnym Birman, jak w pracy

[60] w przypadku powierzchni orientowalnych.

e W pracy |H4| opisatem wszystkie nietrywialne homomorfizmy M(N,) —
GL(m,C)dlag >5im < g—1. W ten sposob rozszerzytem, na przypadek
powierzchni nieorientowalnej, wyniki uzyskane niedawno przez J. Franksa,
M. Handela i M. Korkmaza i uzupelnitem opis reprezentacji liniowych ni-
skiego wymiaru grup klas odwzorowan powierzchni. Praca [H4| stanowi
istotny wktad do tego opisu, poniewaz dla powierzchni nieorientowalnych
sytuacja jest bardziej skomplikowana niz dla powierzchni orientowalnych.
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Jako zastosowanie, wykazatem, ze dla h < g i g > 5 dowolny nietrywialny
homomorfizm M(N,;) — M(N},) ma obraz izomorficzny z Zy lub Zy X Zs,
przy czym ten drugi przypadek jest mozliwy tylko dla g € {5,6}.

e Prace [H2, H3| poswiecone sa grupie klas odwzorowan poziomu 2, ozna-
czanej przez I's(N,) i zdefiniowanej jako podgrupa M(N,) skladajaca sie
z klas izotopii homeomorfizmow indukujacych identycznosé¢ na Hy(Ny, Zs).
W [H2| wykazatem, ze I's(IV,) jest generowana przez tak zwane Y-homeo-
morfizmy zdefiniowane przez Lickorisha w 1963 r., a takze jest generowana
przez inwolucje (elementy rzedu 2). W |H3| znalaztem skorniczony zbior

generujacy ta grupe.

W dalszej czesci autoreferatu opisze powyzsze wyniki bardziej szczegdtowo, na
tle rezultatéw innych autorow.

2.2. Prezentacja za pomoca generatorow i relacji. [H1, H5|

McCool [70] podal pierwszy algorytm wyznaczenia skonczonej prezentacji grupy
M(S,1). Jego podejscie bylo czysto algebraiczne i za pomoca tego algorytmu
nie uzyskano jawnej prezentacji. W przelomowej pracy [37] Hatcher i Thurston
podali algorytm obliczenia skoniczonej prezentacji tej grupy oparty na jej dziata-
niu na pewnym jednospdjnym 2-wymiarowym CW-kompleksie. Za pomoca tego
algorytmu, Harer [30] wyznaczyl skoriczona, ale bardzo skomplikowang prezenta-
cje M(Sy1) dla dowolnego g. Ta prezentacja zostala nastepnie uproszczona przez
Wajnryba |83, 86|, ktory rowniez znalazt prezentacje M(S,). Uzywajac rezultatu
Wajnryba, Matsumoto [68] podal inne prezentacje M(S,1) i M(S,0), a Gervais
[26] wyznaczyl prezentacje M (S, ) dla dowolnych g > 1in. Labruére i Paris [60]
znalezli skoficzong prezentacje M (S, ,, P) dla dowolnych g > 1, n i P. Benvenuti
[6] i Hirose [38] pokazali niezaleznie, jak mozna otrzymac prezentacje Gervais uzy-
wajac dziatania M(S,,) na kompleksie krzywych Harvey’a, zamiast kompleksu
Hatchera-Thurstona.

Jesli chodzi o prezentacje M(N,,), to przed pracami [H1, H5| byty one znane
tylko dla kilku powierzchni nieorientowalnych rodzaju g < 3, w tym M(Nyg) =
Ly X Ly |61] 1 M(N3y) = GL(2,Z) |9, 27]. Uzywajac wynikow Lickorisha |61, 62]
Chillingworth [19] podat skoriczony zbior generujacy M(N, o) dla dowolnego g >
3. Ten wynik zostal uogo6lniony na powierzchnie nieorientowalne z wyréznionymi
punktami [53] i z brzegiem [77].

W celu sformutowania gtéwnego wyniku prac [H1, H5| ustalmy model powierzchni
nieorientowalnej. Dla N, ; (odpowiednio Ny () bedzie to 2-wymiarowy dysk (odp.
sfera), z ktorego wycieto wnetrza g parami roztacznych dyskow, a nastepnie utoz-
samiono punkty antypodyczne na kazdej z powstatych sktadowych brzegu, lub
rOwnowaznie: wklejono wstegi Mobiusa w miejsca usunietych dyskow. Na Ry-
sunku 1 wnetrza usunietych dyskoéw sa zacieniowane i ponumerowane od 1 do g.
Dla dowolnego niepustego podzbioru I C {1,2,...,¢g} niech 7; oznacza krzywa
zamknieta zwyczajna na N przedstawiona na Rysunku 1. Zauwazmy, ze taka
krzywa jest jednostronna jesli I ma nieparzysta liczbe elementoéw, a w przeciwnym



RYSUNEK 1. Krzywa 7, dla I = {iy, i, ..., 0%}

o,
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RYSUNEK 2. Twist Dehna wzgledem dwustronnej krzywej .

wypadku - dwustronna. Z kazda dwustronng krzywa zamknieta zwyczajna v na N
mozna stowarzyszy¢ twist Dehna wzgledem ~, czyli klase izotopii homeomorfizmu
zdefiniowanego nastepujaco. Wybieramy zorientowane domkniete otoczenie regu-
larne A C N krzywej v, ktore utozsamiamy ze standardowym walcem S* x [0, 1].
Twist Dehna T, jest rowny identycznosci poza A, natomiast jego dziatanie na A
jest takie, jak na Rysunku 2: odcinek ¢ jest przeksztatcany w spiralny tuk, zgodnie
ze wzorem

T dlaz ¢ A
T = . 3
ME)) {(ezm(ow)’ r) dlax = (e r)e A= St x|[0,1].

Dla I C {1,2,...,g} o parzystej liczbie elementow oznaczamy przez T; twist
Dehna wzgledem ~; w kierunku oznaczonym strzatkami na Rysunku 1. Przyjmijmy
tez oznaczenia:

a; :T{i,i—i-l} dla i = 1,2,...,g— ]_,

bj = T{1,2,...,2j+2} dla 1 Sj S (g — 2)/2
Dlai=1,2,...,9— 1 definiujemy homeomorfizmm u; zamieniajacy miejscami dwie
kolejne wstegi Mobiusa jak na Rysunku 3 i rowny identyczno$ci na zewnatrz bu-
telki Kleina z brzegiem zawierajacej te wstegi. Klase izotopii u; oznaczamy tym
samym symbolem i nazywamy crosscap transposition. JesteSmy juz gotowi do
sformutowania gtoéwnych wynikow pracy [H5|.

Twierdzenie 1 (Paris-Szepietowski |[H5, Theorem 3.5|). Dla g > 3 grupa M(Ny 1)
posiada prezentacje o generatorach w;, a; dlal <i < g—1,b; dla0 < j < (9—2)/2
i relacjach:

(Al) ;0 = Q;0; dla |’L —j| > 1,

(A2) Qi 1Q; = Qi1 A;A541 dla 1 S 7 S g — 2,

(A?)) CLibl = blai dla 1 §£ 4 ]es’lz g Z 4,
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RYSUNEK 3. Crosscap transposition ;.

RYSUNEK 4. Krzywe na orientowalnej podpowierzchni rodzaju p =
| 1] definiujace generatory a;, b;.

(A4) b1a4b1 = &4()1&4 j68’l7, g 2 5,

(A5) (&2&3&4b1)10 = (a1a2a3a4b1)6 jes’lz g Z 5,

(A6) (CLQCL3CL4CL5CL6()1)12 = (a1a2a3a4a5a6b1)9 ]es’lz g Z 7,

(A7> b(] = ay,

(AS) bit1 = (bi—la2ia2i+1a2i+2a2i+3bi)5(bi—1a2ia2i+1a2i+2a2i+3)_6

(A9) b%ag_g, = ag_5bngz jesli g jest parzyste i g > 6,
(B1) wu; = uju;  dla|i—j| > 1,

(B2) wiwjriu; = wiquuiny  dlai=1,...,9 — 2.
(Cl) aiu; = u;ay dlai:?),...,g—l,

(C2) QUi 1U; = Uj U A541 dla 1 = 1, g — 2,
(C?)) A1 Ui U1 = UiUi1G4 dla 1 = 1, g — 2,
(C4) aiu;a; = Uy,

(C5) U2a1A2UT = Q1079,

(C6) (uzh1)? = (arasaz)*(uruguy)®  jesli g > 4,

(C?) U5b1 = b1U5 jes’lz qg Z 6,

(08) &4U4(&4Q3Q2&1U1U2U3U4)b1 = b1a4u4 j68’l7, qg Z 5.

Twisty Dehna a;, b; sa zdefiniowane przy pomocy krzywych lezacych na orien-
towalnej podpowierzchni homeomorficznej z S, ., gdzie r € {1,2}ig = 2p+7r
(Rys. 4). Generatory te, wraz z relacjami (A1-A10) stanowia prezentacje grupy
M(S,,) [H5, Theorem 3.1]. Gdy g jest nieparzyste, to relacji (A9) i (A10) nie ma
i mozna usuna¢ z prezentacji generatory b; dla j = 01 j > 1 oraz relacje (A7, A8).
Pozostale generatory a;, i = 1,...,9 — 1 i by wraz z relacjami (A1-A6) stanowia
prezentacje M(S, ) znaleziona przez Matsumoto [68]. Gdy g jest parzyste, to
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tak samo mozna wyrugowac b; dla j # 1. Jednak wowczas w relacjach (A9, A10)
bs—2 musialoby by¢ zastapione przez odpowiednie wyrazenie w generatorach a; i

b1.2 Znalezienie takiego jawnego wyrazenia znacznie uproscitoby nasza prezentacje.

Generatory w;, i = 1,...,9 — 1 wraz z relacjami (B1, B2) tworza dobrze znana
prezentacje grupy warkoczy B,. Tak wiec Twierdzenie 1 mowi, ze M(N,1) jest
izomorficzna z grupa ilorazowa powstajaca przez podzielenie produktu wolnego
M(S,,) * B, przez relacje (C1-C8). Aby otrzymaé prezentacje M(N, ) nalezy
dodac jeszcze trzy relacje.

Twierdzenie 2 (Paris-Szepietowski [H5, Theorem 3.6]). Dia g > 4 grupa M(N, )
jest izomorficzna z grupg ilorazowq powstajgcq przez podzielenie M(Ny 1), o pre-
zentacyi danej w Twierdzeniu 1, przez relacje:

(BB) (Ul’lLQ ce Ug_l)g = 1,
(B4) (u1u2 s ug_2)9_1 =1.
(D) ay (aga,g e ag_lug_l s UgUg)CLl = aoag - - ag_lug_l s U3US.

Przyjmujac ¢ = 4 w Twierdzeniu 2 otrzymujemy prezentacje grupy M(Nyo)
rozniacy sie od tej podanej w [H1, Theorem 2.1]. W [H5, Section 4| pokazalismy, ze
te prezentacje sa rownowazne, wykonujac w ten sposob krok bazowy indukcyjnego
dowodu Twierdzenia 2. Tak wiec mozna powiedzie¢, ze praca [H1| zawiera czesé
dowodu Twierdzenia 2.

Dowody Twierdzen 1 i 2 sa indukcyjne wzgledem rodzaju g, przy czym Twier-
dzenie 1 dowodzimy przy zalozeniu, ze prawdziwe jest Twierdzenie 2. Dowo6d
Twierdzenia 2 wykorzystuje twierdzenie K.S. Browna [16| umozliwiajace wylicze-
nie skonczonej prezentacji grupy, ktora dziata na jednospojnym CW-kompleksie
X permutujac jego komorki, przy zalozeniu, ze:

e stabilizator kazdego wierzchotka X ma skoniczong prezentacje;
e stabilizator kazdej krawedzi X jest skoriczenie generowany;
e liczba orbit komoérek wymiaru < 2 jest skonczona.

Twierdzenie Browna stosujemy do dziatania M(N), gdzie N = Ny, ¢ > 4, na
uporzadkowanym kompleksie krzywych C4(N), zdefiniowanym w [6] podobnie
do kompleksu krzywych Harvey’a. Dwie uporzadkowane k-krotki parami roztacz-
nych i nieizotopijnych krzywych zamknietych zwyczajnych na N, (71,72, --, V)
i (1,7, ---,7%), sa rownowazne, jesli v; 1 v/ sa izotopijne (jako niezorientowane
krzywe) dla ¢ = 1,..., k. Klasy rownowaznosci takich k-krotek sa (k — 1)-sym-
pleksami kompleksu C4(N). Uzyskanie prezentacji M(N) uzywajac dzialania
tej grupy na C°"4(N) wymaga obliczenia prezentacji stabilizatoréw wierzchotkow,
wybierajac po jednym reprezentancie z kazdej orbity wierzchotkow. Stabilizator
Stab vy (7] wierzchotka [v] jest bardzo bliski grupie klas odwzorowan powierzchni
N, powstajacej przez rozcigcie N wzdluz krzywej . Dzigki temu, tatwo obliczy¢
prezentacje Stabaqn)[y] znajac prezentacje M(N,), ktora z kolei moze by¢ obli-
czona rekurencyjnie, poniewaz N, ma nizszy rodzaj niz N. Sytuacje komplikuje
nieco fakt, ze NV, ma niepusty brzeg, w przeciwienstwie do V.
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W pracy |P4| zaproponowatem algorytm wyznaczania prezentacji M(N), oparty
na powyzszym twierdzeniu Browna. Prezentacja bedaca jego wynikiem jest skon-
czona, ale olbrzymia; zawiera obliczane rekurencyjnie prezentacje stabilizatorow
wierzchotkow kompleksu C™4(N) oraz wiele relacji zwiazanych z sympleksami wy-
miaru 1 1 2. Aby otrzymaé¢ jawna prezentacje M(N) o rozsadnej liczbie gene-
ratorow i relacji trzeba ten algorytm stosowa¢ w subtelny sposob, dbajac o to,
zeby prezentacje otrzymywane w krokach posrednich nie byly zbyt duze. W pracy
[H1] udalo sie to zrobié¢ dla g = 4, a ostateczny cel, to znaczy jawna prezentacja
M(N,) dla dowolnego g, zostal osiagniety w pracy |H5|. Dzieki temu, ze przypa-
dek g = 4 zostal rozpatrzony we wezesniejszej pracy [H1|, w [H5| moglismy uzy¢
przelomowego pomystu polegajacego na zastapieniu kompleksu C4(N) jego pod-
kompleksem zbudowanym tylko z krzywych nierozdzielajacych, ktory jest jedno-
spojny dla g > 5. W przypadku g > 7 uzyliSmy jeszcze mniejszego podkompleksu,
co znaczaco zmniejszyto prezentacje wynikajaca z twierdzenia Browna.

Wychodzac od prezentacji M (N, o) mozna indukcyjnie obliczy¢ prezentacje grupy
M(Ny,,, P) dla dowolnych n i P metoda oparta na ciagu doktadnym Birman, jak w
pracy [60] w przypadku powierzchni orientowalnych. Znalezienie takiej prezentacji
w ogblnym przypadku jest ciekawym wyzwaniem badawczym.

Z prezentacji podanych w Twierdzeniach 1 i 2 mozna dosy¢ tatwo wyrugowac
generatory u; dla i > 1. Zrobil to Stukow [78| otrzymujac w ten sposob prezenta-
cje M(Ny1) 1 M(N,o) z mniejsza liczba generatoréw i relacji, a przy ich pomocy
obliczyl pierwsza grupe homologii M(N,,) o wspolczynnikach w Hy(N,,;Z) dla
n < 1[79]. Niedawno w repozytorium arXiv pojawit sie ciekawy preprint Omori
[72], zawierajacy nieskoiiczone prezentacje grup M(N, 1) i M(N, o) z bardzo pro-
stymi relacjami. Generatorami w tych prezentacjach sa wszystkie twisty Dehna
oraz wszystkie Y-homeomorfizmy (nazywane rowniez crosscap slides, o ktorych
pisze ponizej w paragrafie 2.4). Dowodd glownego wyniku pracy [72| korzysta z
prezentacji Stukowa [78|, a wiec posrednio rowniez z Twierdzen 1 i 2.

Warto doda¢, ze nie jest mozliwa prezentacja M(Ny,,), w ktorej wszystkie ge-
neratory bylyby twistami Dehna. Istotnie, podgrupa M(Ny,) generowana przez
wszystkie twisty Dehna ma indeks 2 [62, 76].

2.3. Reprezentacje liniowe i inne homomorfizmy. [H4|

Dziatanie grupy M(S, ) na Hy(S,, Z) zachowuje algebraiczny indeks przeciecia,
ktory jest forma symplektyczng. Indukowany surjektywny homomorfizm

o: M(S,,) = Sp(29,2Z),

nazywany standardowa reprezentacja symplektyczng, jest jednym z wazniejszych
narzedzi do badania grupy klas odwzorowan powierzchni orientowalnej. W ostat-
nich latach J. Franks, M. Handel i M. Korkmaz [23, 57, 58] udowodnili, ze dla
g > 3 najmniejszym stopniem nietrywialnej reprezentacji M(S,,) — GL(m,C)
jest m = 2¢g, a standardowa reprezentacja symplektyczna jest jedyna, z doktadno-
Scia do sprzezenia w C, zespolona reprezentacja M(S,,) wymiaru 2g. W pracy
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|H4] udowodnitem analogiczne twierdzenia dla grupy klas odwzorowan powierzchni
nieorientowalne;j.

Mowimy, ze dwa homomorfizmy fi, fo z grupy G do H s3 sprzezone, jesli istnieje
takie y € H, ze fi(x) = yfo(x)y~' dla kazdego x € G. Obraz homomorfizmu f
oznaczamy przez Im(f).

Ustalmy podwojne nakrycie P: S;_; — N,. Na mocy twierdzenia Birman i Chil-
lingwortha [9] M(Ny) jest izomorficzna z podgrupa M(S,_;) ztozona z zachowu-
jacych orientacje podniesien homeomorfizmoéow N,. Stad mamy dzialanie M(N,)
na Hy(S,-1,Z). Oznaczmy przez K, jadro homomorfizmu P,: Hy(S,_1,Z) —
H,(N,,7Z)/Zy indukowanego przez nakrycie P, gdzie Zs oznacza podgrupe tor-
syjna Hy(Ny,Z). Grupa K, jest niezmiennicza wzgledem dziatania M(N,) na
H,(Sy—1,Z). Ponadto, K, 1 H,(Sy-1,Z)/ K, sa wolnymi Z-modutami rangi g — 1,
a zatem otrzymujemy dwie reprezentacje M (N, ) stopnia g — 1

U M(N,) — GL(K,),  WUy: M(N,) = GL(H.(S,-1,7)/K,),

ktore, po ustaleniu baz, traktujemy jako homomorfizmy w GL(g — 1,C). Sa one
niesprzezone, chociaz ker Wy = ker Wy [H4, Lemma 4.1|. Pierwszy rezultat pracy
[H4] mowi, ze g — 1 jest najmniejszym stopniem nietrywialnej (nieabelowej) repre-
zentacji M(Ny).

Twierdzenie 3 (Szepietowski [H4, Theorem 1.3|). Niechn <1,g>5,m<g—21i
zatozmy, ze f: M(Ny,) — GL(m, C) jest nietrywialnym homomorfizmem. Wtedy
Im(f) jest izomorficzne z Zs lub Zo X Zs, przy czym drugi przypadek jest mozliwy
tylko dla g = 5 lub 6.

Powyzszy rezultat zostal wczesniej udowodniony przez Korkmaza [57| przy do-
datkowym zalozeniu, ze m < g — 3 jesli g jest parzyste. Nowo$¢ Twierdzenia 3
polega na tym, ze obejmuje ono rowniez przypadek m = g — 2 dla parzystego g.
Jako zastosowanie Twierdzenia 3 udowodnitem nastepujacy rezultat, ktory stanowi
rozwiazanie Problemu 3.3 z [56].

Twierdzenie 4 (Szepietowski |H4, Theorem 1.4]). Zatdzmy, ze g > 5, h < g i
f: M(N,) = M(Ny) jest nietrywialnym homomorfizmem. Wtedy Im(f) jest jak
w Twierdzeniu 3.

Analogiczne twierdzenie dla grup klas odwzorowan zamknietych powierzchni
orientowalnych udowodnili Harvey i Korkmaz [36]. Zaréwno Twierdzenie 3 jak i 4
nie zachodza dla g = 4, poniewaz pokazatem, ze istnieje homomorfizm z M(Ny)
do M(N3) = GL(2,7Z), ktorego obraz jest nieskoriczona grupa diedralng [H4, Co-
rollary 6.2]. Do skonstruowania takiego homomorfizmu uzyltem prezentacji grupy
M(Ny) z prac [H1, H5].

Zalozmy, ze g > 7. Wtedy abelianizacja M(N,) jest izomorficzna z Zy [52].
Oznaczamy przez ab: M(N,) — Zy kanoniczne rzutowanie i dla ¢ = 1,2 definiu-
jemy W) : M(N,) — GL(g—1,C) wzorem ¥)(z) = (—1)*@W,(z) dla x € M(N,).
Kolejny rezultat pracy |H4| jest nastepujacy.
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Twierdzenie 5 (Szepietowski [H4, Theorem 1.5]). Niech g > 7, g # 8 i zatdZmy,
ze f: M(N,) — GL(g — 1,C) jest nietrywialnym homomorfizmem. Wtedy albo
Im(f) = Zs, albo f jest sprzezony z jednym z homomorfizmow ¥y, W), Wy, Wi,

Dla g = 8 udowodnitem analogiczne twierdzenie [H4, Theorem 1.6]. W tym
przypadku mamy dodatkowy homomorfizm M(Ng) — GL(7,C) wynikajacy z
faktu, ze istnieje epimorfizm z M(Ng) na Sp(6,7Zs), a ostatnia grupa ma nie-
przywiedlna reprezentacje w GL(7,C).

2.4. Grupa klas odwzorowan poziomu 2. [H2, H3|

Sktadajac standardowa reprezentacje symplektyczng grupy M(S,) z homomor-
fizmem redukcji modulo m, dla pewnej liczby naturalnej m > 2, otrzymujemy
surjektywna reprezentacje M(S,) — Sp(2g,Z,,), ktorej jadro oznaczamy przez
['),.(Sy) 1 nazywamy grupa klas odwzorowan poziomu m powierzchni S,. Grupa
I, (S,) moze byé¢ rowniez opisana jako grupa klas izotopii homeomorfizmow S,
dzialajacych trywialnie na H;(Sy,Z,,). Podsumowujac, mamy krotki ciag do-
ktadny

1 —= I (Sy) = M(S,) — Sp(29, Z,,) — 1.

Grupy I',,,(S,) byly intensywnie badane, miedzy innymi przez Haina |29] i Ivanowa
[45], a z nowszych rezultatow warto wspomniec obliczenie ich abelianizacji [74, 75].

W przypadku powierzchni nieorientowalnej IV, algebraiczny indeks przeciecia
na Hy(N,,7Z) jest zdefiniowany jedynie modulo 2. Z tego powodu bardzo natural-
nie jest rozwazaé dzialanie M(N,) na Hi(N,,Z,) i jego jadro I's(N,). Grupe
automorfizmow H;(Ny, Z,) zachowujacych algebraiczny indeks przeciecia ozna-
czamy, za Korkmazem [52|, przez Iso(H;(Ny, Zy)). Wybierajac standardowa baze
H,(N,,Zs) otrzymujemy izomorfizm

Tso(Hy(N,, 7)) = {A € GL(g,Z) | AA! = I}.

McCarthy i Pinkall [69] oraz Gadgil i Pancholi [24] wykazali, ze odwzorowanie
M(Ny) — Iso(H;(Ny, Zsy)) jest surjekcja. Mamy zatem krotki ciag doktadny

1— FQ(Ng) — M(Ng) — ISO(Hl(Ng,ZQ)) — 1.

Prace [H2, H3| poswiecone sa grupie I';(N,). Do sformutowania zawartych w nich
wynikow potrzebne jest pojecie Y-homeomorfizmu.

W odroznieniu od M(S,), grupa M(N,) nie jest generowana przez twisty Dehna.
Udowodnil to Lickorish [61], ktory podal pierwszy przyklad elementu M(N,),
ktory nie jest iloczynem twistow. Jest to Y-homeomorfizm, nazywany takze cros-
scap slide. Zalozmy, ze ¢ > 21 a i § sa dwiema krzywymi zamknietymi zwy-
czajnymi na N, przecinajacymi si¢ transwersalnie w jednym punkcie, gdzie o jest
jednostronna, a  dwustronna. Niech K C N, bedzie otoczeniem regularnym
a U [, homeomorficznym z butelka Kleina z brzegiem. Oznaczmy przez M wstege
Mobiusa bedaca otoczeniem regularnym krzywej o. Y-homeomorfizm Y, g moze
by¢ opisany jako efekt przeciagniecia M jeden raz wzdluz krzywej 3, zachowujac
przy tym kazdy punkt na brzegu K (Rys.5).
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sl0)= (08

RYSUNEK 5. Y-homeomorfizm lub crosscap slide.

Lickorish wykazal, ze dla ¢ > 2 grupa M(N,) jest generowana przez twisty
Dehna i jeden Y-homeomorfizm, a podgrupa generowana przez wszystkie twisty
ma indeks 2 |61, 62]. Oznaczmy przez Y(N,) podgrupe M(N,) generowang przez
wszystkie Y-homeomorfizmy. Jak tatwo sprawdzi¢, kazdy Y-homeomorfizm in-
dukuje identyczno$é na Hy(Ny,Zy), a zatem Y(N,) C I'y(N,). W pracy |H2|
wykazalem, ze zachodzi rownosé¢ Y(N,) = [y (Ny).

Twierdzenie 6 (Szepietowski |H2, Theorem 5.5|). Niech g > 2. Element f €
M(N,) indukuje identycznosé na Hy(Ny, Zs) wtedy i tylko wtedy gdy f jest iloczy-
nem Y-homeomorfizmow.

W szczegolnosci, V() jest wlasciwa podgrupa M(N,) skonczonego indeksu.
Dla l,J C{1,2,..., g} oznaczmy Y., ., przez Yr,;, gdzie vy, v, sa krzywymi z Ry-
sunku 1, zakladajac, ze krzywe te spelniaja zalozenia definicji Y-homeomorfizmu.
Wykazatem, ze Y(N,) jest domknieciem normalnym w M(N,) jednego Y-homeo-
morfizmu Y{1y,11,2y [H2, Lemma 3.6], ktory jest iloczynem dwoch inwolucji naleza-
cych do Y(NN,). W ten sposob udowodnilem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7 (Szepietowski [H2, Theorem 3.7 i Corollary 5.7|). Dla g > 2 grupa
[y (N,) jest generowana przez inwolucje.

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze abelianizacja grupy I's(N,) jest Zo-modulem.

Poniewaz M(N,) jest skonczenie generowana, I's(N,) rowniez jest skonczenie
generowana, jako podgrupa skoriczonego indeksu. Wobec tego, naturalnym pro-
blemem jest znalezienie skoriczonego zbioru generujacego dla I';(N,). Problem ten
rozwiazatem w pracy [H3|, ktorej gtowny wynik jest nastepujacy.

Twierdzenie 8 (Szepietowski [H3, Theorem 3.2|). Dla g > 3, grupa I's(N,) jest
generowana przez nastepujgce elementy:

(1) Y;[i};{i,j} dla 1 € {172a"'ag_ 1}7 ] € {1a2>"'>g}7 i 7&]:

(2) Yv{i,j,k};{i,j,k,l} dla1 < j < k < l, jesli g > 4.

Dla uzupelnienia dodajmy, ze I'y(Ny) = M(N;y) = {1} i I'y(N3) = Zs.

W Twierdzeniu 8, kazdy generator Y{; i)k typu (2) moze by¢ zastapiony
przez T{zi’m’l}, gdzie T jry jest twistem Dehna wzgledem vy, jxn [H3, Remark
3.9]. Zauwazmy, ze jest (g — 1)* generatoréw typu (1) i () generatorow typu (2).
W ostatniej czesci pracy [H3| wykazalem, ze liczba generatorow I'o(N,) z Twier-
dzenia 8 jest minimalna dla ¢ = 3 i 4. Dzialanie M(N3) na H;(N3,Z) indukuje
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izomorfizm M(N3) — GL(2,Z), ktory przeprowadza ['5(/N3) na gtowna podgrupa
kongruencyjna poziomu 2 grupy GL(2,Z) |H3, Corollary 4.2|. Nastepujace twier-
dzenie mowi, ze liczba generatorow I'y(NV;) z Twierdzenia 8 jest réwna randze
abelianizacji tej grupy, a wiec jest minimalna.

Twierdzenie 9 (Szepietowski [H3, Theorem 4.3]). Grupa Hy(I'y(Ny),Z) jest izo-
morficzna z Z3°.

Dowo6d Twierdzenia 9 wykorzystuje Twierdzenia 71 8, a takze prezentacje grupy
M(Ny) z pracy [H1|. Dla g > 4 zbioér generujacy I's(N,) z Twierdzenia 8 nie
jest minimalny. Hirose i Sato [41] pokazali, ze zawiera on podzbior mocy (ggl)
ktory rowniez generuje I'o (N, ), a nastepnie udowodnili, ze H;(I'y(N,), Z) ma range
rownag (g;rl), co stanowi uogoélnienie powyzszego Twierdzenia 9. Do obliczenia
abelianizacji I'y(N,) Hirose i Sato wykorzystali moje Twierdzenia 7 i 8.

Praca |H2| zawiera wazna konstrukcje homomorfizmu crosscap pushing map
’QZ)Z 7T1(Ng_1, ZL’Q) — M(Ng),

gdzie N,_; powstaje przez wyciecie z N, wstegi Mobiusa i zastgpienie jej dyskiem
z wyr6znionym punktem xo. Gdy a € m(Ny_1, ) jest klasa homotopii reprezen-
towana przez krzywa zwyczajna, to ¥ (a) jest albo Y-homeomorfizmem, gdy « jest
jednostronna, albo iloczynem dwoéch twistow, gdy « jest dwustronna. Pozwala to
na otrzymywanie w M (NN,) relacji postaci

(1) (af) = v(a)v(B),

gdzie po obu stronach wystepuja Y-homeomorfizmy lub twisty, o ile o, 51 af sa
reprezentowane przez krzywe zwyczajne (uwaga: tutaj iloczyn o8 w i (Ny_1, 2o)
oznacza najpierw 3, a potem «). W ten sposob uzyskano niektore relacje wystepu-
jace w skoniczonych prezentacjach grup M(Ny) i M(N, ;1) znalezionych w pracach
[H5] i |78]. Co wiecej, (1) jest jedna z relacji definiujacych w nieskonczonej pre-
zentacji Omori [72]. Homomorfizm ¢ jest podstawowym narzedziem stuzacym
do badania Y-homeomorfizmoéw, wykorzystanym w pracach |[H2, H3|, a takze w
pracach innych autoréw, miedzy innymi w [42| oraz we wspomnianych powyzej
pracach |72, 78|. Sadze, ze narzedzie to ma duzy potencjal, poniewaz badanie
Y-homeomorfizmoéow jest wazna czescig teorii grupy klas odwzorowan powierzchni
nieorientowalne;j.

Grupe I'y(N,) mozna widzie¢ jako pewne przyblizenie podgrupy Torelli Z(N,)
skladajacej sie z elementow M(N,) indukujacych identycznos¢ na Hy(Ny,Z). Z
jednej strony jest to przyblizenie bardzo niedoktadne, bo Z(N,) jest podgrupa
I'y(N,) nieskonczonego indeksu. Z drugiej strony jednak, skoriczony zbioér gene-
rujacy I'2(NV,) wystepujacy w Twierdzeniu 8 i zredukowany w |41] stanowi jeden
ze sktadnikow wyjsciowych dowodu gtownego twierdzenia pracy |42], w ktorej Hi-
rose 1 Kobayashi znalezli pewien nieskonczony zbior generujacy Z(N,). Wynik ten
jest analogiczny do klasycznego twierdzenie Powella [73] o generatorach grupy To-
relli powierzchni orientowalnej. Warto dodac, ze do tej pory nie jest znany zaden
skoniczony zbior generujacy Z(N,).

Y
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Twierdzenia 6 i 8 zostaty takze wykorzystanie w dowodzie gtéwnego twierdzenia
pracy [40], podajacego warunek konieczny i wystarczajacy na to, zeby homeomor-
fizm powierzchni nieorientowalnej, zanurzonej w pewien standardowy sposéb w
4-wymiarowej sferze S*, rozszerzal sie do homeomorfizmu S*.
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W przygotowaniu:

[P14] G. Gromadzki, S. Hirose, B. Szepietowski, On topological classification of
finite cyclic actions on bordered surfaces, preprint 2015.

Ponizej opisze najwazniejsze wyniki powyzszych prac, zaczynajac od tych po-
Swieconych $cisle grupom klas odwzorowarn. Nastepnie omowie prace dotyczace
innej tematyki, gdzie we wspolpracy z innymi matematykami udato mi sie zasto-
sowa¢ moje doswiadczenia w badaniu grupy klas odwzorowan. Sa to cztery prace
dotyczace topologicznej klasyfikacji dziatan grup skonczonych na powierzchniach
[P6, P11, P12, P14] oraz jedna praca o spojnosci miejsca osobliwego przestrzeni
moduli nieorientowalnych powierzchni Kleina [P10].

3.3. Podgrupy skoinczonego indeksu grupy klas odwzorowan powierzchni
nieorientowalnej. [P9]

Na mocy twierdzenia Grossman [28], grupa M(.S, ) jest rezydualnie skonczona,
a poniewaz M(N,,,) jest izomorficzna z podgrupa M(S;_12,), wiec tez jest re-
zydualnie skonczona. To oznacza, ze grupy klas odwzorowan posiadaja bardzo
duzo podgrup skonczonego indeksu. Warto dodaé, ze kazdej takiej podgrupie od-
powiada pewne nakrycie skoriczonego stopnia odpowiedniej przestrzeni moduli. Z
drugiej strony, A. J. Berrick, V. Gebhardt i L. Paris |8] wykazali, ze dla ¢ > 3
minimalny indeks wlasciwej podgrupy M(S, ) wynosi 2971(29 — 1). Doktadniej,
w |8] udowodniono, ze M(S,,,) zawiera jedyna z dokladnoscia do sprzezenia pod-
grupe indeksu m; = 2971(2% — 1), jedyna z dokladnoscia do sprzezenia podgrupe
indeksu m; = 297'(29 4 1), a wszystkie inne wlasciwe podgrupy M(S,,,) maja
indeks wiekszy od m; (co najmniej 5m jesli g > 4).

Dla g > 2 minimalny indeks wtasciwej podgrupy M(N,,) wynosi 2, a jesli
g > 7, to jedyna podgrupa M(N,,) indeksu 2 jest podgrupa generowana przez
wszystkie twisty Dehna, oznaczana przez T (N,,). Zalozmy, ze g > 7, n € {0,1}
i przyjmijmy h = [(g — 1)/2]. Niech G oznacza grupe M(N,,,) lub T(N,,). W
[P9, Theorem 1.1| wykazalem, ze G zawiera jedyna z dokladnoscia do sprzezenia
podgrupe indeksu m; = 2"71(2" — 1), jedyna z dokladnoscia do sprzezenia pod-
grupe indeksu m; = 2"71(2" + 1), a wszystkie inne wlasciwe podgrupy G maja
indeks wiekszy od m; (co najmniej 5m;, jesli h > 4). W szczeg6lnosci, minimalny
indeks wlasciwej podgrupy T (Ny.,) wynosi m, .

Dla 2 < g < 6, minimalny indeks wlasciwej podgrupy 7 (N,,) wynosi 2. Dla
g € {5,6} wykazalem [P9, Theorem 4.1, ze T(N,,) zawiera jedna podgrupe
indeksu 2, dwie podgrupy indeksu m, = 6 i jedna podgrupe indeksu m; = 10,
z doktadnoscia do sprzezenia, a wszystkie inne wlasciwe podgrupy 7 (N,,,) maja
indeks wiekszy niz 10. Poniewaz abelianizacja grupy T (Nio) jest izomorficzna
z 7L X Lo |76], kazda liczba calkowita dodatnia jest indeksem pewnej podgrupy
T (Nyp).
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3.4. Zanurzenia grupy warkoczy w grupy klas odwzorowan. |P7|

Gdy dwie dwustronne krzywe zamkniete zwyczajne «, § na powierzchni F' nie
przecinaja sig, to odpowiadajace im twisty Dehna komutuja: 7,73 = Ts7,; nato-
miast gdy « i 8 przecinaja w jednym punkcie, to twisty spetniaja w M(F') relacje
warkocza: T,T5T, = TsT, T3 (o ile kierunki twistow zgadzaja si¢ w punkcie prze-

ciecia). Tak wiec kazdemu tanicuchowi ay, s, ..., a,_1 dwustronnych krzywych
zamknietych zwyczajnych na F', gdzie o; No; = 0 dla |i — j| > 1 oraz «; przecina
;41 w jednym punkcie dlat =1,2,...,n—2, odpowiada homomorfizm z grupy B,

warkoczy o n pasmach do grupy klas odwzorowan M(F'). Taki homomorfizm jest
na ogol roznowartosciowy. Praca [P7| byla motywowana pytaniem B. Wajnryba
|87| o istnienie “niegeometrycznych” zanurzen B, — M(F'), przy ktorych obrazy
standardowych generatoréw B, nie sa twistami Dehna. W pracy |P7] udowodni-
lem, ze odwzorowanie standardowych generatorow B, na crosscap transpositions
u; (Rys. 3),i=1,...,g— 1, definiuje zanurzenie

Q: Bg — M(Ng,l).

W tej samej pracy uogo6lnitem twierdzenie Birman-Chillingwortha na powierzchnie
z brzegiem dowodzac, ze M(N,,,) jest izomorficzna z podgrupa M(Sy_1.2,), co
pozwolito zdefiniowa¢ zanurzenie

’QZ)Z Bg — M(Sg_lg)

przez podniesienie u; z Ny; do podwojnego nakrycia Sy_;2. Oba zanurzenia ¢ i
Y maja t¢ wlasnos¢, ze obrazy standardowych generatorow B, nie sg twistami
Dehna. Bodigheimer i Tillmann [11] wykazali, ze zanurzenie v indukuje od-
wzorowanie zerowe pomiedzy grupami homologii dodatniego stopnia, o ile rodzaj
powierzchni jest odpowiednio duzy w stosunku do stopnia homologii. Te sama
wlasno$¢ maja standardowe zanurzenia geometryczne oraz inne niegeometryczne
zanurzenia grupy warkoczy w grupe klas odwzorowan powierzchni orientowalnej
opisane w |[11], ale nie zanurzenie . Dla g > 710 < k < g/3 indukowany
homomorfizm ¢, : Hy(By; Zo) — Hp(M(Ny1); Zs) jest roznowartosciowy |11].

3.5. Twist Dehna jako komutator. [P5]

Podgrupe grupy G generowana przez wszystkie komutatory [a,b] = aba™'b7!,
a,b € G oznacza sie przez (G, G|. Dla z € [G, G| niech clg(x) oznacza najmniejsza
liczbe naturalng k taka, ze z jest iloczynem k komutatorow, a sclg(x) niech oznacza
granice

sclg(x) = lim el )
n— 00 n
Liczby cly(z) i sclg(x) nazywa si¢ odpowiednio dlugoscia komutatorowsa (com-
mutator length) i stabilng dlugoscia komutatorowa (stable commutator length)
elementu x w grupie G.

Zalozmy, ze S jest zamknieta powierzchnia orientowalng rodzaju g > 3. Grupa
klas odwzorowan M(S) jest doskonala, to znaczy [M(S), M(S)] = M(S) [73].
Niech « bedzie krzywa zamknieta zwyczajna na S, nieSciagalna do punktu, a T,
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niech oznacza twist Dehna wzgledem o. Wtedy clp(s) (7o) = 2 [59] i sclas)(Tn) >
189;_6 20, 54]. W szczegolnosci, ciag clas)(T2), n € Z jest nieograniczony. Rozsze-
rzona grupe klas odwzorowan M°(S) definiuje sie jako grupe klas izotopii wszyst-
kich homeomorfizmow S, rowniez tych odwracajacych orientacje. W pracy [P5]
udowodnitem, ze T jest rowne pojedynczemu komutatorowi elementow M°(S)
dla dowolnego n € Z. Zatem clpe(s)(1%) = 1, a stad sclae(s)(Tn) = 0.

Zalozmy, ze N jest zamknieta powierzchnig nieorientowalng rodzaju g > 7.
Wtedy [M(N),M(N)] = T(N) = [T(N),T(N)], gdzie T(N) jest podgrupa
M(N) indeksu 2 generowana przez wszystkie twisty Dehna [52]. W pracy [P5]
udowodnitem, ze clyn)(1%) = 1 dla dowolnej krzywej zamknigtej zwyczajnej
dwustronnej o na N i dowolnego n € Z, a przy dodatkowych zatozeniach o av i NV
takze clrny(T7) = 1.

3.6. Funkcja wzrostu i gesto$é elementéw pseudo-Anosova w grupie klas
odwzorowan plaszczyzny rzutowej z trzema nakluciami. |P§]

Grupa G z ustalonym zbiorem generujacym A moze by¢ wyposazona w metryke,
zwang metryka stow. W tej metryce, dtugoscia elementu = jest minimalna liczba
czynnikow, potrzebna do zapisania x w postaci iloczynu generatorow ze zbioru
A. Dla dowolnego podzbioru X grupy G definiuje sie szereg potegowy, ktorego
wspotezynniki a,, s réwne liczbom elementoéw zbioru X o dlugosci n. Szereg ten
nazywa sie szeregiem wzrostu, a funkcja, ktora on definiuje nazywa sie funkcja
wzrostu. Gestoscia zbioru X nazywamy granice

o 1B 0 X]
noo | B(n)
gdzie B(n) oznacza zbior elementow G dlugosci nie wiekszej niz n.

Niech N bedzie powierzchnia nieorientowalna ze skonczonym zbiorem P wyroz-
nionych punktow (naktué¢). Czysta grupe klas odwzorowan PM (N, P) definiujemy
jako grupe klas izotopii homeomorfizmoéw N zachowujacych kazdy punkt z P oraz
zachowujacych lokalna orientacje w kazdym punkcie z P. W pracy |P8| rozwazytem
grupe PM(N, P), gdzie (N, P) jest plaszczyzng rzutowa z trzema wyrdznionymi
punktami, wyposazong w metryke stow indukowang przez pewien ustalony zbior
generujacy. Obliczytem funkcje wzrostu dla zbiorow elementéw redukowalnych i
pseudo-Anosova. Okazalo sie, ze funkcje te sa wymierne. Udowodnilem tez, ze
zbior elementow pseudo-Anosova ma gesto$é¢ rowna 1.

Analogiczne wyniki uzyskano w [2| dla sfery z czterema nakluciami i w [81]
dla torusa. Opisane rezultaty stanowia czeSciowa odpowiedZ na pytanie 3.13 i
potwierdzenie hipotezy 3.15 z |22] w szczegolnym przypadku.

3.7. Inne prace pos$wiecone grupie klas odwzorowan powierzchni nie-
orientowalnej. [P1-P4,P13]

Praca [P1] zawiera wyniki uzyskane w mojej pracy magisterskiej, a prace [P2,
P3, P4] stanowia trzon mojego doktoratu, chociaz [P4] zostala opublikowana dwa
lata po moim doktoracie.
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Niech N, oznacza zamknie¢ta powierzchni¢ nieorientowalng rodzaju g > 3. W
|[P1] udowodnitem, ze grupa klas odwzorowan M (N,) jest generowana przez in-
wolucje. Jako wazne zastosowanie tego faktu, wykazalem jednospojnosé¢ prze-
strzeni moduli M(N,) powierzchni Kleina homeomorficznych z Ny, nasladujac do-
wod jednospéjnosci przestrzeni moduli powierzchni Riemanna podany przez Mac-
lachlana [64]. W [P2| udowodnitem, ze grupa M(N,, P), gdzie P jest skonczo-
nym zbiorem wyroznionych punktéw na N,, rowniez jest generowana przez in-
wolucje. W [P3| wykazatem, ze M(N,) jest generowana przez trzy elementy, a
takze jest generowana przez cztery inwolucje. Praca [P3| byla inspirowana ar-
tykutami 13, 50, 55, 84| zawierajacymi podobne wyniki dla grupy klas odwzo-
rowan powierzchni orientowalnej. W [P4| podalem algorytm rekurencyjnego wy-
znaczania prezentacji grupy klas odwzorowan M(N,,) wykorzystujacy jej dzia-
tanie na kompleksie krzywych. Algorytm ten zostal zastosowany w pracach [H1,
H5]. W [P4] wyznaczylem tez skonczone prezentacje grup M(N,,) dla (g,n) €
{(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(3,1)}. Dla tych powierzchni kompleks krzywych nie jest
jednospojny.

W pracy [P13], jak dotad nieopublikowanej, udowodnilismy wspoélnie z F. Ata-
lan, ze jesli N jest zamknieta powierzchnig nieorientowalng rodzaju g > 5 z dowol-
nym skoniczonym (by¢ moze pustym) zbiorem wyréznionych punktow P, to kazdy
automorfizm grupy M(N, P) jest wewnetrzny. Analogiczne twierdzenie dla grupy
klas odwzorowan powierzchni orientowalnej udowodnil Ivanov [44]. Pokazal on,
ze jesli S jest powierzchnia orientowalna rodzaju g > 3 ze zbiorem wyrédznionych
punktow P, to kazdy automorfizm M (S, P) jest indukowany przez homeomorfizm
S, niekoniecznie zachowujacy orientacje.

3.8. Topologiczna klasyfikacja dzialani grup skorczonych na zwartych po-
wierzchniach. |[P6, P11, P12, P14].

Przez dziatanie grupy G na powierzchni F' rozumiemy zanurzenie G w Homeo(F'),
a dwa takie dzialania nazywamy topologicznie rownowaznymi jezeli ich obrazy
sa sprzezone w Homeo(F'). Klasyfikacja dziatan grup skoriczonych na zwartych
powierzchniach, z doktadnoscia do topologicznej rownowaznosci, jest klasycznym
problemem, ktorego historia siega czasow Nielsena, a literatura po$wiecona tej te-
matyce jest bardzo obszerna, szczegblnie w przypadku powierzchni orientowanych.

W pracach [P6, P11, P12, P14] stosujemy metody kombinatorycznej teorii nie-
euklidesowych grup krystalograficznych, w skrocie NEC, czyli dyskretnych i ko-
zwartych podgrup grupy izometrii ptaszczyzny hiperbolicznej H, zapoczatkowane;j
przez Macbeatha [63]. Dzialanie skoriczonej grupy G na zwartej powierzchni F o
ujemnej charakterystyce FEulera moze by¢ zrealizowane jako dziatanie analityczne
lub dianalityczne wzgledem pewnej struktury powierzchni Riemanna lub Kleina
na F'. Oznacza to, ze takie dzialanie moze by¢ zadane przez gladki epimorfizm
0: A — G, gdzie A jest pewna grupa NEC, ktorego jadro rowniez jest grupa NEC,
beztorsyjna gdy F' jest powierzchnia zamknieta, lub nie zawierajaca zachowuja-
cych orientacje izometrii skonczonego rzedu gdy F' jest powierzchnia z brzegiem.
Rzecz w tym, ze topologia dziatania G jest zdeterminowana przez algebraiczne
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wlasnosci € i A. Tak wiec w badaniu dziatan grup skoriczonych mozna ograniczy¢
sie do algebry i kombinatoryki, zapominajac o aspektach analitycznych. W tym
jezyku, dwa dziatania grupy G na F' s topologicznie rownowazne wtedy i tylko
wtedy, gdy odpowiadajace im gladkie epimorfizmy 6;: A, — G, ¢ = 1,2 wpisuja
sie w diagram przemienny

AlL)G

(2) la JB

A 25 @

gdzie a i f sg pewnymi izomorfizmami. Aby rozstrzygnaé¢, czy dwa dane glad-
kie epimorfizmy A — G odpowiadaja topologicznie rownowaznym dziataniom,
potrzebujemy zatem zna¢ grupe automorfizméw grupy NEC A. W tym miejscu
wykorzystujemy bliski zwiazek grupy Out(A) automorfizmow zewnetrznych grupy
A i odpowiednio zdefiniowanej grupy klas odwzorowan M (H/A) orbifoldu H/A.
Znajac generatory grupy M(H/A) mozemy w latwy sposob otrzymac generatory
Out(A), a gdy rzad grupy G jest odpowiednio duzy w stosunku do rodzaju po-
wierzchni, to grupy M(H/A) i Out(A) sa skoniczone, co umozliwia efektywne ba-
danie topologicznej rownowaznosci dziatan opisanych przez gltadkie epimorfizmy.

Prace [P11, P12, P14] stanowia cykl poswiecony dziatlaniom skonczonych grup
cyklicznych duzego rzedu na zwartych powierzchniach. Pod koniec XIX w. Wi-
man [89] udowodnil, ze rzad zachowujacego orientacje automorfizmu powierzchni
Riemanna rodzaju g > 2 wynosi co najwyzej 49 + 2, a Harvey [33] wykazal, ze
ograniczenie to jest osiggalne dla wszystkich g > 2. Analogiczne wyniki doty-
czace maksymalnego rzedu periodycznego homeomorfizmu odwracajacego orienta-
cje oraz periodycznego homeomorfizmu powierzchni nieorientowalnej zostaly udo-
wodnione w pracach [17, 21, 88|. Naturalnym pytaniem jest, do jakiego stopnia
rzad periodycznego homeomorfizmu powierzchni determinuje jego klase sprzezo-
nosci. W przypadku zachowujacych orientacje homeomorfizméw S, wiadomo, ze
rzad determinuje klase sprzezonosci o ile ten rzad i rodzaj g sa odpowiednio duze
|4, 39]. W pracach [P11] i [P12| rozwazyliSmy analogiczny problem odpowied-
nio dla homeomorfizméw Ny, g > 3 i odwracajacych orientacje homeomorfizméw
Sy, g > 2. W pracy [P11] (odpowiednio [P12]|) obliczylismy liczby topologicznie
nieréwnowaznych dziatan grupy cyklicznej Z, na N, (odp. na S, zawierajacych
homeomorfizmy odwracajace orientacje), w zaleznosci od typu orbifoldu N,/Z,,
dlan > g—2 (odp. Sy4/Z,, dla n > 2g —2). W szczegolnosci udowodnilismy,
ze dziatania maksymalnego rzedu sa jedyne z doktadnoscia do topologicznej row-
nowaznosci, z wyjatkiem powierzchni nieorientowalnej parzystego rodzaju g, na
ktorej mamy dwa rozne typy topologiczne dziatan maksymalnego rzedu n = 2g.
Warto podkresli¢, ze chociaz w twierdzeniach sformutowanych w [P11, P12| podali-
smy tylko liczby dzialan duzego rzedu, to w dowodach wyznaczylismy odpowiada-
jace im gladkie epimorfizmy, a zatem otrzymali$my ich topologiczng klasyfikacje.
Praca [P14], bedaca w przygotowaniu, zawiera analogiczna klasyfikacje dziatan
na powierzchniach z brzegiem grup cyklicznych rzedu wiekszego niz p — 2, gdzie
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p jest algebraicznym rodzajem powierzchni. W szczegolnosci, sklasyfikowalismy
dziatania realizujace rozwiazania tak zwanych probleméw minimalnego rodzaju i
maksymalnego rzedu dla powierzchni z brzegiem, znalezione trzydziesci lat temu
w [18].

W pracy [P6] sklasyfikowaliSmy, z doktadnoscia do topologicznej rownowazno-
Sci, dzialania dowolnych grup skoriczonych rzedu co najmniej 6, na zwartych po-
wierzchniach z brzegiem rodzaju algebraicznego p dla 2 < p < 6. W przypadku
powierzchni orientowalnych bez brzegu, analogiczna topologiczna klasyfikacja zo-
stata przeprowadzona dla powierzchni rodzaju 2 i 3 przez Broughtona |15] oraz 4
przez Bogopolskiego [10] i Kimure [51]. W celu znalezienia wszystkich mozliwych
gtadkich epimorfizméw A — G dla danej grupy A, uzyliSmy tutaj programu kom-
puterowego MAGMA. Dla p = 5 i 6 otrzymaliSmy odpowiednio 273 i 216 topolo-
gicznie nierownowaznych dziatan. W [P6, Section 3| rozwazylismy takze dzialania
grup rzedu mniejszego niz 6, ale jest ich zbyt duzo, aby podaé¢ pelna klasyfikacje.
Zamiast tego, dla kazdej grupy rzedu co najwyzej 5 wyznaczyliSmy wszystkie typy
topologiczne powierzchni z brzegiem, dowolnego rodzaju, na ktorych taka grupa
dziata. Analogiczny wynik otrzymali$émy réwniez dla grup, ktorych rzad jest liczba
plerwsza.

Jak pisalem we wstepie, kazdej powierzchni Kleina odpowiada funktorialnie
pewna rzutowa krzywa algebraiczna rzeczywista, rozumiana zwykle jako krzywa
zespolona zdefiniowana przy pomocy réwnania rzeczywistego. Wobec tej odpo-
wiedniosci, wyniki otrzymane w pracach [P6, P11, P14| moga by¢ interpretowane
jako topologiczna klasyfikacja dziatan odpowiednich grup skonczonych na krzy-
wych rzeczywistych.

3.9. Miejsce osobliwe przestrzeni moduli nieorientowalnych powierzchni
Kleina. [P10]

Niech F' bedzie zamknieta powierzchnia o ujemnej charakterystyce Eulera. Prze-
strzen moduli 9M(F) powierzchni Riemanna lub Kleina homeomorficznych z F' jest
przestrzenig orbit wlasciwie nieciaglego dziatania grupy klas odwzorowan M(F')
na przestrzeni Teichmiillera Teich(F'). Poniewaz Teich(F') jest rozmaitoscia, ho-
meomorficzng z kula w przestrzeni euklidesowej, 9(F') ma strukture orbifoldu.
Punkty osobliwe 9(F') odpowiadaja powierzchniom Riemanna lub Kleina posia-
dajacym nietrywialne automorfizmy. Zbior wszystkich punktow osobliwych 9t(F)
nazywamy miejscem osobliwym (branch locus) i oznaczamy przez B(F).

Badanie miejsca osobliwego B(S,) przestrzeni moduli powierzchni Riemanna ro-
dzaju g > 2 jest klasycznym problemem, ktorego historia siega lat szes¢dziesigtych
ubiegtego stulecia. Obszerna literatura poswiecona tej tematyce zawiera serie prac
dotyczacych spojnosci B(S,). Ostateczny rezultat jest nastepujacy: B(S,) jest
spojnym podzbiorem M(S,) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € {3,4,7,13,17,19,59}
[5].

W pracy [P10| badamy miejsce osobliwe B(N,) przestrzeni moduli nieoriento-
walnych powierzchni Kleina bez brzegu rodzaju 3 < g < 5. Jako glowny wynik,
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udowodnilismy, ze B(N,) jest spojnym podzbiorem 9(N,) dlag =41 g = 5. Spoj-
no$¢ B(N3) byla znana wezesniej. Wynika ona z faktu, ze wszystkie powierzchnie
Kleina rodzaju 3 sa hipereliptyczne, a zatem posiadaja nietrywialne automorfizmy.
Podobnie jak w [5], nasz dowod spojnosci B(N,) opiera si¢ na dobrze znanej
stratyfikacji przestrzeni moduli, opisanej miedzy innymi w [14, 34]. Wzgledem tej
stratyfikacji, B(IV,) rozktada sie na sume pewnych spojnych podzbiorow IM(N,),
odpowiadajacych klasom topologicznej rownowaznosci dziatan grup skonczonych
na N,. W ten sposob badanie spojnosci B(N,) wiaze z tematyka opisana w pa-
ragrafie 3.8. Ten watek badawczy powinien by¢ kontynuowany, w celu znalezienia
wszystkich wartosci g, dla ktorych B(N,) jest spojnym podzbiorem I(N,).

4. PLANY BADAWCZE

Na zakonczenie autoreferatu przedstawie moje plany badawcze w szerszej per-
spektywie czasowej, koncentrujac sie na poczatkowych krokach w kazdym z pla-
nowanych watkow, co do ktorych mam juz do$¢ konkretne przemyslenia i plany.
W pierwszym rzedzie rozwijany bedzie nadal watek grupy klas odwzorowan po-
wierzchni nieorientowalnej, w kierunkach czesciowo nakreslonych przy omawianiu
moich dotychczasowych osiagnie¢ naukowych. Mysle tez o poszerzeniu obszaru ba-
dan o naturalne zastosowania, wymagajace réznorodnych umiejetnosci i narzedzi.
Wobec tego licze na udzial w realizacji poszczegodlnych watkow wspotpracownikow,
majac wstepng zgode wielu z nich. W pierwszym rzedzie bedzie to wspoltpraca w
ramach istniejacej grupy badawczej w moim macierzystym zaktadzie Algebry na
UG (przede wszystkim G. Gromadzki i M. Stukow). Program jest rowniez tak
pomyslany, aby znalazlo sie w nim miejsce dla przysztych doktorantéw, a jego
ostatecznym celem jest stworzenie zespolu badawczego zajmujacego sie kilkoma
szerokimi watkami badawczymi, u podstaw ktorych lezy znajomos¢ grup klas od-
wzorowan powierzchni.

4.1. Grupa Torelli powierzchni nieorientowalnej. Jedng w najwazniejszych
podgrup grupy klas odwzorowari powierzchni F' jest podgrupa Torelli Z(F') sktada-
jaca sie z klas izotopii homeomorfizmow indukujacych identycznosé na Hy(F,Z).
W przypadku powierzchni orientowalnej podstawowe twierdzenia i narzedzia stu-
zace do badania podgrupy Torelli pochodza od D. Johnsona [47, 48, 49]. O grupie
Torelli powierzchni nieorientowalnej wiadomo bardzo niewiele. Pierwszy znaczacy
wynik dotyczacy Z(N) uzyskali dopiero niedawno Hirose i Kobayashi [42| poda-
jac pewien zbior generujacy Z(N). Zbior ten jest jednak nieskonczony i jednym
z moich celow bedzie znalezienie skoriczonego zbioru generujacego Z(N) oraz roz-
winiecie teorii analogicznej do teorii Johnsona grupy Z(S). Jednym z pierwszych
zadan szczegotowych jest zdefiniowanie ;homomorfizmu Johnsona” dla Z(V), jako
krok w kierunku obliczenia abelianizacji tej grupy w dalszej perspektywie. Wydaje
sie ze do tego zadnia mozna podejs¢ w duchu pracy [H4|, wykorzystujac podwojne
nakrycie S;,_1 — N,. W zwiazku z tym, ze na mocy twierdzenia Gastesi [25], ktore
(notabene) mozna otrzymac jako wniosek z mojego Lematu 4.1 w [H4]|, Z(N,) jest
izomorficzna z podgrupa Z(S,_1), mozna obcia¢ homomorfizm Johnsona okreslony
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na Z(S,_1) do homomorfizmu Z(N,) — A3H(S,_1,7Z). Pojawiaja sie przy tym
naturalne pytania o obraz i generatory jadra powyzszego homomorfizmu. Podej-
miemy tez probe zdefiniowania homomorfizmu Johnsona dla Z(/N) bez odwotywa-
nia sie do powierzchni orientowalnej. Warto tutaj wspomnie¢, ze Hirose i Sato
[41] uzyli homomorfizmu Johnsona modulo 2, okreslonego na grupie I'y(NNV) klas
odwzorowan poziomu 2 powierzchni nieorientowalnej, do obliczenia abelianizacji
tej grupy, gdzie mam rowniez wlasne doswiadczenie z prac [H2, H3]. Na kwiecien
2016 roku zaplanowana jest moja tygodniowa wizyta na uniwersytecie w Tokio, z
inicjatywy profesora Nariya Kawazumi, catkowicie finansowana z jego srodkéw na
badania. Profesor Kawazumi jest wybitnym ekspertem w tematyce homomorfi-
zmu Johnsona i jestem przekonany, ze dyskusja z nim bedzie dla mnie inspirujaca.
Reasumujac, S. Hirose i N. Kawazumi sa tymi ekspertami, na ktorych wspotprace
w tym temacie licze.

4.2. Generatory torsyjne. Wiadomo, ze grupa klas odwzorowan zamknietej po-
wierzchni jest generowana przez elementy skonczonego rzedu. Waznag wlasnosé
takich elementow stanowi to, ze moga by¢ one reprezentowane przez konforemne
automorfizmy powierzchni Riemanna, dla odpowiednio dobranej struktury anali-
tycznej, co pozwala przy ich analizie stosowa¢ metody geometrii hiperbolicznej i
kombinatorycznej teorii grup, dzieki twierdzeniu Riemanna o uniformizacji. Jest
to niezwykle silna metoda, ktora pozwolita swego czasu C. Maclachlanowi wykaza¢
jednospojnosé przestrzeni moduli krzywych algebraicznych zespolonych [64], a mi
w moim magisterium |P1| uzyska¢ analogiczny wynik dla czysto urojonych krzy-
wych algebraicznych rzeczywistych (sa to krzywe zespolone posiadajace rownania
rzeczywiste ale nie posiadajace punkoéw R-wymiernych). W dziedzinie tej mam
takze sporo innych do$wiadczen z czasow mojego doktoratu. W pracy |P3| wyka-
zatem, ze dla g > 3 grupa M(N,) jest ona generowana przez cztery inwolucje, a
takze przez trzy elementy, z ktorych dwa maja nieskonczony rzad. Otwartym py-
taniem jest, czy jest ona generowana przez dwa elementy lub przez trzy inwolucje.
Inne pytanie, na ktore chciatbym odpowiedzie¢ jest nastepujace. Czy M(N,) jest
generowana przez elementy maksymalnego skoriczonego rzedu? Jedli tak, to jaka
jest najmniejsza liczba takich generatoréw? Powyzsze pytanie jest motywowane
twierdzeniem Korkmaza |55], ktory udowodnit, ze grupa M(S,) jest generowana
przez dwa elementy maksymalnego skoriczonego rzedu 4g + 2. Watek ten wpraw-
dzie nie jest dla mnie osobidcie wysoko priorytetowy, ale sadze, ze rozwiniecie
tego tematu stanowi¢ moze dobry material dla przysztego doktoranta przeze mnie
prowadzonego.

4.3. Kompleksy symplicjalne zwigzane z powierzchniami nieorientowal-
nymi. Na mocy stynnego twierdzenia Ivanova [44] grupa automorfizmoéw kom-
pleksu krzywych C(S) na powierzchni orientowalnej S jest izomorficzna z rozsze-
rzona grupa klas odwzorowan M°(S). Twierdzenie to zostalo uogélnione na roz-
maite inne kompleksy symplicjalne zwigzane z powierzchnia orientowalng, a ostat-
nio réowniez na przypadek powierzchni nieorientowalnej [2]. Ostatni wynik stanowi
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motywacje do badania automorfizmoéw i geometrycznych wtasnosci roznych kom-
pleksow, ktore mozna stowarzyszy¢ z powierzchnia nieorientowalng. Mam na my$li
przede wszystkim rozmaite naturalne podkompleksy kompleksu krzywych, takie
jak, na przyktad, kompleks krzywych rozdzielajacych, krzywych jednostronnych o
nieorientowalnym uzupelnieniu, krzywych reprezentujacych ustalona klase homo-
logii. To znowu, moim zdaniem, moze by¢ dobry material na przyszty doktorat
przeze mnie kierowany.

4.4. Rozmaito$ci tréjwymiarowe - dzialania grup skoiiczonych na ku-
lach z raczkami. Podjecie tematyki rozmaitosci trojwymiarowych jest dla mnie
naturalnym krokiem, biorac pod uwage role, jaka w tej teorii petnig powierzch-
nie i ich grupy klas odwzorowan (wystarczy tu wspomnie¢ rozktady Heegaarda,
czy tez rozktady ksiazkowe 3-rozmaitosci). W pierwszej kolejnosci zamierzam sie
skoncentrowaé na kulach z raczkami (handlebodies), przy czym bede rozwazal row-
niez nieorientowalne 3-rozmaitosci powstajace przez doklejenie do kuli skreconych
raczek (nonorientable handlebodies). Jednym z dilugoterminowych celow w tej
tematyce jest wypracowanie nowych metod konstruowania i klasyfikacji dziatan
grup skonczonych na kulach z raczkami. Jest to klasyczna tematyka o bogatej
literaturze, jesli chodzi o przypadek orientowalny. Zamierzam sprobowa¢ w niej
swoich sil, uwzgledniajac przypadek rozmaitosci nieorientowalnych, bazujac na
do$wiadczeniu nabytym podczas badania dzialan grup skoriczonych na powierzch-
niach (paragraf 3.8) i kontynuujac owocnag wspolprace z G. Gromadzkim. Przy
realizacji tego projektu licze rowniez na wspolprace M. Stukowa, ktory jest eks-
pertem w dziedzinie grup klas odwzorowan podobnie jak ja, a takze R. Hidalgo z
Chile, ktory jest znawca grup Schottky.

Naszym celem jest wypracowanie algebraicznego kryterium pozwalajacego roz-
strzyga¢ dwie rzeczy. Po pierwsze, czy dziatanie grupy skonczonej G na zamknietej
powierzchni F, zadane przez gladki epimorfizm (tak jak to opisalem w paragrafie
3.8) rozszerza sie do dziatania na kuli z raczkami, ktorej brzegiem jest F'7 Po dru-
gie, kiedy dwa rozne rozszerzenia tego samego dziatania sa topologiczne sprzezone?
Naszym pierwszym zadaniem, ktore traktujemy jako rodzaj poligonu do§wiadczal-
nego, bedzie klasyfikacja dzialan grup skonczonych na orientowalnych kulach z
raczkami niskiego rodzaju (2, 3, 4), z doktadnoscia do topologicznego sprzezenia.
Punktem wyjscia jest klasyfikacja z doktadnoscia do izomorfizmu, grup skoiiczo-
nych dzialajacych na takich kulach z raczkami znaleziona w [71], a takze wyniki
dotyczace topologicznej klasyfikacji dziatan grup skoniczonych na powierzchniach
orientowalnych rodzaju 2, 3 i 4 autorstwa Broughtona [15], Kimury [51] i Bogo-
polskiego [10], ktory wyrazit zainteresowanie udziatem w realizacji tego zadania.
Udzial O. Bogopolskiego, ktory jest wybitnym specjalista w dziedzinie kombinato-
rycznej teorii grup, jest wazny w kontescie naszych planéow rozszerzenia na przypa-
dek nieorientowalny klasycznej metody konstrukcji dziatan na kulach z raczkami
grupy podstawowej grafu grup, podanej przez D. McCullougha, A. Millera i B.
Zimmermanna w [71].
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4.5. Grupa klas odwzorowan kuli z nieorientowalnymi raczkami. Kolej-
nym celem natury globalnej jest zbadanie algebraicznych wtasnosci grupy klas od-
wzorowan kuli z nieorientowalnymi raczkami, ktorej brzegiem jest nieorientowalna
powierzchnia parzystego rodzaju. Przykladowe cele szczegdlowe to wyznaczenie
skonczonego ukladu generatorow tej grupy, a nastepnie skoriczonej prezentacji,
uzywajac metod podobnych do tych, ktore doprowadzity do analogicznych rezul-
tatow dla orientowalnych rozmaitosci [80, 85|, wykorzystujac doswiadczenie na-
byte podczas mojej pracy nad prezentacja grupy klas odwzorowan powierzchni.
Roéwniez w ramach tego watku planuje i licze na owocna wspolprace z S. Hirose,
zapoczatkowang podczas jego wizyty w Gdansku w czerwcu 2015. Temat jest, w
zasadzie, zupelnie nowy i sadze, ze i tu jest miejsce na udziat przysztego dokto-
ranta.
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