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1. Podstawowe informa
je

1.1. Imiona i nazwisko: Bªa»ej Jakub Szepietowski

1.2. Posiadane dyplomy i stopnie naukowe:

• dyplom magistra matematyki, Uniwersytet Gda«ski, Wydziaª Matematyki

i Fizyki, 2002;

• stopie« doktora matematyki na podstawie rozprawy �Generatory i rela
je

w grupie klas odwzorowa« powierz
hni nieorientowalnej�, promotor prof.

dr hab. Grzegorz Gromadzki, Uniwersytet Gda«ski, Wydziaª Matematyki,

Fizyki i Informatyki, 2006.

1.3. Doty
h
zasowe zatrudnienie w jednostka
h naukowy
h:

• 2002 - 2006 asystent w Instytu
ie Matematyki Uniwersytetu Gda«skiego;

• od 2006 adiunkt w Instytu
ie Matematyki Uniwersytetu Gda«skiego.

1.4. Osi¡gni�
ie naukowe wynikaj¡
e z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia

14 mar
a 2003 r. o stopnia
h naukowy
h i tytule naukowym oraz o

stopnia
h i tytule w zakresie sztuki: jednotematy
zny 
ykl 5 publika
ji pod

tytuªem

�Grupa klas odwzorowa« powierz
hni nieorientowalnej� .

Publika
je w
hodz¡
e w skªad ww. osi¡gni�
ia:

[H1℄ B. Szepietowski, A presentation for the mapping 
lass group of the 
losed

non-orientable surfa
e of genus 4, Journal of Pure and Applied Algebra 213

(2009), 2001�2016.

[H2℄ B. Szepietowski, Cross
ap slides and the level 2 mapping 
lass group of a

nonorientable surfa
e, Geometriae Dedi
ata 160 (2012), 169�183.

[H3℄ B. Szepietowski, A �nite generating set for the level 2 mapping 
lass group

of a nonorientable surfa
e, Kodai Mathemati
al Journal 36 (2013), 1�14.

[H4℄ B. Szepietowski, Low-dimensional linear representations of the mapping


lass group of a nonorientable surfa
e, Algebrai
 & Geometri
 Topology 14

(2014), 2445�2474.

[H5℄ L. Paris, B. Szepietowski, A presentation for the mapping 
lass group of a

nonorientable surfa
e, Bulletin de la So
iété Mathématique de Fran
e 143

(2015), 503�566.
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2. Omówienie osi¡gni�
ia naukowego

W poni»szym omówieniu, opró
z pra
 [H1-H5℄ 
ytowane s¡ równie» niektóre z

moi
h pozostaªy
h pra
 [P1-P13℄, który
h listy znajduj¡ si� w paragrafa
h 3.1 i

3.2. Spis pra
 inny
h autorów znajduje si� na ko«
u autoreferatu.

2.1. Wst�p.

Grup¡ klas odwzorowa« (ang. mapping 
lass group) zwartej spójnej powierz
hni

nieorientowalnej N , ozna
zan¡ przez M(N), nazywamy grup� klas izotopii home-

omor�zmów N równy
h identy
zno±
i na brzegu ∂N , o ile jest on niepusty:

M(N) = Homeo(N, ∂N)/Homeo0(N, ∂N).

Tutaj Homeo0(N, ∂N) ozna
za podgrup� Homeo(N, ∂N) skªadaj¡
¡ si� z home-

omor�zmów izotopijny
h z identy
zno±
i¡, a przez izotopi� rozumiemy homotopi�

H : N× [0, 1] → N tak¡, »e H(−, t) ∈ Homeo(N, ∂N) dla t ∈ [0, 1]. Grup� klas od-

wzorowa« zwartej spójnej powierz
hni orientowalnej S de�niuje si� analogi
znie,

jako grup� klas izotopii homeomor�zmów za
howuj¡
y
h orienta
j�:

M(S) = Homeo+(S, ∂S)/Homeo0(S, ∂S).

W przypadku gdy na powierz
hni wyró»niono sko«
zony zbiór punktów P , w po-

wy»szej de�ni
ji zakªada si�, »e homeomor�zmy permutuj¡ P , a grup� klas od-

wzorowa« ozna
za si� przez M(N,P ) lub M(S, P ).
Zwart¡ spójn¡ powierz
hni�, o której nie zakªadamy ani »e jest orientowalna, ani

»e jest nieorientowalna, b�dziemy ozna
za¢ przez F , a jej grup� klas odwzorowa«

przezM(F ) lubM(F, P ) w przypadku wyró»niony
h punktów. B�dziemy równie»

stosowa¢ ozna
zenia Ng,n, Sg,n, Fg,n dla powierz
hni rodzaju g o n skªadowy
h

spójno±
i brzegu, przy 
zym b�dziemy opusz
za¢ n, gdy n = 0. Tak wi�
 Ng,n

ozna
za powierz
hni� homeomor�
zn¡ z sum¡ spójn¡ g pªasz
zyzn rzutowy
h, z

której usuni�to wn�trza n parami rozª¡
zny
h dysków.

Grupa klas odwzorowa« odgrywa niezwykle wa»n¡ rol� w nisko-wymiarowej to-

pologii (w tym teorii rozmaito±
i wymiaru 3 i 4), a tak»e w teorii funk
ji zmiennej

zespolonej, geometrii algebrai
znej oraz geometry
znej teorii grup. Grupa ta 
ieszy

si� ogromnym zainteresowaniem wielu matematyków i jest przedmiotem intensyw-

ny
h bada« nieprzerwanie od ponad pi�¢dziesi�
iu lat. Pomimo tego, w
i¡» nie

brakuje zwi¡zany
h z ni¡ otwarty
h problemów.

Badanie grupy klas odwzorowa« zapo
z¡tkowali w lata
h dwudziesty
h ubie-

gªego stule
ia, niezale»nie od siebie, M. Dehn i J. Nielsen; jednak prawdziwie

dynami
zny rozwój tej teorii rozpo
z¡ª si� dopiero w lata
h sze±¢dziesi¡ty
h i byª

nap�dzany w nast�pny
h dziesi�
iole
ia
h przez przeªomowe pra
e taki
h matema-

tyków jak W. B. R. Li
korish, J. S. Birman, W. P. Thurston, J. L. Harer, N. V.

Ivanov, D. Johnson, B. Wajnryb. Twierdzenia i metody wypra
owane przez ty
h

autorów do dzisiaj stanowi¡ podstawowe narz�dzia badaw
ze w omawianej dzie-

dzinie. Co wi�
ej, niektóre z ty
h metod, sz
zególnie te po
hodz¡
e od Thurstona,

stosuje si� z powodzeniem do badania inny
h, pokrewny
h grup, przede wszystkim

warko
zy i automor�zmów grupy wolnej.
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Jednym z powodów du»ego zna
zenia grupy M(Sg) jest jej rola w konstruk
ji

przestrzeni moduli powierz
hni Riemanna, gdzie grupa ta dziaªa wªa±
iwie nie
i¡-

gle jako peªna grupa izometrii przestrzeni Tei
hmüllera Teich(Sg), za± przestrze«
orbit M(Sg) = Teich(Sg)/M(Sg) tego dziaªania jest wspomnian¡ przestrzeni¡ mo-

duli zwarty
h powierz
hni Riemanna rodzaju g (g ≥ 2), 
entralnym obiektem

teorii funk
ji zmiennej zespolonej oraz teorii krzywy
h algebrai
zny
h. Dopusz-


zaj¡
 antyholomor�
zne funk
je przej±
ia mi�dzy mapami otrzymuje si� poj�
ie

dianality
znej struktury powierz
hni Kleina na powierz
hni nieorientowalnej Ng.

Obiekty te rozpatrywane byªy ju» przez samego Kleina. W systematy
zny spo-

sób zostaªy opisane we wspóª
zesnej monogra�i [1℄, natomiast metodologia i
h

bada« zostaªa rozwini�ta w [18℄. Przestrze« moduli M(Ng) ty
h powierz
hni jest

znowu przestrzeni¡ orbit dziaªania grupy klas odwzorowa« M(Ng) na przestrzeni

Tei
hmüllera Teich(Ng).
Ka»da zwarta powierz
hnia Kleina jest przestrzeni¡ orbit S/〈σ〉 dla dokªadnie

jednej pary (S, σ), gdzie S jest powierz
hni¡ Riemanna, a σ : S → S jej symetri¡,


zyli antyholomor�
zn¡ inwolu
j¡. Przy dobrze znanej, funktorialnej, wzajemnie

jednozna
znej odpowiednio±
i pomi�dzy zwartymi powierz
hniami Riemanna, a

gªadkimi, nierozkªadalnymi krzywymi rzutowymi zespolonymi, symetry
zne po-

wierz
hnie odpowiadaj¡ krzywym, które posiadaj¡ równania rze
zywiste. Par�

(S, σ) nazywa si� zwykle rze
zywist¡ krzyw¡ algebrai
zn¡ [1℄.

Poniewa» Teich(F ) jest rozmaito±
i¡ (homeomor�
zn¡ z kul¡ w przestrzeni eu-

klidesowej), M(F ) ma struktur� orbifoldu, którego punkty osobliwe odpowia-

daj¡ przestrzeniom Riemanna lub Kleina posiadaj¡
ym nietrywialne automor�-

zmy. W grupie M(F ) zakodowana jest wi�kszo±¢ topologi
zny
h wªasno±
i prze-

strzeni M(F ) i na odwrót, niezmienniki takie jak homologie M(F ) s¡ zdeter-

minowane przez topologi� M(F ). Jako przykªady powy»szej zale»no±
i mo»na

przywoªa¢ dowody jednospójno±
i przestrzeni moduli powierz
hni Riemanna [64℄

i Kleina [P1℄, twierdzenie Harera [31℄ o stabilno±
i grup (ko)homologii M(S) i

M(S), 
zy te» twierdzenie Madsena-Weissa [65℄ dowodz¡
e hipotezy Mumforda o

stabilny
h grupa
h kohomologii M(S). Analogi
zne twierdzenia dla powierz
hni

nieorientowalny
h udowodniªa N. Wahl [82℄.

Drugim, po przestrzeni Tei
hmüllera, fundamentalnym obiektem, na którym

dziaªa grupaM(F ) jest kompleks krzywy
h C(F ) zde�niowany przez Harvey'a [35℄.
Jest to kompleks sympli
jalny, którego k-sympleksami s¡ klasy izotopii rodzin k+1
parami rozª¡
zny
h i parami nieizotopijny
h krzywy
h zamkni�ty
h zwy
zajny
h

na F . Kompleks ten odgrywa klu
zow¡ rol� w pra
a
h Harera [31, 32℄, Ivanova [43℄

i Wahl [82℄ doty
z¡
y
h (ko)homologii M(F ). Po udowodnieniu hiperboli
zno±
i

C(S) przez Masura i Minsky'ego [66℄, badanie grupy klas odwzorowa« nabraªo no-

wej dynamiki. W naszym nieorientowalnym przypadku hiperboli
zno±¢ kompleksu

krzywy
h C(N) zostaªa udowodniona przez Bestvin� i Fujiwar� [7℄ u»ywaj¡
 pra
y

Bowdit
ha [12℄, a tak»e, inna metod¡, przez Masura i S
hleimera [67℄. W pra-


a
h [H1, H5℄ u»yli±my dziaªania M(N) na kompleksie krzywy
h do wyzna
zenia

sko«
zonej prezenta
ji tej grupy.
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Pierwsze pra
e po±wi�
one w 
aªo±
i grupie klas odwzorowa« powierz
hni nie-

orientowalnej, autorstwa Li
korisha [61, 62℄, Chillingwortha [19℄ oraz Birman i

Chillingwortha [9℄, powstaªy jesz
ze w lata
h sze±¢dziesi¡ty
h ubiegªego wieku. W


i¡gu nast�pny
h trzydziestu lat miaª miejs
e pewien zastój, zako«
zony pra
ami

Korkmaza [52, 53℄ i od tego momentu tematyka grup klas odwzorowa« powierz
hni

nieorientowalny
h 
ieszy si� stale rosn¡
ym zainteresowaniem.

Ka»da powierz
hnia nieorientowalna N dopusz
za nakry
ie stopnia dwa po-

wierz
hni¡ orientowaln¡ S. Na mo
y twierdzenia Birman-Chillingwortha [9℄, grupa

M(N) jest izomor�
zna z podgrup¡ niesko«
zonego indeksu grupy M(S), skªa-
daj¡
¡ si� z elementów przemienny
h z inwolu
j¡ nakrywaj¡
¡. Ta zale»no±¢ po-

woduje, »e niektóre wªasno±
i M(S) automaty
znie przenosz¡ si� na M(N) - na
przykªad wszelkiego rodzaju wªasno±
i rezydualne. Z drugiej strony, niesko«
zo-

no±¢ indeksu jest powa»n¡ przeszkod¡ w problema
h taki
h jak, na przykªad, znale-

zienie sko«
zonej prezenta
ji. Tak wi�
 
ho
ia» twierdzenie Birman-Chillingwortha

jest bardzo wa»ne, to jednak jego u»yte
zno±¢ jest ograni
zona. Ponadto, wiele

rezultatów doty
z¡
y
h M(S) w fundamentalny sposób wykorzystuje orientowal-

no±¢. Tym samym prosta adapta
ja do przypadku powierz
hni nieorientowalnej

nie jest mo»liwa i wymaga ona nowy
h pomysªów.

Wiele wa»ny
h twierdze« o M(S) do
zekaªo si� swoi
h odpowiedników dla po-

wierz
hni nieorientowalnej, jak wspomniane wy»ej twierdzenia Harera, Madsena-

Weissa i Masura-Minsky'ego, 
zy te» nie mniej sªynne twierdzenie Ivanova [46℄ o

automor�zma
h C(S), przeniesione ostatnio na powierz
hnie nieorientowalne przez
Atalan i Korkmaza [3℄. Do niedawna, jednym z gªówny
h wyj¡tków od powy»-

szej reguªy byªo twierdzenie Wajnryba [83, 86℄ podaj¡
e prost¡ prezenta
j� grupy

M(S) za pomo
¡ generatorów i rela
ji. Brak takiej prezenta
ji dla grupy M(F )
zostaª uzupeªniony w pra
y [H5℄, 
o uwa»am za swoje najwa»niejsze osi¡gni�
ie.

Na zako«
zenie tego wst�pu przedstawi� krótko moje gªówne wyniki uzyskane

w pra
a
h [H1-H5℄, w kolejno±
i i
h wa»no±
i wedªug mojej o
eny.

• Pra
e [H1, H5℄ po±wi�
one s¡ problemowi wyzna
zenia sko«
zonej pre-

zenta
ji dla grup M(Ng,n). W [H1℄ wyzna
zyªem tak¡ prezenta
j� dla

(g, n) = (4, 0), a w [H5℄, wspólnie z L. Parisem dla n ∈ {0, 1} i dowol-

nego g takiego, »e g + n > 3. W problemie wyzna
zania prezenta
ji grup

M(Ng,n) najbardziej istotny jest przypadek n = 0, poniewa» za
zynaj¡


od prezenta
ji M(Ng,0) mo»na induk
yjnie obli
zy¢ prezenta
j� M(Ng,n)
dla dowolnego n metod¡ opart¡ na 
i¡gu dokªadnym Birman, jak w pra
y

[60℄ w przypadku powierz
hni orientowalny
h.

• W pra
y [H4℄ opisaªem wszystkie nietrywialne homomor�zmy M(Ng) →
GL(m,C) dla g ≥ 5 i m ≤ g−1. W ten sposób rozszerzyªem, na przypadek

powierz
hni nieorientowalnej, wyniki uzyskane niedawno przez J. Franksa,

M. Handela i M. Korkmaza i uzupeªniªem opis reprezenta
ji liniowy
h ni-

skiego wymiaru grup klas odwzorowa« powierz
hni. Pra
a [H4℄ stanowi

istotny wkªad do tego opisu, poniewa» dla powierz
hni nieorientowalny
h

sytua
ja jest bardziej skomplikowana ni» dla powierz
hni orientowalny
h.
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Jako zastosowanie, wykazaªem, »e dla h < g i g ≥ 5 dowolny nietrywialny

homomor�zm M(Ng) → M(Nh) ma obraz izomor�
zny z Z2 lub Z2 × Z2,

przy 
zym ten drugi przypadek jest mo»liwy tylko dla g ∈ {5, 6}.

• Pra
e [H2, H3℄ po±wi�
one s¡ grupie klas odwzorowa« poziomu 2, ozna-


zanej przez Γ2(Ng) i zde�niowanej jako podgrupa M(Ng) skªadaj¡
a si�

z klas izotopii homeomor�zmów indukuj¡
y
h identy
zno±¢ na H1(Ng,Z2).
W [H2℄ wykazaªem, »e Γ2(Ng) jest generowana przez tak zwane Y-homeo-

morfizmy zde�niowane przez Li
korisha w 1963 r., a tak»e jest generowana

przez inwolu
je (elementy rz�du 2). W [H3℄ znalazªem sko«
zony zbiór

generuj¡
y t¡ grup�.

W dalszej 
z�±
i autoreferatu opisze powy»sze wyniki bardziej sz
zegóªowo, na

tle rezultatów inny
h autorów.

2.2. Prezenta
ja za pomo
¡ generatorów i rela
ji. [H1, H5℄

M
Cool [70℄ podaª pierwszy algorytm wyzna
zenia sko«
zonej prezenta
ji grupy

M(Sg,1). Jego podej±
ie byªo 
zysto algebrai
zne i za pomo
¡ tego algorytmu

nie uzyskano jawnej prezenta
ji. W przeªomowej pra
y [37℄ Hat
her i Thurston

podali algorytm obli
zenia sko«
zonej prezenta
ji tej grupy oparty na jej dziaªa-

niu na pewnym jednospójnym 2-wymiarowym CW-kompleksie. Za pomo
¡ tego

algorytmu, Harer [30℄ wyzna
zyª sko«
zon¡, ale bardzo skomplikowan¡ prezenta-


j� M(Sg,1) dla dowolnego g. Ta prezenta
ja zostaªa nast�pnie uprosz
zona przez

Wajnryba [83, 86℄, który równie» znalazª prezenta
j� M(Sg,0). U»ywaj¡
 rezultatu
Wajnryba, Matsumoto [68℄ podaª inne prezenta
je M(Sg,1) i M(Sg,0), a Gervais

[26℄ wyzna
zyª prezenta
j� M(Sg,n) dla dowolny
h g ≥ 1 i n. Labruère i Paris [60℄
znale¹li sko«
zon¡ prezenta
j� M(Sg,n, P ) dla dowolny
h g ≥ 1, n i P . Benvenuti
[6℄ i Hirose [38℄ pokazali niezale»nie, jak mo»na otrzyma¢ prezenta
j� Gervais u»y-

waj¡
 dziaªania M(Sg,n) na kompleksie krzywy
h Harvey'a, zamiast kompleksu

Hat
hera-Thurstona.

Je±li 
hodzi o prezenta
je M(Ng,n), to przed pra
ami [H1, H5℄ byªy one znane

tylko dla kilku powierz
hni nieorientowalny
h rodzaju g ≤ 3, w tym M(N2,0) ∼=
Z2 × Z2 [61℄ i M(N3,0) ∼= GL(2,Z) [9, 27℄. U»ywaj¡
 wyników Li
korisha [61, 62℄

Chillingworth [19℄ podaª sko«
zony zbiór generuj¡
y M(Ng,0) dla dowolnego g ≥
3. Ten wynik zostaª uogólniony na powierz
hnie nieorientowalne z wyró»nionymi

punktami [53℄ i z brzegiem [77℄.

W 
elu sformuªowania gªównego wyniku pra
 [H1, H5℄ ustalmy model powierz
hni

nieorientowalnej. Dla Ng,1 (odpowiednio Ng,0) b�dzie to 2-wymiarowy dysk (odp.

sfera), z którego wy
i�to wn�trza g parami rozª¡
zny
h dysków, a nast�pnie uto»-

samiono punkty antypody
zne na ka»dej z powstaªy
h skªadowy
h brzegu, lub

równowa»nie: wklejono wst�gi Möbiusa w miejs
a usuni�ty
h dysków. Na Ry-

sunku 1 wn�trza usuni�ty
h dysków s¡ za
ieniowane i ponumerowane od 1 do g.
Dla dowolnego niepustego podzbioru I ⊆ {1, 2, . . . , g} nie
h γI ozna
za krzyw¡

zamkni�t¡ zwy
zajn¡ na N przedstawion¡ na Rysunku 1. Zauwa»my, »e taka

krzywa jest jednostronna je±li I ma nieparzyst¡ li
zb� elementów, a w prze
iwnym
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1

. . .

i1

. . .

i2

. . .

. . .

ik

. . .

g

Rysunek 1. Krzywa γI dla I = {i1, i2, . . . , ik}.

γ

δ

Tγ

−→

Rysunek 2. Twist Dehna wzgl�dem dwustronnej krzywej γ.

wypadku - dwustronna. Z ka»d¡ dwustronn¡ krzyw¡ zamkni�t¡ zwy
zajn¡ γ na N
mo»na stowarzyszy¢ twist Dehna wzgl�dem γ, 
zyli klas� izotopii homeomor�zmu

zde�niowanego nast�puj¡
o. Wybieramy zorientowane domkni�te oto
zenie regu-

larne A ⊂ N krzywej γ, które uto»samiamy ze standardowym wal
em S1 × [0, 1].
Twist Dehna Tγ jest równy identy
zno±
i poza A, natomiast jego dziaªanie na A
jest takie, jak na Rysunku 2: od
inek δ jest przeksztaª
any w spiralny ªuk, zgodnie

ze wzorem

Tγ(x) =

{

x dla x /∈ A

(e2iπ(θ+r), r) dla x = (e2iπθ, r) ∈ A = S1 × [0, 1].

Dla I ⊆ {1, 2, . . . , g} o parzystej li
zbie elementów ozna
zamy przez TI twist

Dehna wzgl�dem γI w kierunku ozna
zonym strzaªkami na Rysunku 1. Przyjmijmy

te» ozna
zenia:

ai = T{i,i+1} dla i = 1, 2, . . . , g − 1;
bj = T{1,2,...,2j+2} dla 1 ≤ j ≤ (g − 2)/2.

Dla i = 1, 2, . . . , g− 1 de�niujemy homeomor�zm ui zamieniaj¡
y miejs
ami dwie

kolejne wst�gi Möbiusa jak na Rysunku 3 i równy identy
zno±
i na zewn¡trz bu-

telki Kleina z brzegiem zawieraj¡
ej te wst�gi. Klas� izotopii ui ozna
zamy tym

samym symbolem i nazywamy 
ross
ap transposition. Jeste±my ju» gotowi do

sformuªowania gªówny
h wyników pra
y [H5℄.

Twierdzenie 1 (Paris-Szepietowski [H5, Theorem 3.5℄). Dla g ≥ 3 grupa M(Ng,1)
posiada prezenta
j� o generatora
h ui, ai dla 1 ≤ i ≤ g−1, bj dla 0 ≤ j ≤ (g−2)/2
i rela
ja
h:

(A1) aiaj = ajai dla |i− j| > 1,
(A2) aiai+1ai = ai+1aiai+1 dla 1 ≤ i ≤ g − 2,
(A3) aib1 = b1ai dla i 6= 4 je±li g ≥ 4,
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i i+ 1

ui−→

Rysunek 3. Cross
ap transposition ui.

a1 a2
a3 a4

b1

a5 a6

b2 bρ−1

ag−1
a1 a2

a3 a4

b1

a5 a6

b2

ag−2
ag−1

bρ−1 bρ

Rysunek 4. Krzywe na orientowalnej podpowierz
hni rodzaju ρ =
⌊g−1

2
⌋ de�niuj¡
e generatory ai, bj .

(A4) b1a4b1 = a4b1a4 je±li g ≥ 5,
(A5) (a2a3a4b1)

10 = (a1a2a3a4b1)
6

je±li g ≥ 5,
(A6) (a2a3a4a5a6b1)

12 = (a1a2a3a4a5a6b1)
9

je±li g ≥ 7,
(A7) b0 = a1,
(A8) bi+1 = (bi−1a2ia2i+1a2i+2a2i+3bi)

5(bi−1a2ia2i+1a2i+2a2i+3)
−6

dla 2 ≤ 2i ≤ g − 4,
(A9) b g−2

2

ag−5 = ag−5b g−2

2

je±li g jest parzyste i g > 6,

(A10) b2b1 = b1b2 je±li g = 6.

(B1) uiuj = ujui dla |i− j| > 1,
(B2) uiui+1ui = ui+1uiui+1 dla i = 1, . . . , g − 2.

(C1) a1ui = uia1 dla i = 3, . . . , g − 1,
(C2) aiui+1ui = ui+1uiai+1 dla i = 1, . . . , g − 2,
(C3) ai+1uiui+1 = uiui+1ai dla i = 1, . . . , g − 2,
(C4) a1u1a1 = u1,
(C5) u2a1a2u1 = a1a2,
(C6) (u3b1)

2 = (a1a2a3)
2(u1u2u3)

2
je±li g ≥ 4,

(C7) u5b1 = b1u5 je±li g ≥ 6,
(C8) a4u4(a4a3a2a1u1u2u3u4)b1 = b1a4u4 je±li g ≥ 5.

Twisty Dehna ai, bj s¡ zde�niowane przy pomo
y krzywy
h le»¡
y
h na orien-

towalnej podpowierz
hni homeomor�
znej z Sρ,r, gdzie r ∈ {1, 2} i g = 2ρ + r
(Rys. 4). Generatory te, wraz z rela
jami (A1-A10) stanowi¡ prezenta
j� grupy

M(Sρ,r) [H5, Theorem 3.1℄. Gdy g jest nieparzyste, to rela
ji (A9) i (A10) nie ma

i mo»na usun¡¢ z prezenta
ji generatory bj dla j = 0 i j > 1 oraz rela
je (A7, A8).

Pozostaªe generatory ai, i = 1, . . . , g − 1 i b1 wraz z rela
jami (A1-A6) stanowi¡

prezenta
j� M(Sρ,1) znalezion¡ przez Matsumoto [68℄. Gdy g jest parzyste, to
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tak samo mo»na wyrugowa¢ bj dla j 6= 1. Jednak wów
zas w rela
ja
h (A9, A10)

b g−2

2

musiaªoby by¢ zast¡pione przez odpowiednie wyra»enie w generatora
h ai i

b1. Znalezienie takiego jawnego wyra»enia zna
znie upro±
iªoby nasz¡ prezenta
j�.

Generatory ui, i = 1, . . . , g − 1 wraz z rela
jami (B1, B2) tworz¡ dobrze znan¡

prezenta
j� grupy warko
zy Bg. Tak wi�
 Twierdzenie 1 mówi, »e M(Ng,1) jest

izomor�
zna z grup¡ ilorazow¡ powstaj¡
¡ przez podzielenie produktu wolnego

M(Sρ,r) ∗ Bg przez rela
je (C1-C8). Aby otrzyma¢ prezenta
j� M(Ng,0) nale»y

doda¢ jesz
ze trzy rela
je.

Twierdzenie 2 (Paris-Szepietowski [H5, Theorem 3.6℄). Dla g ≥ 4 grupa M(Ng,0)
jest izomor�
zna z grup¡ ilorazow¡ powstaj¡
¡ przez podzielenie M(Ng,1), o pre-

zenta
ji danej w Twierdzeniu 1, przez rela
je:

(B3) (u1u2 · · ·ug−1)
g = 1,

(B4) (u1u2 · · ·ug−2)
g−1 = 1.

(D) a1(a2a3 · · · ag−1ug−1 · · ·u3u2)a1 = a2a3 · · · ag−1ug−1 · · ·u3u2.

Przyjmuj¡
 g = 4 w Twierdzeniu 2 otrzymujemy prezenta
j� grupy M(N4,0)
ró»ni¡
¡ si� od tej podanej w [H1, Theorem 2.1℄. W [H5, Se
tion 4℄ pokazali±my, »e

te prezenta
je s¡ równowa»ne, wykonuj¡
 w ten sposób krok bazowy induk
yjnego

dowodu Twierdzenia 2. Tak wi�
 mo»na powiedzie¢, »e pra
a [H1℄ zawiera 
z�±¢

dowodu Twierdzenia 2.

Dowody Twierdze« 1 i 2 s¡ induk
yjne wzgl�dem rodzaju g, przy 
zym Twier-

dzenie 1 dowodzimy przy zaªo»eniu, »e prawdziwe jest Twierdzenie 2. Dowód

Twierdzenia 2 wykorzystuje twierdzenie K.S. Browna [16℄ umo»liwiaj¡
e wyli
ze-

nie sko«
zonej prezenta
ji grupy, która dziaªa na jednospójnym CW-kompleksie

X permutuj¡
 jego komórki, przy zaªo»eniu, »e:

• stabilizator ka»dego wierz
hoªka X ma sko«
zon¡ prezenta
j�;

• stabilizator ka»dej kraw�dzi X jest sko«
zenie generowany;

• li
zba orbit komórek wymiaru ≤ 2 jest sko«
zona.

Twierdzenie Browna stosujemy do dziaªania M(N), gdzie N = Ng,0, g ≥ 4, na
uporz¡dkowanym kompleksie krzywy
h Cord(N), zde�niowanym w [6℄ podobnie

do kompleksu krzywy
h Harvey'a. Dwie uporz¡dkowane k-krotki parami rozª¡
z-

ny
h i nieizotopijny
h krzywy
h zamkni�ty
h zwy
zajny
h na N , (γ1, γ2, . . . , γk)
i (γ′1, γ

′
2, . . . , γ

′
k), s¡ równowa»ne, je±li γi i γ

′
i s¡ izotopijne (jako niezorientowane

krzywe) dla i = 1, . . . , k. Klasy równowa»no±
i taki
h k-krotek s¡ (k − 1)-sym-

pleksami kompleksu Cord(N). Uzyskanie prezenta
ji M(N) u»ywaj¡
 dziaªania

tej grupy na Cord(N) wymaga obli
zenia prezenta
ji stabilizatorów wierz
hoªków,

wybieraj¡
 po jednym reprezentan
ie z ka»dej orbity wierz
hoªków. Stabilizator

StabM(N)[γ] wierz
hoªka [γ] jest bardzo bliski grupie klas odwzorowa« powierz
hni

Nγ powstaj¡
ej przez roz
i�
ie N wzdªu» krzywej γ. Dzi�ki temu, ªatwo obli
zy¢

prezenta
j� StabM(N)[γ] znaj¡
 prezenta
j� M(Nγ), która z kolei mo»e by¢ obli-


zona rekuren
yjnie, poniewa» Nγ ma ni»szy rodzaj ni» N . Sytua
j� komplikuje

nie
o fakt, »e Nγ ma niepusty brzeg, w prze
iwie«stwie do N .
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Wpra
y [P4℄ zaproponowaªem algorytm wyzna
zania prezenta
jiM(N), oparty
na powy»szym twierdzeniu Browna. Prezenta
ja b�d¡
a jego wynikiem jest sko«-


zona, ale olbrzymia; zawiera obli
zane rekuren
yjnie prezenta
je stabilizatorów

wierz
hoªków kompleksu Cord(N) oraz wiele rela
ji zwi¡zany
h z sympleksami wy-

miaru 1 i 2. Aby otrzyma¢ jawn¡ prezenta
j� M(N) o rozs¡dnej li
zbie gene-

ratorów i rela
ji trzeba ten algorytm stosowa¢ w subtelny sposób, dbaj¡
 o to,

»eby prezenta
je otrzymywane w kroka
h po±redni
h nie byªy zbyt du»e. W pra
y

[H1℄ udaªo si� to zrobi¢ dla g = 4, a ostate
zny 
el, to zna
zy jawna prezenta
ja

M(Ng) dla dowolnego g, zostaª osi¡gni�ty w pra
y [H5℄. Dzi�ki temu, »e przypa-

dek g = 4 zostaª rozpatrzony we w
ze±niejszej pra
y [H1℄, w [H5℄ mogli±my u»y¢

przeªomowego pomysªu polegaj¡
ego na zast¡pieniu kompleksu Cord(N) jego pod-

kompleksem zbudowanym tylko z krzywy
h nierozdzielaj¡
y
h, który jest jedno-

spójny dla g ≥ 5. W przypadku g ≥ 7 u»yli±my jesz
ze mniejszego podkompleksu,


o zna
z¡
o zmniejszyªo prezenta
j� wynikaj¡
¡ z twierdzenia Browna.

Wy
hodz¡
 od prezenta
jiM(Ng,0)mo»na induk
yjnie obli
zy¢ prezenta
j� grupy

M(Ng,n, P ) dla dowolny
h n i P metod¡ opart¡ na 
i¡gu dokªadnym Birman, jak w

pra
y [60℄ w przypadku powierz
hni orientowalny
h. Znalezienie takiej prezenta
ji

w ogólnym przypadku jest 
iekawym wyzwaniem badaw
zym.

Z prezenta
ji podany
h w Twierdzenia
h 1 i 2 mo»na dosy¢ ªatwo wyrugowa¢

generatory ui dla i > 1. Zrobiª to Stukow [78℄ otrzymuj¡
 w ten sposób prezenta-


je M(Ng,1) i M(Ng,0) z mniejsz¡ li
zb¡ generatorów i rela
ji, a przy i
h pomo
y

obli
zyª pierwsz¡ grup� homologii M(Ng,n) o wspóª
zynnika
h w H1(Ng,n;Z) dla
n ≤ 1 [79℄. Niedawno w repozytorium arXiv pojawiª si� 
iekawy preprint Omori

[72℄, zawieraj¡
y niesko«
zone prezenta
je grup M(Ng,1) i M(Ng,0) z bardzo pro-

stymi rela
jami. Generatorami w ty
h prezenta
ja
h s¡ wszystkie twisty Dehna

oraz wszystkie Y-homeomor�zmy (nazywane równie» 
ross
ap slides, o który
h

pisz� poni»ej w paragra�e 2.4). Dowód gªównego wyniku pra
y [72℄ korzysta z

prezenta
ji Stukowa [78℄, a wi�
 po±rednio równie» z Twierdze« 1 i 2.

Warto doda¢, »e nie jest mo»liwa prezenta
ja M(Ng,n), w której wszystkie ge-

neratory byªyby twistami Dehna. Istotnie, podgrupa M(Ng,n) generowana przez

wszystkie twisty Dehna ma indeks 2 [62, 76℄.

2.3. Reprezenta
je liniowe i inne homomor�zmy. [H4℄

Dziaªanie grupy M(Sg,n) na H1(Sg,Z) za
howuje algebrai
zny indeks prze
i�
ia,
który jest form¡ symplekty
zn¡. Indukowany surjektywny homomor�zm

Φ: M(Sg,n) → Sp(2g,Z),

nazywany standardow¡ reprezenta
j¡ symplekty
zn¡, jest jednym z wa»niejszy
h

narz�dzi do badania grupy klas odwzorowa« powierz
hni orientowalnej. W ostat-

ni
h lata
h J. Franks, M. Handel i M. Korkmaz [23, 57, 58℄ udowodnili, »e dla

g ≥ 3 najmniejszym stopniem nietrywialnej reprezenta
ji M(Sg,n) → GL(m,C)
jest m = 2g, a standardowa reprezenta
ja symplekty
zna jest jedyn¡, z dokªadno-

±
i¡ do sprz�»enia w C, zespolon¡ reprezenta
j¡ M(Sg,n) wymiaru 2g. W pra
y
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[H4℄ udowodniªem analogi
zne twierdzenia dla grupy klas odwzorowa« powierz
hni

nieorientowalnej.

Mówimy, »e dwa homomor�zmy f1, f2 z grupy G do H s¡ sprz�»one, je±li istnieje

takie y ∈ H , »e f1(x) = yf2(x)y
−1

dla ka»dego x ∈ G. Obraz homomor�zmu f
ozna
zamy przez Im(f).
Ustalmy podwójne nakry
ie P : Sg−1 → Ng. Na mo
y twierdzenia Birman i Chil-

lingwortha [9℄ M(Ng) jest izomor�
zna z podgrup¡ M(Sg−1) zªo»on¡ z za
howu-

j¡
y
h orienta
j� podniesie« homeomor�zmów Ng. St¡d mamy dziaªanie M(Ng)
na H1(Sg−1,Z). Ozna
zmy przez Kg jadro homomor�zmu P∗ : H1(Sg−1,Z) →
H1(Ng,Z)/Z2 indukowanego przez nakry
ie P , gdzie Z2 ozna
za podgrup� tor-

syjn¡ H1(Ng,Z). Grupa Kg jest niezmienni
za wzgl�dem dziaªania M(Ng) na

H1(Sg−1,Z). Ponadto, Kg i H1(Sg−1,Z)/Kg s¡ wolnymi Z-moduªami rangi g − 1,
a zatem otrzymujemy dwie reprezenta
je M(Ng) stopnia g − 1

Ψ1 : M(Ng) → GL(Kg), Ψ2 : M(Ng) → GL(H1(Sg−1,Z)/Kg),

które, po ustaleniu baz, traktujemy jako homomor�zmy w GL(g − 1,C). S¡ one

niesprz�»one, 
ho
ia» kerΨ1 = kerΨ2 [H4, Lemma 4.1℄. Pierwszy rezultat pra
y

[H4℄ mówi, »e g−1 jest najmniejszym stopniem nietrywialnej (nieabelowej) repre-

zenta
ji M(Ng).

Twierdzenie 3 (Szepietowski [H4, Theorem 1.3℄). Nie
h n ≤ 1, g ≥ 5, m ≤ g−2 i
zaªó»my, »e f : M(Ng,n) → GL(m,C) jest nietrywialnym homomor�zmem. Wtedy

Im(f) jest izomor�
zne z Z2 lub Z2 × Z2, przy 
zym drugi przypadek jest mo»liwy

tylko dla g = 5 lub 6.

Powy»szy rezultat zostaª w
ze±niej udowodniony przez Korkmaza [57℄ przy do-

datkowym zaªo»eniu, »e m ≤ g − 3 je±li g jest parzyste. Nowo±¢ Twierdzenia 3

polega na tym, »e obejmuje ono równie» przypadek m = g − 2 dla parzystego g.
Jako zastosowanie Twierdzenia 3 udowodniªem nast�puj¡
y rezultat, który stanowi

rozwi¡zanie Problemu 3.3 z [56℄.

Twierdzenie 4 (Szepietowski [H4, Theorem 1.4℄). Zaªó»my, »e g ≥ 5, h < g i

f : M(Ng) → M(Nh) jest nietrywialnym homomor�zmem. Wtedy Im(f) jest jak
w Twierdzeniu 3.

Analogi
zne twierdzenie dla grup klas odwzorowa« zamkni�ty
h powierz
hni

orientowalny
h udowodnili Harvey i Korkmaz [36℄. Zarówno Twierdzenie 3 jak i 4

nie za
hodz¡ dla g = 4, poniewa» pokazaªem, »e istnieje homomor�zm z M(N4)
do M(N3) ∼= GL(2,Z), którego obraz jest niesko«
zon¡ grup¡ diedraln¡ [H4, Co-

rollary 6.2℄. Do skonstruowania takiego homomor�zmu u»yªem prezenta
ji grupy

M(N4) z pra
 [H1, H5℄.
Zaªó»my, »e g ≥ 7. Wtedy abelianiza
ja M(Ng) jest izomor�
zna z Z2 [52℄.

Ozna
zamy przez ab: M(Ng) → Z2 kanoni
zne rzutowanie i dla i = 1, 2 de�niu-

jemy Ψ′
i : M(Ng) → GL(g−1,C) wzorem Ψ′

i(x) = (−1)ab(x)Ψi(x) dla x ∈ M(Ng).
Kolejny rezultat pra
y [H4℄ jest nast�puj¡
y.
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Twierdzenie 5 (Szepietowski [H4, Theorem 1.5℄). Nie
h g ≥ 7, g 6= 8 i zaªó»my,

»e f : M(Ng) → GL(g − 1,C) jest nietrywialnym homomor�zmem. Wtedy albo

Im(f) ∼= Z2, albo f jest sprz�»ony z jednym z homomor�zmów Ψ1, Ψ
′
1, Ψ2, Ψ

′
2.

Dla g = 8 udowodniªem analogi
zne twierdzenie [H4, Theorem 1.6℄. W tym

przypadku mamy dodatkowy homomor�zm M(N8) → GL(7,C) wynikaj¡
y z

faktu, »e istnieje epimor�zm z M(N8) na Sp(6,Z2), a ostatnia grupa ma nie-

przywiedln¡ reprezenta
j� w GL(7,C).

2.4. Grupa klas odwzorowa« poziomu 2. [H2, H3℄

Skªadaj¡
 standardow¡ reprezenta
j� symplekty
zn¡ grupy M(Sg) z homomor-

�zmem reduk
ji modulo m, dla pewnej li
zby naturalnej m ≥ 2, otrzymujemy

surjektywn¡ reprezenta
j� M(Sg) → Sp(2g,Zm), której j¡dro ozna
zamy przez

Γm(Sg) i nazywamy grup¡ klas odwzorowa« poziomu m powierz
hni Sg. Grupa

Γm(Sg) mo»e by¢ równie» opisana jako grupa klas izotopii homeomor�zmów Sg

dziaªaj¡
y
h trywialnie na H1(Sg,Zm). Podsumowuj¡
, mamy krótki 
i¡g do-

kªadny

1 → Γm(Sg) → M(Sg) → Sp(2g,Zm) → 1.

Grupy Γm(Sg) byªy intensywnie badane, mi�dzy innymi przez Haina [29℄ i Ivanowa

[45℄, a z nowszy
h rezultatów warto wspomnie¢ obli
zenie i
h abelianiza
ji [74, 75℄.

W przypadku powierz
hni nieorientowalnej Ng, algebrai
zny indeks prze
i�
ia

na H1(Ng,Z) jest zde�niowany jedynie modulo 2. Z tego powodu bardzo natural-

nie jest rozwa»a¢ dziaªanie M(Ng) na H1(Ng,Z2) i jego j¡dro Γ2(Ng). Grup�

automor�zmów H1(Ng,Z2) za
howuj¡
y
h algebrai
zny indeks prze
i�
ia ozna-


zamy, za Korkmazem [52℄, przez Iso(H1(Ng,Z2)). Wybieraj¡
 standardow¡ baz�

H1(Ng,Z2) otrzymujemy izomor�zm

Iso(H1(Ng,Z2)) ∼= {A ∈ GL(g,Z2) | AA
t = I}.

M
Carthy i Pinkall [69℄ oraz Gadgil i Pan
holi [24℄ wykazali, »e odwzorowanie

M(Ng) → Iso(H1(Ng,Z2)) jest surjek
j¡. Mamy zatem krótki 
i¡g dokªadny

1 → Γ2(Ng) → M(Ng) → Iso(H1(Ng,Z2)) → 1.

Pra
e [H2, H3℄ po±wi�
one s¡ grupie Γ2(Ng). Do sformuªowania zawarty
h w ni
h

wyników potrzebne jest poj�
ie Y-homeomor�zmu.

W odró»nieniu odM(Sg), grupaM(Ng) nie jest generowana przez twisty Dehna.
Udowodniª to Li
korish [61℄, który podaª pierwszy przykªad elementu M(Ng),
który nie jest ilo
zynem twistów. Jest to Y-homeomor�zm, nazywany tak»e 
ros-

s
ap slide. Zaªó»my, »e g ≥ 2 i α i β s¡ dwiema krzywymi zamkni�tymi zwy-


zajnymi na Ng, prze
inaj¡
ymi si� transwersalnie w jednym punk
ie, gdzie α jest

jednostronna, a β dwustronna. Nie
h K ⊂ Ng b�dzie oto
zeniem regularnym

α∪ β, homeomor�
znym z butelk¡ Kleina z brzegiem. Ozna
zmy przez M wst�g�

Möbiusa b�d¡
¡ oto
zeniem regularnym krzywej α. Y-homeomor�zm Yα,β mo»e

by¢ opisany jako efekt prze
i¡gni�
ia M jeden raz wzdªu» krzywej β, za
howuj¡

przy tym ka»dy punkt na brzegu K (Rys.5).
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α
K

β

Yα,β

Rysunek 5. Y-homeomor�zm lub 
ross
ap slide.

Li
korish wykazaª, »e dla g ≥ 2 grupa M(Ng) jest generowana przez twisty

Dehna i jeden Y-homeomor�zm, a podgrupa generowana przez wszystkie twisty

ma indeks 2 [61, 62℄. Ozna
zmy przez Y(Ng) podgrup� M(Ng) generowan¡ przez

wszystkie Y-homeomor�zmy. Jak ªatwo sprawdzi¢, ka»dy Y-homeomor�zm in-

dukuje identy
zno±¢ na H1(Ng,Z2), a zatem Y(Ng) ⊆ Γ2(Ng). W pra
y [H2℄

wykazaªem, »e za
hodzi równo±¢ Y(Ng) = Γ2(Ng).

Twierdzenie 6 (Szepietowski [H2, Theorem 5.5℄). Nie
h g ≥ 2. Element f ∈
M(Ng) indukuje identy
zno±¢ na H1(Ng,Z2) wtedy i tylko wtedy gdy f jest ilo
zy-

nem Y-homeomor�zmów.

W sz
zególno±
i, Y(Ng) jest wªa±
iw¡ podgrup¡ M(Ng) sko«
zonego indeksu.

Dla I, J ⊆ {1, 2, . . . , g} ozna
zmy YγI ,γJ przez YI;J , gdzie γI , γJ s¡ krzywymi z Ry-

sunku 1, zakªadaj¡
, »e krzywe te speªniaj¡ zaªo»enia de�ni
ji Y-homeomor�zmu.

Wykazaªem, »e Y(Ng) jest domkni�
iem normalnym w M(Ng) jednego Y-homeo-

mor�zmu Y{1};{1,2} [H2, Lemma 3.6℄, który jest ilo
zynem dwó
h inwolu
ji nale»¡-


y
h do Y(Ng). W ten sposób udowodniªem nast�puj¡
e twierdzenie.

Twierdzenie 7 (Szepietowski [H2, Theorem 3.7 i Corollary 5.7℄). Dla g ≥ 2 grupa

Γ2(Ng) jest generowana przez inwolu
je.

Z ostatniego twierdzenia wynika, »e abelianiza
ja grupy Γ2(Ng) jest Z2-moduªem.

Poniewa» M(Ng) jest sko«
zenie generowana, Γ2(Ng) równie» jest sko«
zenie

generowana, jako podgrupa sko«
zonego indeksu. Wobe
 tego, naturalnym pro-

blemem jest znalezienie sko«
zonego zbioru generuj¡
ego dla Γ2(Ng). Problem ten

rozwi¡zaªem w pra
y [H3℄, której gªówny wynik jest nast�puj¡
y.

Twierdzenie 8 (Szepietowski [H3, Theorem 3.2℄). Dla g ≥ 3, grupa Γ2(Ng) jest
generowana przez nast�puj¡
e elementy:

(1) Y{i};{i,j} dla i ∈ {1, 2, . . . , g − 1}, j ∈ {1, 2, . . . , g}, i 6= j;
(2) Y{i,j,k};{i,j,k,l} dla i < j < k < l, je±li g ≥ 4.

Dla uzupeªnienia dodajmy, »e Γ2(N1) = M(N1) = {1} i Γ2(N2) ∼= Z2.

W Twierdzeniu 8, ka»dy generator Y{i,j,k};{i,j,k,l} typu (2) mo»e by¢ zast¡piony

przez T 2
{i,j,k,l}, gdzie T{i,j,k,l} jest twistem Dehna wzgl�dem γ{i,j,k,l} [H3, Remark

3.9℄. Zauwa»my, »e jest (g − 1)2 generatorów typu (1) i

(

g

4

)

generatorów typu (2).

W ostatniej 
z�±
i pra
y [H3℄ wykazaªem, »e li
zba generatorów Γ2(Ng) z Twier-

dzenia 8 jest minimalna dla g = 3 i 4. Dziaªanie M(N3) na H1(N3,Z) indukuje
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izomor�zm M(N3) → GL(2,Z), który przeprowadza Γ2(N3) na gªówn¡ podgrup¡

kongruen
yjn¡ poziomu 2 grupy GL(2,Z) [H3, Corollary 4.2℄. Nast�puj¡
e twier-

dzenie mówi, »e li
zba generatorów Γ2(N4) z Twierdzenia 8 jest równa randze

abelianiza
ji tej grupy, a wi�
 jest minimalna.

Twierdzenie 9 (Szepietowski [H3, Theorem 4.3℄). Grupa H1(Γ2(N4),Z) jest izo-
mor�
zna z Z10

2 .

Dowód Twierdzenia 9 wykorzystuje Twierdzenia 7 i 8, a tak»e prezenta
j� grupy

M(N4) z pra
y [H1℄. Dla g > 4 zbiór generuj¡
y Γ2(Ng) z Twierdzenia 8 nie

jest minimalny. Hirose i Sato [41℄ pokazali, »e zawiera on podzbiór mo
y

(

g+1
3

)

,

który równie» generuje Γ2(Ng), a nast�pnie udowodnili, »e H1(Γ2(Ng),Z) ma rang�

równ¡

(

g+1
3

)

, 
o stanowi uogólnienie powy»szego Twierdzenia 9. Do obli
zenia

abelianiza
ji Γ2(Ng) Hirose i Sato wykorzystali moje Twierdzenia 7 i 8.

Pra
a [H2℄ zawiera wa»n¡ konstruk
j� homomor�zmu 
ross
ap pushing map

ψ : π1(Ng−1, x0) → M(Ng),

gdzie Ng−1 powstaje przez wy
i�
ie z Ng wst�gi Möbiusa i zast¡pienie jej dyskiem

z wyró»nionym punktem x0. Gdy α ∈ π1(Ng−1, x0) jest klas¡ homotopii reprezen-

towan¡ przez krzyw¡ zwy
zajn¡, to ψ(α) jest albo Y-homeomor�zmem, gdy α jest

jednostronna, albo ilo
zynem dwó
h twistów, gdy α jest dwustronna. Pozwala to

na otrzymywanie w M(Ng) rela
ji posta
i

(1) ψ(αβ) = ψ(α)ψ(β),

gdzie po obu strona
h wyst�puj¡ Y-homeomor�zmy lub twisty, o ile α, β i αβ s¡

reprezentowane przez krzywe zwy
zajne (uwaga: tutaj ilo
zyn αβ w π1(Ng−1, x0)
ozna
za najpierw β, a potem α). W ten sposób uzyskano niektóre rela
je wyst�pu-

j¡
e w sko«
zony
h prezenta
ja
h grup M(Ng) i M(Ng,1) znaleziony
h w pra
a
h

[H5℄ i [78℄. Co wi�
ej, (1) jest jedn¡ z rela
ji de�niuj¡
y
h w niesko«
zonej pre-

zenta
ji Omori [72℄. Homomor�zm ψ jest podstawowym narz�dziem sªu»¡
ym

do badania Y-homeomor�zmów, wykorzystanym w pra
a
h [H2, H3℄, a tak»e w

pra
a
h inny
h autorów, mi�dzy innymi w [42℄ oraz we wspomniany
h powy»ej

pra
a
h [72, 78℄. S¡dz�, »e narz�dzie to ma du»y poten
jaª, poniewa» badanie

Y-homeomor�zmów jest wa»n¡ 
z�±
i¡ teorii grupy klas odwzorowa« powierz
hni

nieorientowalnej.

Grup� Γ2(Ng) mo»na widzie¢ jako pewne przybli»enie podgrupy Torelli I(Ng)
skªadaj¡
ej si� z elementów M(Ng) indukuj¡
y
h identy
zno±¢ na H1(Ng,Z). Z

jednej strony jest to przybli»enie bardzo niedokªadne, bo I(Ng) jest podgrup¡

Γ2(Ng) niesko«
zonego indeksu. Z drugiej strony jednak, sko«
zony zbiór gene-

ruj¡
y Γ2(Ng) wyst�puj¡
y w Twierdzeniu 8 i zredukowany w [41℄ stanowi jeden

ze skªadników wyj±
iowy
h dowodu gªównego twierdzenia pra
y [42℄, w której Hi-

rose i Kobayashi znale¹li pewien niesko«
zony zbiór generuj¡
y I(Ng). Wynik ten

jest analogi
zny do klasy
znego twierdzenie Powella [73℄ o generatora
h grupy To-

relli powierz
hni orientowalnej. Warto doda¢, »e do tej pory nie jest znany »aden

sko«
zony zbiór generuj¡
y I(Ng).



14

Twierdzenia 6 i 8 zostaªy tak»e wykorzystanie w dowodzie gªównego twierdzenia

pra
y [40℄, podaj¡
ego warunek konie
zny i wystar
zaj¡
y na to, »eby homeomor-

�zm powierz
hni nieorientowalnej, zanurzonej w pewien standardowy sposób w

4-wymiarowej sferze S4
, rozszerzaª si� do homeomor�zmu S4

.

3. Pozostaªe osi¡gni�
ia naukowo-badaw
ze

3.1. Pra
e przed uzyskaniem doktoratu:

[P1℄ B. Szepietowski, Mapping 
lass group of a non-orientable surfa
e and mo-

duli spa
e of Klein surfa
es, Comptes Rendus de l'A
ademie des S
ien
es,

Paris, Ser. I 335 (2002) 1053�1056.

[P2℄ B. Szepietowski, Involutions in mapping 
lass groups of non-orientable sur-

fa
es, Colle
tanea Mathemati
a 55, 3 (2004), 253�260.

[P3℄ B. Szepietowski, The mapping 
lass group of a nonorientable surfa
e is

generated by three elements and by four involutions, Geometriae Dedi
ata

117 (2006), 1�9.

[P4℄ B. Szepietowski, A presentation for the mapping 
lass group of a non-

orientable surfa
e from the a
tion on the 
omplex of 
urves, Osaka Journal

of Mathemati
s 45 (2008), 283�326.

3.2. Pra
e po uzyskaniu doktoratu:

[P5℄ B. Szepietowski, On the 
ommutator length of a Dehn twist, Comptes

Rendus Mathematuque 348 (2010), 923�926.

[P6℄ E. Bujalan
e, F. J. Cirre, M. D. E. Conder, B. Szepietowski, Finite group

a
tions on bordered surfa
es of small genus, Journal of Pure and Applied

Algebra 214 (2010), 2165�2185.

[P7℄ B. Szepietowski, Embedding the braid group in mapping 
lass groups, Pu-

bli
a
ions Matematiques 54 (2010), 359�368.

[P8℄ B. Szepietowski, Counting pseudo-Anosov elements in the mapping 
lass

group of the three-pun
tured proje
tive plane, Turkish Journal of Mathe-

mati
s 38 (2014) 524�534.

[P9℄ B. Szepietowski, On �nite index subgroups of the mapping 
lass group of

a nonorientable surfa
e, Glasnik Matemati£ki 49 (2014) 337�350.

[P10℄ E. Bujalan
e, J. J. Etayo, E. Martínez, B. Szepietowski, On the 
onne
ted-

ness of the bran
h lo
i of non-orientable unbordered Klein surfa
es of low

genus, Glasgow Mathemati
al Journal 57 (2015), 211�230.

[P11℄ G. Gromadzki, B. Szepietowski, On topologi
al type of periodi
 self-homeo-

morphisms of 
losed non-orientable surfa
es, Revista de la Real A
ademia

de Cien
ias Exa
tas, Físi
as y Naturales, Serie A, Matemáti
as, online �rst

2015, 18 pp. DOI: 10.1007/s13398-015-0234-6

[P12℄ G. Gromadzki, B. Szepietowski, X. Zhao, On 
lassi�
ation of 
y
li
 orient-

ation-reversing a
tions of big order on 
losed surfa
es, Journal of Pure and

Applied Algebra, 220 (2016), 465-481.
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[P13℄ F. Atalan, B. Szepietowski, Automorphisms of the mapping 
lass group

of a nonorientable surfa
e, preprint 2014, ArXiv:1403.2774. Zªo»one do

publika
ji.

W przygotowaniu:

[P14℄ G. Gromadzki, S. Hirose, B. Szepietowski, On topologi
al 
lassi�
ation of

�nite 
y
li
 a
tions on bordered surfa
es, preprint 2015.

Poni»ej opisz� najwa»niejsze wyniki powy»szy
h pra
, za
zynaj¡
 od ty
h po-

±wi�
ony
h ±
i±le grupom klas odwzorowa«. Nast�pnie omówi� pra
e doty
z¡
e

innej tematyki, gdzie we wspóªpra
y z innymi matematykami udaªo mi si� zasto-

sowa¢ moje do±wiad
zenia w badaniu grupy klas odwzorowa«. S¡ to 
ztery pra
e

doty
z¡
e topologi
znej klasy�ka
ji dziaªa« grup sko«
zony
h na powierz
hnia
h

[P6, P11, P12, P14℄ oraz jedna pra
a o spójno±
i miejs
a osobliwego przestrzeni

moduli nieorientowalny
h powierz
hni Kleina [P10℄.

3.3. Podgrupy sko«
zonego indeksu grupy klas odwzorowa« powierz
hni

nieorientowalnej. [P9℄

Na mo
y twierdzenia Grossman [28℄, grupa M(Sg,n) jest rezydualnie sko«
zona,
a poniewa» M(Ng,n) jest izomor�
zna z podgrup¡ M(Sg−1,2n), wi�
 te» jest re-

zydualnie sko«
zona. To ozna
za, »e grupy klas odwzorowa« posiadaj¡ bardzo

du»o podgrup sko«
zonego indeksu. Warto doda¢, »e ka»dej takiej podgrupie od-

powiada pewne nakry
ie sko«
zonego stopnia odpowiedniej przestrzeni moduli. Z

drugiej strony, A. J. Berri
k, V. Gebhardt i L. Paris [8℄ wykazali, »e dla g ≥ 3
minimalny indeks wªa±
iwej podgrupy M(Sg,n) wynosi 2

g−1(2g − 1). Dokªadniej,

w [8℄ udowodniono, »e M(Sg,n) zawiera jedyn¡ z dokªadno±
i¡ do sprz�»enia pod-

grup� indeksu m−
g = 2g−1(2g − 1), jedyn¡ z dokªadno±
i¡ do sprz�»enia podgrup�

indeksu m+
g = 2g−1(2g + 1), a wszystkie inne wªa±
iwe podgrupy M(Sg,n) maj¡

indeks wi�kszy od m+
g (
o najmniej 5m−

g je±li g ≥ 4).
Dla g ≥ 2 minimalny indeks wªa±
iwej podgrupy M(Ng,n) wynosi 2, a je±li

g ≥ 7, to jedyn¡ podgrup¡ M(Ng,n) indeksu 2 jest podgrupa generowana przez

wszystkie twisty Dehna, ozna
zana przez T (Ng,n). Zaªó»my, »e g ≥ 7, n ∈ {0, 1}
i przyjmijmy h = ⌊(g − 1)/2⌋. Nie
h G ozna
za grup� M(Ng,n) lub T (Ng,n). W

[P9, Theorem 1.1℄ wykazaªem, »e G zawiera jedyn¡ z dokªadno±
i¡ do sprz�»enia

podgrup� indeksu m−
h = 2h−1(2h − 1), jedyn¡ z dokªadno±
i¡ do sprz�»enia pod-

grup� indeksu m+
h = 2h−1(2h + 1), a wszystkie inne wªa±
iwe podgrupy G maj¡

indeks wi�kszy od m+
h (
o najmniej 5m−

h je±li h ≥ 4). W sz
zególno±
i, minimalny

indeks wªa±
iwej podgrupy T (Ng,n) wynosi m
−
h .

Dla 2 ≤ g ≤ 6, minimalny indeks wªa±
iwej podgrupy T (Ng,n) wynosi 2. Dla

g ∈ {5, 6} wykazaªem [P9, Theorem 4.1℄, »e T (Ng,n) zawiera jedn¡ podgrup�

indeksu 2, dwie podgrupy indeksu m−
2 = 6 i jedn¡ podgrup� indeksu m+

2 = 10,
z dokªadno±
i¡ do sprz�»enia, a wszystkie inne wªa±
iwe podgrupy T (Ng,n) maj¡

indeks wi�kszy ni» 10. Poniewa» abelianiza
ja grupy T (N4,0) jest izomor�
zna

z Z × Z2 [76℄, ka»da li
zba 
aªkowita dodatnia jest indeksem pewnej podgrupy

T (N4,n).
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3.4. Zanurzenia grupy warko
zy w grupy klas odwzorowa«. [P7℄

Gdy dwie dwustronne krzywe zamkni�te zwy
zajne α, β na powierz
hni F nie

prze
inaj¡ si�, to odpowiadaj¡
e im twisty Dehna komutuj¡: TαTβ = TβTα; nato-
miast gdy α i β prze
inaj¡ w jednym punk
ie, to twisty speªniaj¡ w M(F ) rela
j�
warko
za: TαTβTα = TβTαTβ (o ile kierunki twistów zgadzaj¡ si� w punk
ie prze-


i�
ia). Tak wi�
 ka»demu ªa«
u
howi α1, α2, . . . , αn−1 dwustronny
h krzywy
h

zamkni�ty
h zwy
zajny
h na F , gdzie αi ∩ αj = ∅ dla |i− j| > 1 oraz αi prze
ina

αi+1 w jednym punk
ie dla i = 1, 2, . . . , n−2, odpowiada homomor�zm z grupy Bn

warko
zy o n pasma
h do grupy klas odwzorowa« M(F ). Taki homomor�zm jest

na ogóª ró»nowarto±
iowy. Pra
a [P7℄ byªa motywowana pytaniem B. Wajnryba

[87℄ o istnienie �niegeometry
zny
h� zanurze« Bn → M(F ), przy który
h obrazy

standardowy
h generatorów Bn nie s¡ twistami Dehna. W pra
y [P7℄ udowodni-

ªem, »e odwzorowanie standardowy
h generatorów Bg na 
ross
ap transpositions

ui (Rys. 3), i = 1, . . . , g − 1, de�niuje zanurzenie

ϕ : Bg → M(Ng,1).

W tej samej pra
y uogólniªem twierdzenie Birman-Chillingwortha na powierz
hnie

z brzegiem dowodz¡
, »e M(Ng,n) jest izomor�
zna z podgrup¡ M(Sg−1,2n), 
o
pozwoliªo zde�niowa¢ zanurzenie

ψ : Bg → M(Sg−1,2)

przez podniesienie ui z Ng,1 do podwójnego nakry
ia Sg−1,2. Oba zanurzenia ϕ i

ψ maj¡ t� wªasno±¢, »e obrazy standardowy
h generatorów Bg nie s¡ twistami

Dehna. Bödigheimer i Tillmann [11℄ wykazali, »e zanurzenie ψ indukuje od-

wzorowanie zerowe pomi�dzy grupami homologii dodatniego stopnia, o ile rodzaj

powierz
hni jest odpowiednio du»y w stosunku do stopnia homologii. T� sam¡

wªasno±¢ maj¡ standardowe zanurzenia geometry
zne oraz inne niegeometry
zne

zanurzenia grupy warko
zy w grup� klas odwzorowa« powierz
hni orientowalnej

opisane w [11℄, ale nie zanurzenie ϕ. Dla g ≥ 7 i 0 < k ≤ g/3 indukowany

homomor�zm ϕ∗ : Hk(Bg;Z2) → Hk(M(Ng,1);Z2) jest ró»nowarto±
iowy [11℄.

3.5. Twist Dehna jako komutator. [P5℄

Podgrup� grupy G generowan¡ przez wszystkie komutatory [a, b] = aba−1b−1
,

a, b ∈ G ozna
za si� przez [G,G]. Dla x ∈ [G,G] nie
h clG(x) ozna
za najmniejsz¡

li
zb� naturaln¡ k tak¡, »e x jest ilo
zynem k komutatorów, a sclG(x) nie
h ozna
za

grani
�

sclG(x) = lim
n→∞

cl(xn)

n
.

Li
zby clg(x) i sclG(x) nazywa si� odpowiednio dªugo±
i¡ komutatorow¡ (
om-

mutator length) i stabiln¡ dªugo±
i¡ komutatorow¡ (stable 
ommutator length)

elementu x w grupie G.
Zaªó»my, »e S jest zamkni�t¡ powierz
hni¡ orientowaln¡ rodzaju g ≥ 3. Grupa

klas odwzorowa« M(S) jest doskonaªa, to zna
zy [M(S),M(S)] = M(S) [73℄.

Nie
h α b�dzie krzyw¡ zamkni�t¡ zwy
zajn¡ na S, nie±
i¡galn¡ do punktu, a Tα
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nie
h ozna
za twist Dehna wzgl�dem α. Wtedy clM(S)(Tα) = 2 [59℄ i sclM(S)(Tα) ≥
1

18g−6
[20, 54℄. W sz
zególno±
i, 
i¡g clM(S)(T

n
α ), n ∈ Z jest nieograni
zony. Rozsze-

rzon¡ grup� klas odwzorowa« M⋄(S) de�niuje si� jako grup� klas izotopii wszyst-

ki
h homeomor�zmów S, równie» ty
h odwra
aj¡
y
h orienta
j�. W pra
y [P5℄

udowodniªem, »e T n
α jest równe pojedyn
zemu komutatorowi elementów M⋄(S)

dla dowolnego n ∈ Z. Zatem clM⋄(S)(T
n
α ) = 1, a st¡d sclM⋄(S)(Tα) = 0.

Zaªó»my, »e N jest zamkni�t¡ powierz
hni¡ nieorientowaln¡ rodzaju g ≥ 7.
Wtedy [M(N),M(N)] = T (N) = [T (N), T (N)], gdzie T (N) jest podgrup¡

M(N) indeksu 2 generowan¡ przez wszystkie twisty Dehna [52℄. W pra
y [P5℄

udowodniªem, »e clM(N)(T
n
α ) = 1 dla dowolnej krzywej zamkni�tej zwy
zajnej

dwustronnej α na N i dowolnego n ∈ Z, a przy dodatkowy
h zaªo»enia
h o α i N
tak»e clT (N)(T

n
α ) = 1.

3.6. Funk
ja wzrostu i g�sto±¢ elementów pseudo-Anosova w grupie klas

odwzorowa« pªasz
zyzny rzutowej z trzema nakªu
iami. [P8℄

Grupa G z ustalonym zbiorem generuj¡
ym A mo»e by¢ wyposa»ona w metryk�,

zwan¡ metryk¡ sªów. W tej metry
e, dªugo±
i¡ elementu x jest minimalna li
zba


zynników, potrzebna do zapisania x w posta
i ilo
zynu generatorów ze zbioru

A. Dla dowolnego podzbioru X grupy G de�niuje si� szereg pot�gowy, którego

wspóª
zynniki an s¡ równe li
zbom elementów zbioru X o dªugo±
i n. Szereg ten

nazywa si� szeregiem wzrostu, a funk
ja, któr¡ on de�niuje nazywa si� funk
j¡

wzrostu. G�sto±
i¡ zbioru X nazywamy grani
�

lim
n→∞

|B(n) ∩X|

|B(n)|
,

gdzie B(n) ozna
za zbiór elementów G dªugo±
i nie wi�kszej ni» n.
Nie
h N b�dzie powierz
hni¡ nieorientowaln¡ ze sko«
zonym zbiorem P wyró»-

niony
h punktów (nakªu¢). Czyst¡ grup� klas odwzorowa« PM(N,P ) de�niujemy

jako grup� klas izotopii homeomor�zmów N za
howuj¡
y
h ka»dy punkt z P oraz

za
howuj¡
y
h lokaln¡ orienta
j� w ka»dym punk
ie z P . W pra
y [P8℄ rozwa»yªem

grup� PM(N,P ), gdzie (N,P ) jest pªasz
zyzn¡ rzutow¡ z trzema wyró»nionymi

punktami, wyposa»on¡ w metryk� sªów indukowan¡ przez pewien ustalony zbiór

generuj¡
y. Obli
zyªem funk
je wzrostu dla zbiorów elementów redukowalny
h i

pseudo-Anosova. Okazaªo si�, »e funk
je te s¡ wymierne. Udowodniªem te», »e

zbiór elementów pseudo-Anosova ma g�sto±¢ równ¡ 1.
Analogi
zne wyniki uzyskano w [2℄ dla sfery z 
zterema nakªu
iami i w [81℄

dla torusa. Opisane rezultaty stanowi¡ 
z�±
iow¡ odpowied¹ na pytanie 3.13 i

potwierdzenie hipotezy 3.15 z [22℄ w sz
zególnym przypadku.

3.7. Inne pra
e po±wi�
one grupie klas odwzorowa« powierz
hni nie-

orientowalnej. [P1-P4,P13℄

Pra
a [P1℄ zawiera wyniki uzyskane w mojej pra
y magisterskiej, a pra
e [P2,

P3, P4℄ stanowi¡ trzon mojego doktoratu, 
ho
ia» [P4℄ zostaªa opublikowana dwa

lata po moim doktora
ie.
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Nie
h Ng ozna
za zamkni�t¡ powierz
hni� nieorientowaln¡ rodzaju g ≥ 3. W

[P1℄ udowodniªem, »e grupa klas odwzorowa« M(Ng) jest generowana przez in-

wolu
je. Jako wa»ne zastosowanie tego faktu, wykazaªem jednospójno±¢ prze-

strzeni moduli M(Ng) powierz
hni Kleina homeomor�
zny
h z Ng, na±laduj¡
 do-

wód jednospójno±
i przestrzeni moduli powierz
hni Riemanna podany przez Ma
-

la
hlana [64℄. W [P2℄ udowodniªem, »e grupa M(Ng, P ), gdzie P jest sko«
zo-

nym zbiorem wyró»niony
h punktów na Ng, równie» jest generowana przez in-

wolu
je. W [P3℄ wykazaªem, »e M(Ng) jest generowana przez trzy elementy, a

tak»e jest generowana przez 
ztery inwolu
je. Pra
a [P3℄ byªa inspirowana ar-

tykuªami [13, 50, 55, 84℄ zawieraj¡
ymi podobne wyniki dla grupy klas odwzo-

rowa« powierz
hni orientowalnej. W [P4℄ podaªem algorytm rekuren
yjnego wy-

zna
zania prezenta
ji grupy klas odwzorowa« M(Ng,n) wykorzystuj¡
y jej dzia-

ªanie na kompleksie krzywy
h. Algorytm ten zostaª zastosowany w pra
a
h [H1,

H5℄. W [P4℄ wyzna
zyªem te» sko«
zone prezenta
je grup M(Ng,n) dla (g, n) ∈
{(1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (3, 1)}. Dla ty
h powierz
hni kompleks krzywy
h nie jest

jednospójny.

W pra
y [P13℄, jak dot¡d nieopublikowanej, udowodnili±my wspólnie z F. Ata-

lan, »e je±li N jest zamkni�t¡ powierz
hni¡ nieorientowaln¡ rodzaju g ≥ 5 z dowol-
nym sko«
zonym (by¢ mo»e pustym) zbiorem wyró»niony
h punktów P , to ka»dy

automor�zm grupy M(N,P ) jest wewn�trzny. Analogi
zne twierdzenie dla grupy

klas odwzorowa« powierz
hni orientowalnej udowodniª Ivanov [44℄. Pokazaª on,

»e je±li S jest powierz
hni¡ orientowaln¡ rodzaju g ≥ 3 ze zbiorem wyró»niony
h

punktów P , to ka»dy automor�zm M(S, P ) jest indukowany przez homeomor�zm

S, niekonie
znie za
howuj¡
y orienta
j�.

3.8. Topologi
zna klasy�ka
ja dziaªa« grup sko«
zony
h na zwarty
h po-

wierz
hnia
h. [P6, P11, P12, P14℄.

Przez dziaªanie grupyG na powierz
hni F rozumiemy zanurzenieG w Homeo(F ),
a dwa takie dziaªania nazywamy topologi
znie równowa»nymi je»eli i
h obrazy

s¡ sprz�»one w Homeo(F ). Klasy�ka
ja dziaªa« grup sko«
zony
h na zwarty
h

powierz
hnia
h, z dokªadno±
i¡ do topologi
znej równowa»no±
i, jest klasy
znym

problemem, którego historia si�ga 
zasów Nielsena, a literatura po±wi�
ona tej te-

maty
e jest bardzo obszerna, sz
zególnie w przypadku powierz
hni orientowany
h.

W pra
a
h [P6, P11, P12, P14℄ stosujemy metody kombinatory
znej teorii nie-

euklidesowy
h grup krystalogra�
zny
h, w skró
ie NEC, 
zyli dyskretny
h i ko-

zwarty
h podgrup grupy izometrii pªasz
zyzny hiperboli
znej H, zapo
z¡tkowanej

przez Ma
beatha [63℄. Dziaªanie sko«
zonej grupy G na zwartej powierz
hni F o

ujemnej 
harakterysty
e Eulera mo»e by¢ zrealizowane jako dziaªanie anality
zne

lub dianality
zne wzgl�dem pewnej struktury powierz
hni Riemanna lub Kleina

na F . Ozna
za to, »e takie dziaªanie mo»e by¢ zadane przez gªadki epimor�zm

θ : Λ → G, gdzie Λ jest pewn¡ grup¡ NEC, którego j¡dro równie» jest grup¡ NEC,

beztorsyjn¡ gdy F jest powierz
hni¡ zamkni�t¡, lub nie zawieraj¡
¡ za
howuj¡-


y
h orienta
j� izometrii sko«
zonego rz�du gdy F jest powierz
hni¡ z brzegiem.

Rze
z w tym, »e topologia dziaªania G jest zdeterminowana przez algebrai
zne
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wªasno±
i θ i Λ. Tak wi�
 w badaniu dziaªa« grup sko«
zony
h mo»na ograni
zy¢

si� do algebry i kombinatoryki, zapominaj¡
 o aspekta
h anality
zny
h. W tym

j�zyku, dwa dziaªania grupy G na F s¡ topologi
znie równowa»ne wtedy i tylko

wtedy, gdy odpowiadaj¡
e im gªadkie epimor�zmy θi : Λi → G, i = 1, 2 wpisuj¡

si� w diagram przemienny

(2)

Λ1
θ1−−−→ G





y

α





y

β

Λ2
θ2−−−→ G

gdzie α i β s¡ pewnymi izomor�zmami. Aby rozstrzygn¡¢, 
zy dwa dane gªad-

kie epimor�zmy Λ → G odpowiadaj¡ topologi
znie równowa»nym dziaªaniom,

potrzebujemy zatem zna¢ grup� automor�zmów grupy NEC Λ. W tym miejs
u

wykorzystujemy bliski zwi¡zek grupy Out(Λ) automor�zmów zewn�trzny
h grupy

Λ i odpowiednio zde�niowanej grupy klas odwzorowa« M(H/Λ) orbifoldu H/Λ.
Znaj¡
 generatory grupy M(H/Λ) mo»emy w ªatwy sposób otrzyma¢ generatory

Out(Λ), a gdy rz¡d grupy G jest odpowiednio du»y w stosunku do rodzaju po-

wierz
hni, to grupy M(H/Λ) i Out(Λ) s¡ sko«
zone, 
o umo»liwia efektywne ba-

danie topologi
znej równowa»no±
i dziaªa« opisany
h przez gªadkie epimor�zmy.

Pra
e [P11, P12, P14℄ stanowi¡ 
ykl po±wi�
ony dziaªaniom sko«
zony
h grup


ykli
zny
h du»ego rz�du na zwarty
h powierz
hnia
h. Pod konie
 XIX w. Wi-

man [89℄ udowodniª, »e rz¡d za
howuj¡
ego orienta
j� automor�zmu powierz
hni

Riemanna rodzaju g ≥ 2 wynosi 
o najwy»ej 4g + 2, a Harvey [33℄ wykazaª, »e

ograni
zenie to jest osi¡galne dla wszystki
h g ≥ 2. Analogi
zne wyniki doty-


z¡
e maksymalnego rz�du periody
znego homeomor�zmu odwra
aj¡
ego orienta-


j� oraz periody
znego homeomor�zmu powierz
hni nieorientowalnej zostaªy udo-

wodnione w pra
a
h [17, 21, 88℄. Naturalnym pytaniem jest, do jakiego stopnia

rz¡d periody
znego homeomor�zmu powierz
hni determinuje jego klas� sprz�»o-

no±
i. W przypadku za
howuj¡
y
h orienta
j� homeomor�zmów Sg wiadomo, »e

rz¡d determinuj� klas� sprz�»ono±
i o ile ten rz¡d i rodzaj g s¡ odpowiednio du»e

[4, 39℄. W pra
a
h [P11℄ i [P12℄ rozwa»yli±my analogi
zny problem odpowied-

nio dla homeomor�zmów Ng, g ≥ 3 i odwra
aj¡
y
h orienta
j� homeomor�zmów

Sg, g ≥ 2. W pra
y [P11℄ (odpowiednio [P12℄) obli
zyli±my li
zby topologi
znie

nierównowa»ny
h dziaªa« grupy 
ykli
znej Zn na Ng (odp. na Sg zawieraj¡
y
h

homeomor�zmy odwra
aj¡
e orienta
j�), w zale»no±
i od typu orbifoldu Ng/Zn,

dla n > g − 2 (odp. Sg/Zn, dla n > 2g − 2). W sz
zególno±
i udowodnili±my,

»e dziaªania maksymalnego rz�du s¡ jedyne z dokªadno±
i¡ do topologi
znej rów-

nowa»no±
i, z wyj¡tkiem powierz
hni nieorientowalnej parzystego rodzaju g, na
której mamy dwa ró»ne typy topologi
zne dziaªa« maksymalnego rz�du n = 2g.
Warto podkre±li¢, »e 
ho
ia» w twierdzenia
h sformuªowany
h w [P11, P12℄ podali-

±my tylko li
zby dziaªa« du»ego rz�du, to w dowoda
h wyzna
zyli±my odpowiada-

j¡
e im gªadkie epimor�zmy, a zatem otrzymali±my i
h topologi
zn¡ klasy�ka
j�.

Pra
a [P14℄, b�d¡
a w przygotowaniu, zawiera analogi
zn¡ klasy�ka
j� dziaªa«

na powierz
hnia
h z brzegiem grup 
ykli
zny
h rz�du wi�kszego ni» p − 2, gdzie
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p jest algebrai
znym rodzajem powierz
hni. W sz
zególno±
i, sklasy�kowali±my

dziaªania realizuj¡
e rozwi¡zania tak zwany
h problemów minimalnego rodzaju i

maksymalnego rz�du dla powierz
hni z brzegiem, znalezione trzydzie±
i lat temu

w [18℄.

W pra
y [P6℄ sklasy�kowali±my, z dokªadno±
i¡ do topologi
znej równowa»no-

±
i, dziaªania dowolny
h grup sko«
zony
h rz�du 
o najmniej 6, na zwarty
h po-

wierz
hnia
h z brzegiem rodzaju algebrai
znego p dla 2 ≤ p ≤ 6. W przypadku

powierz
hni orientowalny
h bez brzegu, analogi
zna topologi
zna klasy�ka
ja zo-

staªa przeprowadzona dla powierz
hni rodzaju 2 i 3 przez Broughtona [15℄ oraz 4
przez Bogopolskiego [10℄ i Kimur� [51℄. W 
elu znalezienia wszystki
h mo»liwy
h

gªadki
h epimor�zmów Λ → G dla danej grupy Λ, u»yli±my tutaj programu kom-

puterowego MAGMA. Dla p = 5 i 6 otrzymali±my odpowiednio 273 i 216 topolo-

gi
znie nierównowa»ny
h dziaªa«. W [P6, Se
tion 3℄ rozwa»yli±my tak»e dziaªania

grup rz�du mniejszego ni» 6, ale jest i
h zbyt du»o, aby poda¢ peªn¡ klasy�ka
j�.

Zamiast tego, dla ka»dej grupy rz�du 
o najwy»ej 5 wyzna
zyli±my wszystkie typy

topologi
zne powierz
hni z brzegiem, dowolnego rodzaju, na który
h taka grupa

dziaªa. Analogi
zny wynik otrzymali±my równie» dla grup, który
h rz¡d jest li
zb¡

pierwsz¡.

Jak pisaªem we wst�pie, ka»dej powierz
hni Kleina odpowiada funktorialnie

pewna rzutowa krzywa algebrai
zna rze
zywista, rozumiana zwykle jako krzywa

zespolona zde�niowana przy pomo
y równania rze
zywistego. Wobe
 tej odpo-

wiednio±
i, wyniki otrzymane w pra
a
h [P6, P11, P14℄ mog¡ by¢ interpretowane

jako topologi
zna klasy�ka
ja dziaªa« odpowiedni
h grup sko«
zony
h na krzy-

wy
h rze
zywisty
h.

3.9. Miejs
e osobliwe przestrzeni moduli nieorientowalny
h powierz
hni

Kleina. [P10℄

Nie
h F b�dzie zamkni�t¡ powierz
hni¡ o ujemnej 
harakterysty
e Eulera. Prze-

strze« moduliM(F ) powierz
hni Riemanna lub Kleina homeomor�
zny
h z F jest

przestrzeni¡ orbit wªa±
iwie nie
i¡gªego dziaªania grupy klas odwzorowa« M(F )
na przestrzeni Tei
hmüllera Teich(F ). Poniewa» Teich(F ) jest rozmaito±
i¡, ho-

meomor�
zn¡ z kul¡ w przestrzeni euklidesowej, M(F ) ma struktur� orbifoldu.

Punkty osobliwe M(F ) odpowiadaj¡ powierz
hniom Riemanna lub Kleina posia-

daj¡
ym nietrywialne automor�zmy. Zbiór wszystki
h punktów osobliwy
h M(F )
nazywamy miejs
em osobliwym (bran
h lo
us) i ozna
zamy przez B(F ).
Badanie miejs
a osobliwego B(Sg) przestrzeni moduli powierz
hni Riemanna ro-

dzaju g ≥ 2 jest klasy
znym problemem, którego historia si�ga lat sze±¢dziesi¡ty
h

ubiegªego stule
ia. Obszerna literatura po±wi�
ona tej tematy
e zawiera seri� pra


doty
z¡
y
h spójno±
i B(Sg). Ostate
zny rezultat jest nast�puj¡
y: B(Sg) jest

spójnym podzbiorem M(Sg) wtedy i tylko wtedy, gdy g ∈ {3, 4, 7, 13, 17, 19, 59}
[5℄.

W pra
y [P10℄ badamy miejs
e osobliwe B(Ng) przestrzeni moduli nieoriento-

walny
h powierz
hni Kleina bez brzegu rodzaju 3 ≤ g ≤ 5. Jako gªówny wynik,
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udowodnili±my, »e B(Ng) jest spójnym podzbioremM(Ng) dla g = 4 i g = 5. Spój-
no±¢ B(N3) byªa znana w
ze±niej. Wynika ona z faktu, »e wszystkie powierz
hnie

Kleina rodzaju 3 s¡ hiperelipty
zne, a zatem posiadaj¡ nietrywialne automor�zmy.

Podobnie jak w [5℄, nasz dowód spójno±
i B(Ng) opiera si� na dobrze znanej

straty�ka
ji przestrzeni moduli, opisanej mi�dzy innymi w [14, 34℄. Wzgl�dem tej

straty�ka
ji, B(Ng) rozkªada si� na sum� pewny
h spójny
h podzbiorów M(Ng),
odpowiadaj¡
y
h klasom topologi
znej równowa»no±
i dziaªa« grup sko«
zony
h

na Ng. W ten sposób badanie spójno±
i B(Ng) wi¡»e z tematyka opisan¡ w pa-

ragra�e 3.8. Ten w¡tek badaw
zy powinien by¢ kontynuowany, w 
elu znalezienia

wszystki
h warto±
i g, dla który
h B(Ng) jest spójnym podzbiorem M(Ng).

4. Plany badaw
ze

Na zako«
zenie autoreferatu przedstawi� moje plany badaw
ze w szerszej per-

spektywie 
zasowej, kon
entruj¡
 si� na po
z¡tkowy
h kroka
h w ka»dym z pla-

nowany
h w¡tków, 
o do który
h mam ju» do±¢ konkretne przemy±lenia i plany.

W pierwszym rz�dzie rozwijany b�dzie nadal w¡tek grupy klas odwzorowa« po-

wierz
hni nieorientowalnej, w kierunka
h 
z�±
iowo nakre±lony
h przy omawianiu

moi
h doty
h
zasowy
h osi¡gni�¢ naukowy
h. My±l� te» o poszerzeniu obszaru ba-

da« o naturalne zastosowania, wymagaj¡
e ró»norodny
h umiej�tno±
i i narz�dzi.

Wobe
 tego li
z� na udziaª w realiza
ji posz
zególny
h w¡tków wspóªpra
owników,

maj¡
 wst�pn¡ zgod� wielu z ni
h. W pierwszym rz�dzie b�dzie to wspóªpra
a w

rama
h istniej¡
ej grupy badaw
zej w moim ma
ierzystym zakªadzie Algebry na

UG (przede wszystkim G. Gromadzki i M. Stukow). Program jest równie» tak

pomy±lany, aby znalazªo si� w nim miejs
e dla przyszªy
h doktorantów, a jego

ostate
znym 
elem jest stworzenie zespoªu badaw
zego zajmuj¡
ego si� kilkoma

szerokimi w¡tkami badaw
zymi, u podstaw który
h le»y znajomo±¢ grup klas od-

wzorowa« powierz
hni.

4.1. Grupa Torelli powierz
hni nieorientowalnej. Jedn¡ w najwa»niejszy
h

podgrup grupy klas odwzorowa« powierz
hni F jest podgrupa Torelli I(F ) skªada-
j¡
a si� z klas izotopii homeomor�zmów indukuj¡
y
h identy
zno±¢ na H1(F,Z).
W przypadku powierz
hni orientowalnej podstawowe twierdzenia i narz�dzia sªu-

»¡
e do badania podgrupy Torelli po
hodz¡ od D. Johnsona [47, 48, 49℄. O grupie

Torelli powierz
hni nieorientowalnej wiadomo bardzo niewiele. Pierwszy zna
z¡
y

wynik doty
z¡
y I(N) uzyskali dopiero niedawno Hirose i Kobayashi [42℄ poda-

j¡
 pewien zbiór generuj¡
y I(N). Zbiór ten jest jednak niesko«
zony i jednym

z moi
h 
elów b�dzie znalezienie sko«
zonego zbioru generuj¡
ego I(N) oraz roz-
wini�
ie teorii analogi
znej do teorii Johnsona grupy I(S). Jednym z pierwszy
h

zada« sz
zegóªowy
h jest zde�niowanie �homomor�zmu Johnsona� dla I(N), jako
krok w kierunku obli
zenia abelianiza
ji tej grupy w dalszej perspektywie. Wydaje

si� »e do tego zadnia mo»na podej±¢ w du
hu pra
y [H4℄, wykorzystuj¡
 podwójne

nakry
ie Sg−1 → Ng. W zwi¡zku z tym, »e na mo
y twierdzenia Gastesi [25℄, które

(notabene) mo»na otrzyma¢ jako wniosek z mojego Lematu 4.1 w [H4℄, I(Ng) jest
izomor�
zna z podgrup¡ I(Sg−1), mo»na ob
i¡¢ homomor�zm Johnsona okre±lony
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na I(Sg−1) do homomor�zmu I(Ng) → ∧3H1(Sg−1,Z). Pojawiaj¡ si� przy tym

naturalne pytania o obraz i generatory j¡dra powy»szego homomor�zmu. Podej-

miemy te» prób� zde�niowania homomor�zmu Johnsona dla I(N) bez odwoªywa-
nia si� do powierz
hni orientowalnej. Warto tutaj wspomnie¢, »e Hirose i Sato

[41℄ u»yli homomor�zmu Johnsona modulo 2, okre±lonego na grupie Γ2(N) klas

odwzorowa« poziomu 2 powierz
hni nieorientowalnej, do obli
zenia abelianiza
ji

tej grupy, gdzie mam równie» wªasne do±wiad
zenie z pra
 [H2, H3℄. Na kwie
ie«

2016 roku zaplanowana jest moja tygodniowa wizyta na uniwersyte
ie w Tokio, z

ini
jatywy profesora Nariya Kawazumi, 
aªkowi
ie �nansowana z jego ±rodków na

badania. Profesor Kawazumi jest wybitnym ekspertem w tematy
e homomor�-

zmu Johnsona i jestem przekonany, »e dyskusja z nim b�dzie dla mnie inspiruj¡
a.

Reasumuj¡
, S. Hirose i N. Kawazumi s¡ tymi ekspertami, na który
h wspóªpra
�

w tym tema
ie li
z�.

4.2. Generatory torsyjne. Wiadomo, »e grupa klas odwzorowa« zamkni�tej po-

wierz
hni jest generowana przez elementy sko«
zonego rz�du. Wa»n¡ wªasno±¢

taki
h elementów stanowi to, »e mog¡ by¢ one reprezentowane przez konforemne

automor�zmy powierz
hni Riemanna, dla odpowiednio dobranej struktury anali-

ty
znej, 
o pozwala przy i
h analizie stosowa¢ metody geometrii hiperboli
znej i

kombinatory
znej teorii grup, dzi�ki twierdzeniu Riemanna o uniformiza
ji. Jest

to niezwykle silna metoda, która pozwoliªa swego 
zasu C. Ma
la
hlanowi wykaza¢

jednospójno±¢ przestrzeni moduli krzywy
h algebrai
zny
h zespolony
h [64℄, a mi

w moim magisterium [P1℄ uzyska¢ analogi
zny wynik dla 
zysto urojony
h krzy-

wy
h algebrai
zny
h rze
zywisty
h (s¡ to krzywe zespolone posiadaj¡
e równania

rze
zywiste ale nie posiadaj¡
e punków R-wymierny
h). W dziedzinie tej mam

tak»e sporo inny
h do±wiad
ze« z 
zasów mojego doktoratu. W pra
y [P3℄ wyka-

zaªem, »e dla g ≥ 3 grupa M(Ng) jest ona generowana przez 
ztery inwolu
je, a

tak»e przez trzy elementy, z który
h dwa maj¡ niesko«
zony rz¡d. Otwartym py-

taniem jest, 
zy jest ona generowana przez dwa elementy lub przez trzy inwolu
je.

Inne pytanie, na które 
h
iaªbym odpowiedzie¢ jest nast�puj¡
e. Czy M(Ng) jest
generowana przez elementy maksymalnego sko«
zonego rz�du? Je±li tak, to jaka

jest najmniejsza li
zba taki
h generatorów? Powy»sze pytanie jest motywowane

twierdzeniem Korkmaza [55℄, który udowodniª, »e grupa M(Sg) jest generowana
przez dwa elementy maksymalnego sko«
zonego rz�du 4g + 2. W¡tek ten wpraw-

dzie nie jest dla mnie osobi±
ie wysoko priorytetowy, ale s¡dz�, »e rozwinie
ie

tego tematu stanowi¢ mo»e dobry materiaª dla przyszªego doktoranta przeze mnie

prowadzonego.

4.3. Kompleksy sympli
jalne zwi¡zane z powierz
hniami nieorientowal-

nymi. Na mo
y sªynnego twierdzenia Ivanova [44℄ grupa automor�zmów kom-

pleksu krzywy
h C(S) na powierz
hni orientowalnej S jest izomor�
zna z rozsze-

rzon¡ grup¡ klas odwzorowa« M⋄(S). Twierdzenie to zostaªo uogólnione na roz-

maite inne kompleksy sympli
jalne zwi¡zane z powierz
hni¡ orientowaln¡, a ostat-

nio równie» na przypadek powierz
hni nieorientowalnej [2℄. Ostatni wynik stanowi
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motywa
j� do badania automor�zmów i geometry
zny
h wªasno±
i ró»ny
h kom-

pleksów, które mo»na stowarzyszy¢ z powierz
hni¡ nieorientowaln¡. Mam na my±li

przede wszystkim rozmaite naturalne podkompleksy kompleksu krzywy
h, takie

jak, na przykªad, kompleks krzywy
h rozdzielaj¡
y
h, krzywy
h jednostronny
h o

nieorientowalnym uzupeªnieniu, krzywy
h reprezentuj¡
y
h ustalon¡ klas� homo-

logii. To znowu, moim zdaniem, mo»e by¢ dobry materiaª na przyszªy doktorat

przeze mnie kierowany.

4.4. Rozmaito±
i trójwymiarowe - dziaªania grup sko«
zony
h na ku-

la
h z r¡
zkami. Podj�
ie tematyki rozmaito±
i trójwymiarowy
h jest dla mnie

naturalnym krokiem, bior¡
 pod uwag� rol�, jak¡ w tej teorii peªni¡ powierz
h-

nie i i
h grupy klas odwzorowa« (wystar
zy tu wspomnie¢ rozkªady Heegaarda,


zy te» rozkªady ksi¡»kowe 3-rozmaito±
i). W pierwszej kolejno±
i zamierzam si�

skon
entrowa¢ na kula
h z r¡
zkami (handlebodies), przy 
zym b�d� rozwa»aª rów-

nie» nieorientowalne 3-rozmaito±
i powstaj¡
e przez doklejenie do kuli skr�
ony
h

r¡
zek (nonorientable handlebodies). Jednym z dªugoterminowy
h 
elów w tej

tematy
e jest wypra
owanie nowy
h metod konstruowania i klasy�ka
ji dziaªa«

grup sko«
zony
h na kula
h z r¡
zkami. Jest to klasy
zna tematyka o bogatej

literaturze, je±li 
hodzi o przypadek orientowalny. Zamierzam spróbowa¢ w niej

swoi
h siª, uwzgl�dniaj¡
 przypadek rozmaito±
i nieorientowalny
h, bazuj¡
 na

do±wiad
zeniu nabytym pod
zas badania dziaªa« grup sko«
zony
h na powierz
h-

nia
h (paragraf 3.8) i kontynuuj¡
 owo
n¡ wspóªpra
� z G. Gromadzkim. Przy

realiza
ji tego projektu li
z� równie» na wspóªpra
� M. Stukowa, który jest eks-

pertem w dziedzinie grup klas odwzorowa« podobnie jak ja, a tak»e R. Hidalgo z

Chile, który jest znaw
¡ grup S
hottky.

Naszym 
elem jest wypra
owanie algebrai
znego kryterium pozwalaj¡
ego roz-

strzyga¢ dwie rze
zy. Po pierwsze, 
zy dziaªanie grupy sko«
zonej G na zamkni�tej

powierz
hni F , zadane przez gªadki epimor�zm (tak jak to opisaªem w paragra�e

3.8) rozszerza si� do dziaªania na kuli z r¡
zkami, której brzegiem jest F ? Po dru-

gie, kiedy dwa ro»ne rozszerzenia tego samego dziaªania s¡ topologi
zne sprz�»one?

Naszym pierwszym zadaniem, które traktujemy jako rodzaj poligonu do±wiad
zal-

nego, b�dzie klasy�ka
ja dziaªa« grup sko«
zony
h na orientowalny
h kula
h z

r¡
zkami niskiego rodzaju (2, 3, 4), z dokªadno±
i¡ do topologi
znego sprz�»enia.

Punktem wyj±
ia jest klasy�ka
ja z dokªadno±
i¡ do izomor�zmu, grup sko«
zo-

ny
h dziaªaj¡
y
h na taki
h kula
h z r¡
zkami znaleziona w [71℄, a tak»e wyniki

doty
z¡
e topologi
znej klasy�ka
ji dziaªa« grup sko«
zony
h na powierz
hnia
h

orientowalny
h rodzaju 2, 3 i 4 autorstwa Broughtona [15℄, Kimury [51℄ i Bogo-

polskiego [10℄, który wyraziª zainteresowanie udziaªem w realiza
ji tego zadania.

Udziaª O. Bogopolskiego, który jest wybitnym spe
jalist¡ w dziedzinie kombinato-

ry
znej teorii grup, jest wa»ny w konte±
ie naszy
h planów rozszerzenia na przypa-

dek nieorientowalny klasy
znej metody konstruk
ji dziaªa« na kula
h z r¡
zkami

grupy podstawowej grafu grup, podanej przez D. M
Cullougha, A. Millera i B.

Zimmermanna w [71℄.
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4.5. Grupa klas odwzorowa« kuli z nieorientowalnymi r¡
zkami. Kolej-

nym 
elem natury globalnej jest zbadanie algebrai
zny
h wªasno±
i grupy klas od-

wzorowa« kuli z nieorientowalnymi r¡
zkami, której brzegiem jest nieorientowalna

powierz
hnia parzystego rodzaju. Przykªadowe 
ele sz
zegóªowe to wyzna
zenie

sko«
zonego ukªadu generatorów tej grupy, a nast�pnie sko«
zonej prezenta
ji,

u»ywaj¡
 metod podobny
h do ty
h, które doprowadziªy do analogi
zny
h rezul-

tatów dla orientowalny
h rozmaito±
i [80, 85℄, wykorzystuj¡
 do±wiad
zenie na-

byte pod
zas mojej pra
y nad prezenta
j¡ grupy klas odwzorowa« powierz
hni.

Równie» w rama
h tego w¡tku planuj� i li
z� na owo
na wspóªpra
� z S. Hirose,

zapo
z¡tkowan¡ pod
zas jego wizyty w Gda«sku w 
zerw
u 2015. Temat jest, w

zasadzie, zupeªnie nowy i s¡dz�, »e i tu jest miejs
e na udziaª przyszªego dokto-

ranta.
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