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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Natalii Jarz¢bkowskie]
Estymacja na sferze

Praca doktorska mgr Natalii Jarzebkowskiej dotyczy estymacji adaptacyjnej funkeji
gestosei niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie. Funkcja gestosci jest
okreélona na d wymiarowej sferze, a przy estymacji wykorzystuje si¢ kratg falkowa (“wave-
let frame”). Adaptacyjnosé estymatora oznacza, ze nic wymaga on apriorycznego ustalania
parametréw i praystosowuje si¢ regularnoéei funkeji. Nieco $ci$lej méwige, zachowanie es-
tymatora fn ma charakter adaptacyjny jesli dla pewnej klasy F funkcji gestosci o gtadkoscei
s istnieje stala C = C(n, s, d) > 0, taka ze

sup E|| fn — fIl < C(n, s,d).
feF

Kratg w przestrzeni Hilberta Ly nazywamy taki uktad funkcji ¢;, dla ktérego istnieja stale
C,c > 0, takie ze
clfIf < D01 < f5 > 1< CISIE
jeJ
dla dowolnej funkeji f € Lo. Krata jest krata Parsevala jesli c = C' = 1.

Dysertacja jest w duzej mierze oparta na pracy Marcina Bownika i Karola Dziedziula
“Smooth Ortogonal projections on the sphere” (pozycja [3] w spisie literatury), w ktérej
skonstruowano krate Parsevala na S% za pomoca falek Daubechies. T¢ krate wykorzystano
w rozprawie do zdefiniowania estymatoréw gestosci na sferze. Wezesniejsze oszacowania
estymatoréw tego typu opieraly sie na wykorzystaniu innych krat falkowych tzw. fheedles
frames” por. Baldi, Kerkyachan, Marinucci, Picard [1], Kueh [19].

Rozprawa sktada si¢ zasadniczo z trzech rozdzialéw. Pierwszy poswigcony jest prze-
strzenig funkcyjnym na sferze d-wymiarowej. Drugi nieréwnosci koncentracyjnej Tala-
granda na sferze. Trzeci konstrukeji estymatora funkeji ggstoéci na sferze. Celem dysertacji
jest udowodnienie Twierdzenie 3.2.2 w ktérym pokazano, ze skonstruowany estymator jest
adaptacyjny jesli funkcja gestosci jest elementem przestrzeni Biesowa BSYOO(Sd). Dysertacja
zawicra réwniez dwa dodatkowe rozdziaty. Wprowadzenie w ktérym omdwiono motywacje
i zawartoéé pracy oraz Rozdzial 4 Podsumowanie.

Rozdzial pierwszy dotyczy przestrzeni Sobolewa i Biesowa na d-wymiarowej sferze.
Rozdzial ten nie zawiera oryginalnych wynikéw mgr Jarzebkowskiej . Autorka opiera si¢




tutaj na Ksiazce F. Dain, Y . Xu “Approximation theory and harmonic analysis on sphe-
res and balls”([11]) i arktykule P. Lizorkina i H.Rustanowa ([22]). Podana jest definicja i
podstawowe wlasnoéci harmonik sferycznych w tym ich zwigzek z operatorem Beltramiego-
Laplace’a na sferze. Korzystajac, z tego ze harmoniki sferyczne sa funkcjami wiasnymi tego
operatora wprowadza si¢ potegi ulamkowe minus Laplacianu (—Ap)". Nastepnie podaje
sie dwie definicje przestrzeni Sobolewa. Przestrzen W, r € N, 1 < p < o0, definiuje si¢
poprzez potegi (—AO)T/Z. Natomiast przestrzen Wy, 7 € N, 1 < p < o0, lub poprzez itera-
cje pewnych operatory rézniczkowe pierwszego rzedu na sferze tzw. pochodnych katowych.
Obydwie definicje pokrywaja si¢ w przypadku hilbertowskim i ten przypadek jest wyko-
rzystany do estymacji funkcji gestosci. Dalej, za wspomniang wyzej ksigzka, wprowadza
sie dwa modutly gtadkosci, przy czym tylko jeden z nich jest wykorzystany do definicji
przestrzeni Biesowa B, 4, s > 0, 1 < p,q < oo, ten ktéry zwiazany jest z K-funkcjonatem
dla przestrzeni Sobolewa Wy Podaje si¢ réwnowazne charakteryzacje przestrzeni Biesowa
pochodzace z pracy Lizorkina i Rustanowa. Jak wspomnialem dalsza cze$¢ dysertacji w
znacznej mierze opiera si¢ na artykule M.Bownika i K.Dziedziula, w ktérym wykorzy-
stano inng definicje przestrzeni Sobolewa poprzez zasade lokalizacji korzystajaca z faktu,
z¢ kazdg zwarta rozmaitoéé mozemy pokry¢ skoficzong iloécia map. Mgr Jarzgbkowska nie
wyjasnia w jaki sposob zostaty zdefiniowane przestrzenie funkcyjne w tej pracy, czyni jedy-
nie uwage, ze ta definicja jest réwnowazna definicji przestrzeni Wy powolujac si¢ na wyniki
H.Triebla ([28]). Nalezy zaznaczy¢, ze harmoniki sferyczne nie odgrywaja w dalszej czgsci
rozprawy waznej roli. Uwazam, ze dysertacja powinna zawiera¢ dokladniejsze poréwnanie
przestrzeni uzytych w pracy [3] z tymi ktére wprowadza autorka. Odwotanie si¢ do ksigzki
H.Triebla jest formalnie poprawnym cho¢ sig najprostszym rozwigzaniem. Wyniki Triebela
dotycza rozmaitoci nie zwartych o ograniczonej geometrii, a tego powodu musi on uzywac
jezyka geometrii roézniczkowej. Dla rozmaitoéci zwartych takie podejécie nie jest konieczne,
ze wzgledu na istnienei konczonego uktadu map pokrywajacych rozmaitosé. Mozna to byto
oméwié np. duchu rozdzialéw 1.5 1 1.6 ksigzki M.Taylora “Pseudo-differential operators”
z 1981 roku .

Rozdzial 2 poéwigcony jest nieréwnosci Talagranda w wersji Bousqueta. Uzyskane przez
mgr Jarzebkowska wyniki sa wnioskami z nieréwnoéci Talagranda dla niezaleznych zmien-
nych losowych Xi,...,X; o wspolnym rozkladzie f na sferze S? i jader K zadajacych
estymator gestosci f wzorem

n

Fl)@) = - - K@ Xo).

i=1

Jadra K sa funkcja mierzalnymi wzgledem o-algebry produktowej na L(S?%) x L(S%) spel-
niajacymi trzy dodatkowe warunki (por. strony 19 i 20). Autorka sprawdza najpicrw,
ze przy powyzszych zalozeniach jadra te spelniaja zalozenia potrzebne do zachodzenia
nieréwnoéci Talagranda. Stosowna wersja tej nieréwnoséci dla estymatoréw zdefiniowanych
przez te jadra jest trescig Wniosku 2.2.4. Korzystajac z nieréwnosci Talagranda i wlasnosci
jader pokazuje si¢ w koncu ze

9J

d i
P{Ufn(j) — Efa(j)ll2 > \/ﬁM\/maxl, llfHoo} <27,

jesli 27]—7d < Cp dla pewnego C > 0. M jest stala, ktéra zalezy réwniez od Cg.
Wymieniona wlasnie nieréwnosc jest teza Twierdzenie 2.2.5. W dowodzie tego twier-
dzenia napisano “z Lematu 2.2.2 wiemy réwniez, ze 3Cg > 0 %J;—i < Cg”. Lemat 2.2.2
nie zawiera jednak zadnego oszacowania dla 2%‘1 Co wiecej takie oszacowanie nie moze
zachodzié¢ skoro nieréwnosé (2.10) z tego lematu zachodzi dla wszystkich j > jo. Zatem




nier6wnosc %‘i < Cp oznacza, ze teza Twierdzeniu 2.2.5 zachodzi dla j rz¢du logyn, co
zostalo w tym twierdzeniu zalozone, choé¢ sformulowane jest to moze niezbyt zrecznie.
Jaéniej takie zatozenie pojawia si¢ w Twierdzeniu 3.2.2. - formuta (3.11).

Rozdzial 3 rozpoczyna si¢ od konstrukcji krat falkowych na sferze S%. Autorka kon-
sckwentnie uzywa neologizmu i pisze “framka”, “uklady framkowe”. Nie widze¢ potrzeby
sprowadzania tutaj neologizmu, skoro w literaturze polskiej, cho¢ nie licznej, funkcjonuje
termin “krata”, czy tez “rama”. Slowo “krata” zostal uzyty przez P.Wojtaszczyka w jego
ksigzce dotyczacej teorii falek i tego terminu bede tu uzywal. W podrozdziale 3.1 przed-
stawiono konstrukcje Bownika i Dziedziula kraty na sferze S¢ w sytuacji gdy sfera pokryta
jest dziedzinami dwéch uktadow wsp6lrzednych. Konstrukeja ta wychodzi od falek Dau-
bechies, ktdre przenosi si¢ na sfere a nastepnie dzigki odpowiednim rzutowaniom uzyskuje
si¢ krate falkowg. Niedosyt budza mato rozbudowane dowody fragmentéw dotyczacych
przestrzeni Biesowa, skoro mgr Jarzebkowska zdaje sobie sprawg ze w pracy [3] “w ogble
nie podejmuje si¢ charakteryzacji przestrzeni Biesowa ...za pomocg wsp6lczynnikow fram-
kowych.” Uwazam, ze rozprawa doktorska moglta by zawiera¢ wigcej szczegoiow nawet
gdy dowody nie wymagaja nowych pomystéw, tym bardziej, ze sama dysertacja nie jest
obszerna.

Podrozdzial 3.2.2 zawiera sformulowanie i dowdd najwazniejszego twierdzenia catej
rozprawy. Korzystajac z wspomnianej kraty falkowej na S¢, definiuje si¢ jadra Kj za po-
moca funkcji, ktére sa zeskalowanymi odpowiednikami funkcji skalujacej, por. (3.5). Te
jadra definiuja estymatory rozkiadu gestosci f na sferze w sposéb okreslony powyzej. O
gestosci zaklada sig, Ze jest elementem przestrzeni Biesowa BSYOO(Sd). Taki wybdr prze-
strzeni opisujacy regularnosé funkeji gestosci jest naturalny jesli estymator definiuje sie za
pomoca ukladu falkowego. Norme funkcji w przestrzeni Biesowa mozna scharakteryzowaé
korzystajac jedynie ze wspéiczynnikow jej rozwiniecia falkowego, co znakomicie ulatwia
rachunki. Ponadto przestrzein Bg‘oo(Sd') jest najwieksza z przestrzeni Biesowa BS,Q(S"") 0
tej samym parametrze gladkosci s. Zawiera ona réwniez przestrzenie Sobolewa Wf(Sd).

W zalozeniach twierdzenia przyjmuje sig, ze spelnione s nastepujace nieréwnosci wig-
zace gladkodé s gestosci f z wymiarem sfery, gladkoscia ry elementéw kraty oraz stalymi
r, R zwiazanymi z wyznaczeniem parametru j, € N ktéry wskazuje estymator:

d
§<7'<5<R<7'N,

Przy tych zalozeniach istnieje stala ¢ = ¢(r,R,U) > 0 zalezna of r, R1U ale nie zalezaca
od B > 1 taka, ze dla kazdego f, ||fllec < U i ||flls2 < B (norma w przestrzeni Biesowa)

B0 — T][B & apiRatl=taGeta

Rozprawa doktorska mgr Natalii J arzebkowskiej nie jest obszerna. Jej celem jest udo-
wodnienie dwéch twierdzen. Pierwsze jest wersja nieréwnoéci Talagranda dla niezaleznych
zmiennych losowych o gestosci na sferze jednostkowej S¢. Drugie twierdzenie dotyczy es-
tymacji adaptacyjnej takich funkeji gestodci o gladko$ci opisanej w terminach przestrzeni
Biesowa. Estymator konstruuje si¢ za pomocg kraty Parsevala na sferze opisanej przez
M. Bownika i K. Dziedziula. Uwazam, ze dysertacja zyskala by na przejrzystosci, gdyby
autorka dokladniej wyjaénila zwigzki swojej pracy z artykutem [3]. Harmoniki sferyczne
oméwione dosyé dokladnie w pierwszym rozdziale nie odgrywaja w dalszej czeéci zadnego
znaczenia, skoro mozna byto okreslié przestrzenie funkcyjne inaczej. Uzyskane wyniki sa
jednak nowe i oryginalne. Ich prezentacja poza usterkami o ktérych juz wspominatem jest
przejrzysta, a dolgczone rysunki pozwalaja tatwiej zrozumie¢ konstrukeje kraty Parsevala
na sferze.

Ponizej wymieniam jeszcze kilka zauwazonych usterek:




1. Uwaga 1.4.3. jest dla mnie niezrozumiata. O jaki mnoznik, gdzie dzialajacy, tu cho-
dzi? Jakie to ma znaczenie dla dalszej czesci rozprawy?

9. Po detalicznym wyjasnieniu jak definiujemy na sferze miarg i operator Laplace’a
oczekiwalbym wyjaénienia co to sg dystrybucje na sferze skoro w Definicji 1.5.4
uzywa si¢ “pochodnych dystrybucyjnych.”

3. Skoro Rozdzial 2 poswiccony jest nieréwnosci Talagranda w wersji Bousqueta, warto
by umiesci¢ w bibliografii jego prace a nie tylko prace [17], z ktérej cytuje sie jego
wynik. W pierwszej pozycja w spisie literatury nie wymieniono natomiast wszystkich
autorow.

4. W rachunkach na stronie 21, korzysta sie nie tylko z niezaleznosci zmiennych Y; ale
réwniez z tego, ze EY; = 0.

5. Na stronie 36 przy definicji E; w indeksach gérnych powinny by¢ minusy.

6. Zbiér 2(s, B) nie jest kula w przestrzeni Biesowa co stwierdza jedno z koncowych
zdah na stronie 37.

Kilka drobnicjszych usterck pomijam.

7 danych zawartych w Mathenmatical Review wynika, ze mgr Natalia Jarzgbkowska
jest wspolautorks jednej publikacji Applicationes Mathematicae

Reasumujac uwazami, ze pomimo wspomnianych usterek rozprawa doktorska mgr Na-
talii Jarzebkowskiej speinia wymogi Ustawy o tytule i stopniach naukowych. Wnioskuje o
dopuszczenie mgr Natalii Jarzgbkowskiej do dalszych etapéw przewodu doktorskicgo.
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