Praca doktorska pana Adriana Kolodziejskiego sklada sie z pieciu rozdzia-
l6w. Pierwszy jest krotkim wprowadszeniem do dziedziny i definiujacym potrzeb-
e pojecia. Kolejne cztery rozdzialy prezentuja wyniki badan doktoranta. Kazdy
z nich dotyczy inmego kierunku badan, ale mozna wyréznié dwa narzedzia, ktore
s wspolne dla pierwszych trzech z nich. Jest to izomorfizm pomiedzy przestrze-
nig Hitberta kutritu a symetryczng podprzestrzenia przestrzeni Hilberta dwach
kubitéw oraz tensor korelacji, Tematyka piatego rozdzialu to ostatnie wyniki
badan doktoranta i jest wzglednie daleka od tematyki pozostatych trzech roz-
dzialow, Uklad pracy jest czyteiny. Bibliografia pracy zawiera 100, w mojej opi-
nii trafnie dobranych pozycji, przy czym doktorant jest wspélautorem czterech
z nich.

Rozdzial pierwszy - Wprowadzenie charakteryzuje sie przemyslanym dobo-
rem materialu i jego kolejnodcia, pod katem przyszlych rozdzialow. Odnalesé
w nim moina jeden powazniejszy biad merytoryczny - dwiadek splatania jest
optymalny nie wtedy, kiedy jego jadro jest styczne do brzegu zbioru stanow
separowalnych, ale kiedy preylega do niego tak bardzo jak to mozliwe, czyli za-
wiera w sobie éciane zbioru standéw separowalnych najwyzszego wymiaru. Tak
definiuje to artykul wprowadzajacy pojecie optymalnodei, kidry jest zreszty cy-
towany przez doktoranta jako pozycja [40] w doktoracie. Ten btad nie wplywa
nigdzie na wyniki kolejnych rozdziatow - optymalnodé dwiadkdw nie jest nigdzie
badana i w sumie wprowadzenie nie musialo jej praytaczac.

Kolejny blad ma charakter pomytki w Lemacie 1 zamiast slow "istnieje me-
tryka" powinniémy uzyé¢ "dla kazdej metryki" - dowod lematu przebiega tak
samo dla kazdej metryki G, a kwantyfikatory szczegdlowe (juz poprawne} w
twierdzeniach 11 2 pochodza z zaprzeczenia Lematu 1.

Kolejne drobne bledy i uwagi edytorskie:

1. Dla scislodci, powinno sig nzywaé pojecia "stan czysty" dla jednowymia-
rowych projekiorow, a pojecia "wektor stanu® dla wektordw z przestrzeni
Hilberta, ktore je reprezentuja z dokladnoscia do fazy. Z tego samego po-
wodu lepiej usywaé pojecia "przestrzen Hilberta ukladu" niz "przestrzen
stanow uldadu" (strona 34},

2. Definicia 5 liniowosci odwzorowania na stronie 21 jest niepotrzebma - li-
niowosé nalezy do wiedzy ogolnej. Dotyczy to rowniez Definicji 13, 14 i
Twierdzenia 6 na stronie 34,

3. W Definicji 6 nalezy zastapi¢ termin "nieujemny" terminem "péidodatnio
okreglony".

4, Ponad Twierdzeniemn 3, sformulowanie "y skupimy sie dalej na odwzoro-
waniach CPTP" jest niefortunne - w dalsze} czescl pracy autor konstruuje
tylko odwzorowania niekompletnie dodatnie. Nalezaloby tu uzyé slow w
rodzaju: "my pozostaniemy przy odwzorowaniach CPTP przy opisie dyna-
miki uldadéw kwantowych...". Jest to uwaga poboczna, kanaly kwantowe
nie sg wykorzystywane w dalsze} czesci pracy.




5. "7 dodatniogei wynika hermitowskosé" - dodatniosé ma sens tylko dla
macierzy hermitowskich.

6. Wzor (1.15) jest prawdziwy, ale niczego nie dowodzi. Brakuje uzasadnienia,
dlaczego lewa strona rownoscl jest wartoscig §rednig obserwabli @ w stanie
o

7. Strona 14: "Zbiér macierzy wymiaru d x d" tworzy przestrzen liniowa nad
cialem K. Ponadto kazds macierz mozna przedstawié¢ jako kombinacje
liniows pewnych elementéw, nazywanych elementami bazowymi..." - nie
"ponadto", ale "zatem". To rezultat bycia elementem przestrzeni liniowej
skoticzonego wymiaru.

8. Strona 14: "Warunek unormowania macierzy gestosei p nallad na wektor
=t 2
A warunek [Al = 1..." - chodzi oczywiscie o warunek dodatniogci macierzy.

Rozdzial drugi wykorzystuje izomorfizin miedzy przestrzenia Hilberta ku-
tritu a symetryczng podprzestrzenia przestrzeni Hilberta dwoch kubitéw, Izo-
morfizm ten pozwala wyrazi¢ elementy macierzowe stanu kutritu przez wektor
Blocha i symetryczny tensor korelacji odpowiadajacego mu stanu symetryczne-
go dwach kubitow oraz podaé obserwable dla dwoch kubitow, ktérych wartodei
drednie daja te elementy macierzowe. Ohserwable te sy skonstruowane z ope-
ratorow spinowych, co prowadszi do procedury do§wiadczainej tomografii stanu
kutritu. Wzor (2.17) jest niepoprawny - antykomutatory operatoréw hermitow-
skich powinny byé¢ hermitowskie. Natomiast wzor (2.18) (ta sama wielkodé¢ po
przejéciu do przestrzeni symetrycznej dwoch qubitow) jest juz poprawny.

Nastepnie autor zauwaza, ze warunek dodatniosci macierzy kubitu sprowa-
dza sie do ograniczenia wartodcl formy kwadratowej I' na wektorze Blocha, za-
tem musi on pozostawad wewnatrz pewnej elipsoidy. Forma ta jest réwna rozni-
cy identycznodci 1 tensora korelacji, o wyznacznilat unormowanym do jednosci.
Po wzorze (2.30) brakuje wyjasnienia, jak dokonaé tego dzielenia gdy forma
sie degeneruje {przynajmniej jedna wartosé¢ wlasna tensora korelacji prayjmuje
wartosé 1).

Obserwacja ta daje piekna, jednoznaczng charakteryzacje stanéw kubitu -
poprzez elipsoide o dlugodciach osi glownych nie przekraczajacych 1 i wektor
Blocha wewnatrz niej. Brzeg zbioru standéw odpowiada sytuacjom, gdy wektor
Blocha lezy na sterze Blocha lub gdy elipsoida degeneruje sig do odeinka. W tym
drugim przypadku tracimy niestety jednoznacznogé - do okreslenia stanu wyzna-
czanego przez punkt w zdegenerowanej elipsoidzie mnsimy znaé réwniez braku-
jace parametry ukryte w kierunkach znikajacych osi, co zauwaza sam autor. Jest
to mankament tego opisu majacy swoje érodlo w dzieleniu przez wyenacanik.

Na. koniec rozdzialu autor prezentuje wizualizacje dzialania kanaléw uni-
tarnych na "elipsy Blocha". Szezegdlnie interesujace sa dwie ostatnie, Niestety
zalaczony program jest w jezyku Mathematica, ktérego interpreter nie jest ogdl-
nie dostepny. Podatnik, ktéry finansowal powstanie doktoratu nie moze legalnie
zapoznaé sie z tymi wynikami bez ponoszenia dodatkowych kosztow. Lepiej by-
loby udostepnié skrypty w jezyku Octave (kompatybilny z Matlab) lub ap. w
pythonie z uzyciem pakietu SciPy.



Ponizej wypisuje mniej istotne bledy edytorskie i niefortunne sformulowania:

1, Uwaga o nieunitarnoéci powinna byé pod wzorem (2.6), zeby nie sprawiac¢
wragzenia, e nieunitarnosé jest jedns z wlasnosci prowadzaca do (2.6).

2. Strona 32, ponad wlasnoseig 4: nte "Ponadto" - wlasnogé czwarta wynika
% poprzeduich trzech.

3. We wzorze (2.29) pierwszy wektor powinien by¢ transponowany. Nad wzo-
rem literowka: "zapia¢” — "zapisac".

4. Strona 39: Wiemy, ze elementy macierzowe tensora korelacji sg z zakresu
%1, ale brakuje komentarza, dlaczego te ograniczenie dotyczy réwniez jego
wartosci wlasnych.

5. Strona 42: literéwka: "elipoidy" — "elipsoidy".

6. W jezyku polskim przyjela sie konwencja: stan rzedu 3, stan rzedu 2 itp.
QOkreglenia stan 3-rzedowy, stan 2-rzedowy sa kalka z angielskiego i nie
brzmia dobrze.

7. Strona 42 "wektor @ lezy na powierzchni trojwymiarowe]j elipsoidy albo
elipsuida redukuje sie¢ do odcinka ..." Elipsoida zredukowana do odcin-
ka jest zbiorem brzegowym, wicc spdjnik alternatywy wytaczajacej jest
niepoprawny. Powinno byé "lub".

8. Na stronie 44, przed wzorem {2.35): "Dwie bazy ... sa typu MUB" - MUB
nie jest wlasnodcia bazy, ale zbiorvem baz. Powinno byé: "Dwie bazy ...
sg MU" a nastepnie: "Zbiar baz bedacych parami MU nazywamy MUB".
Jest problem z ugywaniem tego skrétu w jezyku polskim, jednoczednie nie
wypracowalidmy jeszcze dobrego sposobu mowienia o tym po polsku.

Rozdzial trzeci analizuje kutritows nieréwnosé typy Bella CGLMP. Autor za-
uwaza, ze dla pewnego wyboru ohserwabli (nie wspomina Ze chodzi o ustawienia
zapewniajace maksymalne jej tamanie) maksymalne jej lamanie nie zachodzi dla
stanu maksymalnie splatanego. Autor wyjadnia ten efekt tlumaczgc nieréwnosé
dla kutritu na nieréwnosé dla symetryeznego stanu dwéch kubitow za pomocy
izorfizmu z poprzedniego rozdzialu. Tutaj pojawiaja sie pewne niejasnodci

o Wzér (3.6) jest dla mnie niezrozumialy. Powolanie si¢ na wzér (2.20) réw-
iez.

e W (3.12) wzory na 5? sa niezgodne z (2.18).

Nieréwnosé CGLMP (jak kazda nieréwnodé typu Bella) moina zapisaé jako
ograniczenie na wartoié $rednia pewnej globalnej obserwabli, ktéra buduje sig
dla dowolnego wyboru obserwabli lokalnych. Dla wyborn zapewniajacego mak-
symalne lamanie, autor znajduje macierz obserwabhi po przejéciu do symetrycz-
nej podprzestrzeni dwéch qubitow, a nastgpnie zauwaga, ze jest suma czterech
operatordow nieréwnoscl CHSH dla réznych par kubitéw i nierédwnodci Mermina




dla wszystkich czterech. Nie jest dla mnie jasny wzér (3.21) - Dla generyczne-
go wyboru operatorow lokalnych w CHSH powinien powstaé operator o rzedzie
Schimidta (minimalna dlugosé¢ rozwinigeia na iloczyny tensorowe) rownym 4, nie
rozumiem dlaczegoe tuta) jest on réwuny 2.

Autor wyznacza numerycznie wektor stanu czystego maksyimalnie tamiacego
suine czterech nierdwnosci CHSH i wektor stanu czystego maksymalnie tamigce-
g0 nierdwnosé¢ Mermina. Maksymalizuje nastgpnie lamanie nierdwnosci CGMPL
na ich kombinacjach liniowych i znajduje stan znany wezesniej. Niezrozumialym
dla mnie jest uzasadnienie wzoru (3.25) - czy wektor wilasny odpowiadajacy
maksymalne; wartosci wlasnej kombinacji liniowej dwoch macierzy musi byé
kombinacja liniowa takich wektorow dla skiadnikdw kombinacji?

Ostatni akapit rozdzialu jest dia mnie niezrozumialy. Wezesniej pokazywano
stany symetryczne dwoch kubitéw lamigce nieréwnosé CGLMP pray wyborze
macierzy Pauliego jako lokaluych ustawien pomiarowych, a teraz antor twierdai,
ze dla zadnego wyboru lokalnych ustawien nieréwnos¢ nie jest lamana. Proble-
mem mogloby by¢ co najwyzej uniezaleznienie jej od kazdego mozliwego wyboru
lokainych obserwabli dla wszystkich kubitéw, Dia wyboru ograniczonego do ta-
Jkich samych obserwabli w parach kubitow bedzie to mieréwnosé typu Bella przez
przejécie z powrotem do przestizeni kutritu. Ten akapit powinien by¢ przedys-
kutowany bardziej dokladuie.

Komentarz: strona 52, wyjasnienie wzoru 52: Wzér ma taka postaé, ponie-
waz jest to baza ortogonalna, ale nie unormowana. Nieortonormalnodé moglaby
prowadzié¢ do bardziej skomplikowanego wzorw.

Rozdzial czwarty uogoélnia Lemat 1 o istnieniu metryki wykrywajacej spla-
tanie stanu do ogdlnej funkeji (w ogodlnosdel nieliniowe]) zachowujace] hermitow-
skogé. Kazda taka funkcja moze by indykatorem splgtania {pojecie wprowadzo-
ne przez autora). Autor w jasny i przemyélany sposob wprowadza izomorfizm
Jamiotkowskiego, odwolujac sie do oryginalnych prac. Brakuje wéred nich jed-
nak pracy Pillisa, ktéry sformulowal podobny izomorfizm jako pierwszy. Nie
jest to zaden powazny zarzul, bo nie jest to praca szeroko znana. Wykorzy-
stujgc izomorfizin, autor wskazuje jak skonstruowaé odwzorowanie dodatnie i
$wiadla splatania wykrywajacego stan wykryty przez dany indykator splatania.
Nastepnie autor analizuje kilka przykiadéw indykatorow splatania.

Pierwszym rozwazanym przykladem jest mapa usuwajigcs z tensora korelacji
korelacje nizszych rzedow. Przydaiby sie tutaj komentars, ze jest to rzutowa-
nie na’ przestrzen standéw o maksymaluie splatanych sladach czesciowych. Na
rysunku 4.1 jest pokazane, w jaki sposéb mapa ta wykrywa splatanie w dwu-
parametrowej rodzinie stanéw, Nastepnie, indykator jest zmieniony w indyka-
tor nieliniowy, podnoszacy ocalale wyrazy tensora korelacji do trzeciej potegi.
Drziala on w dangj rodzinie gorzej. Bardzo pouczajace byloby umieszczenie na
wykresie brzegéw standw wykrywanych preez inne funkcje postaci z°.

Kolejnym przykladem jest rodzina stanow diagonalnych w bazie magicz-
nej {nadzdbi6r poprzedniej rodziny}. Wzér (4.56) opisuje brzeg zbioru stanow
wykrywanych. Szkoda, ze autor poprzestal na wygenerowanym komputerowo
wykresie i nie przeanalizowal wzorn (4.56) analitycznie - brzeg jest suma odcin-



kéw sfer o promienin 1/2, a sam zbiér nie jest wypukly, mimo uzycia liniowego
indykatora splatanial Przyczyng takiego stanu rzeczy jest nieliniowod¢ [unkeji
maksimum, jest to zatem sytuacja typowa dla tego kryterium.

Qstatnim rozwazanym przykiadem jest potraktowanie niezerowych elemen-
tow macierzowych G(p) funkejg signum. W ostatnim podrozdziale tego rozdzialu
autor komentuje zastosowanie kryterium do splatania wieloczastkowego.

Ponizej przedstawiam pomnigjsze hledy:

1. Po wzorem (4.4) literowka: "odpowidniodé" — "odpowiedniosé".

2. Ze wzoru (4,44} wynika wzér (4.45), ale w drugg strone tak by¢ nie musi -
jezeli operator nie jest poldodatnio okredlony, moze osiggaé ujemng war-
toé¢ srednig niekoniecznie na stanie p., zatem mamy wynikanie, ale nie
rownowaznosé,

3. Strona 69: "Jezeli mapa G nie jest liniowa, to aczywiscie operator §[g] nie
moze byé w ogolnodel przedstawiony jako funkeja wspdlczynnikow tensora
korelacji..." - tensor korelacji wigse z macierzg gestodci bijekcja, zatem jak
najbardziej moge. Prawdopobnie autorowi chodzilo, ze nie faktoryzuje sig
jako kombinacja liniowa funkcji poszczegblnych wyrazéw tensora korelacji.

4, Ksztalt na rysunku 4.1 to deltoid, nie romb.

Ostatni rozdzial rozprawy jest slabo zwiazany z poprzednimi i prezentuje
wyniki najnowszych bada autora. Pyta on w nim, kiedy wyniki pomiaréw skla-
dowych spinu i kwadratu spinu mozna objasnié na pedstawie modelu zmiennych
ukrytych. W bardzo ladnym rezumowaniu pokazuje on ktére wartodei kwadra-
tu spinu, calkowite i poléwkowe, nie mogs by¢ kwadratem dlugesci wektora o
callowitych (lub poléwkowych) wspoélrzednych.

Jest to przyklad lamania zalozenia o istnieniu modelu zmiennych ukry-
tych bez dwoch podultadéw rozseparowanych przestrzennie, jak w twierdzeniu
Kochena-Speckera. Spodziewalbym sie tutaj nierownosei typu Kliczko, dla jed-
nego ukladu, a nie typu Belia. Nie bedziemy w stanie rozrdzniaé, czy za ich
lamanie odpowiada brak modeiu zmiennych ukrytych dla wartoéei spindéw po-
szezegdlnych czastek, czy nieklasyczne korelacje pomiedzy nimi. Kolejng watpli-
wolcia jest nazywanie nieréwnodei {5.13) czy (5.14) nierdwnosciami Bella, Nie-
roéwnodé Bella powinna mieé wlasnoie device independent czyli zachodzié dla
dowolnych wyboréw ohserwabli, Byé moze nalezaloby ich operatory nazywac
dla ostroznoscl swiadkami nieklasycznodei. Cey we wzorze (5.34) powinnismy
rozwazaé dowolne pary rozkladéw prawdopodobiesistwa, czy takie same, biorge
pod uwage 2e efekty nieklasyczne powinny zachodzié dla jednej czastki?

Wyniki ostatniego rozdzialy zostaly zebrane w publikacji, ktéra na razie jest
w archiwutn, ale jeszeze nie zostala zrecenzowana. Sg to nowatorskie i oryginalne
badania, a w takim przypadku mnogost pytan i watpliwosel jest naturalna.

Komentarz do dowodu twierdzenia 23: W dowodzie twierdzenia 22 nie znaj-
duje dlaczego ¢* = 1 mod 8. Rogwiazujac réwnania 4°¢? +¢ = 7 mod 8 mozna
to otrzymad bezpodrednio.




Wyniki wezeéniejszych badan zostaly opublikowane w trzech artykulach w
renomowanym czasopi$émie Phys. Rev. A, a najnowsza praca jest w archiwum,
Artykuly odpowiadajg rozdzialom w pracy. Podobnie jak redaktorzy czasopi-
sma, uznaje te wyniki za ciekawe i wnoszace wiele do naszej wiedzy o dziedzinie
i dostarczajace nowych narzedzi do wizualizacji standéw i wykrywania splatania.
Przewiduje, ze z publikacja najnowszych wynikéw réwniez nie bedzie proble-
mow, pomimo wielu watpliwosci, ze wzgledu na ich odwage i nowatorstwo.

Mimo kilku nieuniknionych bledéw autor umiejetnie opisuje i wyjagnia wyni-
ki swoich badan w doktoracie. Uwazam, ze praca spelnia ustawowe i zwyczajowe
wymogi stawiane pracom doktorskim i wnosze o dopuszczenie jej autora do dal-
szych etapow postepowania doktorskiego.



