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4.1. WSTEP

Definicja wahania funkcji sigga XIX-go wieku i poprzez lata, ktére minely od jej podania zna-
lazla rozliczne zastosowania w réznych galeziach matematyki oraz innych nauk. Warto tu przede
wszystkim zauwazy¢, ze wahanie funkcji sluzy do naturalnego opisu przestrzeni sprzezonej do prze-
strzeni funkcji ciaglych na zwartym przedziale Cla,b] z normg zbieznosci jednostajnej; pamietac
nalezy réwniez o calce Riemanna-Stieltjesa i jej wplywie na rachunek prawdopodobienstwa i teo-
rig miary. Wymienione tu zastosowania - jak réwniez wiele innych — oraz ciekawe jej wlasnosci

powoduja, ze przestrzefi BV funkcji o wahaniu ograniczonym jest waznym obiektem licznych
badan.

Mimo ze przestrzen BV jest znana i wykorzystywana od wielu lat, badanie jej jest trudne - i
ciggle zwigzanych z nig jest wiele pytan, na ktére nie znamy odpowiedzi: pewne otwarte problemy
zwigzane z tg przestrzenia zostang wymienione ponizej. Dodatkowo warto zaznaczyé, ze oryginalne
pojecie wahania funkcji zostalo na rézne sposoby uogdlnione. Nalezy tu réwniez zauwazy¢, Ze
pojecie wahania funkcji uogélnia si¢ réwniez na funkcje wielu zmiennych — my ograniczymy sie tu
jednak do przypadku jednowymiarowego. Kilka z tych (jednowymiarowych) uogélnienr wymienimy i
szczegblowo zdefiniujemy ponizej — na razie ograniczymy sie do wypisania tych najszerzej znanych:

e klasyczne wahanie w sensie Jordana (wspomniane powyzej);
e p-wahanie w sensie Wienera, dla p € [1, +00);

e ¢-wahanie w sensie Younga (zdefiniowane dla odpowiedniej funkeji ¢: [0, +00) — R);

e A-wahanie w sensie Watermana (dla odpowiedniego ciagu A = (An)nen 0 Wyrazach naleza-
cych do (0, +0c));
e g-calkowe p-wahanie (dla 1 < p < ¢ < 400, zdefiniowane w latach 70 XX wieku w pracach

Brudnyi’a oraz Terehina).

Wszystkie powyzsze pojecia s dobrym punktem wyjscia do zdefiniowania odpowiednich prze-
strzeni funkcyjnych — w dalszym ciaggu, méwiac o przestrzeni funkcji o wahaniu ograniczonym,
hedziemy mieli na mys$li jedng z przestrzeni tego typu (szczegélowe definicje tych przestrzeni poja-
wig si¢ w Rozdziale 4.2). Przestrzenie te moga znalezé réznorodne zastosowania: przede wszystkim
hardzo cz¢sto mozemy naturalnie zalozy¢, ze rozwiazania pewnych zagadnien sg funkcjami o ogra-
niczonym wahaniu: warto tu zwrécié uwage na prace [12] oraz [34], w ktérych autorzy zajmuja sig
rozwigzaniami o ograniczonym wahaniu réwnan Volterry, opisujacych — w szczegélnosci - modele
zachowania populacji, w ktérych prawdopodobienstwo $mierci zalezy od wieku. Wazna grupa za-
stosowai obejmuje réwniez analize, przetwarzanie i odtwarzanie obrazéw ([17,18,26,31,51]). Warto
wspomnie¢ tu réwniez istotny wplyw pojecia wahania funkcji na teorig szeregow Fouriera ([56])
oraz geometryczna teorie miary ([4]). Przestrzenie funkcji o ograniczonym wahaniu w naturalny
spos6b pojawiaja si¢ réwniez w teorii aproksymacji ([15,21,27]).

Pomimo licznych, wspomnianych wyzej zastosowai, badanie przestrzeni funkcji o wahaniu ogra-
niczonym napotyka na wiele trudnosci. Poszukujac w tych przestrzeniach rozwigzan odpowiednich
zagadnien napotykamy problemy, takie jak trudnosci w opisie ciaglosci operatoréw superpozycji
czy tez w opisie zwartosci zbioréw oraz odwzorowan. Sa to zapewne powody, dla ktérych klasyczne
metody analizy nieliniowej (takie jak teoria stopnia czy pewne twierdzenia o punktach stalych) nie
znalazly do tej pory zastosowan w poszukiwaniu rozwiazan réwnan calkowych, bedacych funkcjami
o ograniczonym wahaniu.

Przyjrzyjmy si¢ teraz pokrétce temu jak wygladal stan naszej wiedzy w roku 2013, to zna-
czy wtedy gdy zajaglem sig problemem operatoréw superpozycji w przestrzeniach funkcji o wa-
haniu ograniczonym. Podstawowym zrédlem informacji na ten temat moze byé, wydana w roku
2014, monografia [5]. We wstepie do niej znajdujemy m.in. trzy podstawowe problemy zwigzane
z nieautonomicznymi operatorami superpozycji dzialajacym w przestrzeniach funkcji o wahaniu
ograniczonym w sensie Jordana (cytuje za strong 6 z ksiazki [5]):

- Give conditions on h, possibly both necessary and sufficient, under which ho f € BV ([a, b])
for all f € BV ([a,b]), which means that the operator C), maps the space BV into itself;



- Give conditions on h, possibly both necessary and sufficient, under which the operator Cy, is
bounded in the norm ||| gy ;

- Give conditions on h, possibly both necessary and sufficient, under which the operator Cy, is
continuous in the norm ||-|| gy -

W powyzszym cytacie C) oznacza nieautonomiczny operator superpozycji generowany przez
funkcje h, zgodnie z Definicja 9 podana ponizej.

Podobne pytania mozna postawié¢ réwniez dla operatoréw autonomicznych - przy czym dla
dwéch pierwszych pytah odpowiedzi sa dobrze znane (por. wyniki z pracy [29] oraz wstep do
monografii [5]) — jednak dla trzeciego z wymienionych zagadnien nie znaliSmy wéwczas, w ogdlno-
§ci, satysfakcjonujacego rozwiazania. Sposréd rozwiazan czeSciowych nalezy na pewno wymienié
wyniki podane w pracach [7,40] - podajace warunki konieczne i dostateczne na to by operator
superpozycji byl lokalnie lipschitzowski. Przeglad wszystkich wynikéw znaleZ¢ mozna we wspo-
mnianej monografii [5], szczegélnie w Rozdzialach 5 oraz 6, a takze w artykule przegladowym [6]
z roku 2011.

Role operatora superpozycji w analizie nieliniowej najlepiej oceni¢ patrzac na klasyczne réw-
nania calkowe Hammersteina

1
z(t) = g(t) + k(t,s) f(s,z(s))ds, te[0,1], 1)
0

oraz Volterry-Hammersteina:

z(t) =g(t) + | k(t,s)f(s,z(s))ds, te[o,1], (2)
0

Standardowe metody analizy nieliniowej stosowane przy rozwiazywaniu zagadnien tego typu
rozpoczynaja sie od nastepujacego diagramu:

F T

EDV By » B
Spojrzenie takie pozwala nam na przedstawienie probleméw (1) oraz (2) jako réwnan operatoro-

wych
z =g+ TF(z), (3)

gdzie E jest odpowiednia przestrzenia funkeji o wahaniu ograniczonym, F' : V — E; jest opera-
torem superpozycji generowanym przez funkcje f (autonomicznym badZ nieautonomicznym), za$
T : E, — FE jest operatorem calkowym z jadrem &.

OczywiScie bardzo istotny jest tu wybdr odpowiedniej przestrzeni E;: dobrze byloby gdyby
oba odwzorowania F i T byly ciagle, ale byloby réwniez dobrze méc postuzyé sie jakim$ argu-
mentem zwigzanym ze zwartos$cia — na przyklad gdy odwzorowanie T jest pelnociagle, to mozemy
zastosowac teorie stopnia Leray-Schaudera lub twierdzenie Schaudera o punkcie stalym. Niestety,
bezposrednie zastosowanie takich argumentéw nie bylo mozliwe — przede wszystkim ze wzgledu
na brak twierdzen, ktére gwarantowalyby ciaglo$é operatora superpozycji F' oraz takich, ktére
gwarantowalyby pelnociaglosé operatora calkowego 7. W zwigzku z tym znane do tej pory wyniki
dotyczace istnienia rozwigzan zagadnien (1) oraz (2) w przestrzeniach funkcji o wahaniu ogra-
niczonym prowadzily — predzej czy pézniej — do twierdzenia Banacha o kontrakcji (Rozdzial 7
monografii [5], réwniez artykul [14}).

Ponizej przedstawione zostana wyniki, ktére rozwiazuja sporo z wymienionych wyzej probleméw
(przynajmniej cze$ciowo).

4.2. OZNACZENIA 1 PODSTAWOWE DEFINICIE

Zbiory dodatnich oraz nieujemnych liczb catkowitych oznaczane sa odpowiednio jako N oraz Ny.
Symbolem I oznaczamy przedzial jednostkowy [0, 1]. Kule otwarta w przestrzeni unormowanej E,
o érodku z punkcie z i promieniu r € (0, +00) oznaczamy symbolem Bg(z, ). Norma w przestrzeni
unormowanej F oznaczana bedzie jako || - || g.



Tradycyjnie, symbolem LP(J) oznaczamy przestrzein Banacha klas réwnowaznosci funkcji rze-
czywistych, calkowalnych w sensie Lebesgue’a z p-ta potega, gdzie p € [1,+00), i okreslonych na
ograniczonym przedziale J C R.

Ponizej przestawie kilka podstawowych definicji oraz faktéw, z ktérych korzystaé bedziemy
ponizej, a zwiazanych z funkcjami o wahaniu ograniczonym.

Definicja 1. Niech z: I — R bedzie funkcjq rzeczywistq zadang na przedziale I. Wartosé

varz = SUlex(ti) — x(t,1)l,

=1

gdzie supremum brane jest po wszystkich skoriczonych podzialach 0 =ty < t; < ... <t, =1 prze-
dzialu I, nazywamy wahaniem w sensie Jordana (lub, po prostu, wahaniem) funkcji x na przedziale
I. Jesli zamiast przedzialu I weimiemy inny przedzial [a,b], to wahanie funkcji x: [a,b] — R na
przedziale [a,b] oznaczane jest symbolem var(z, [a, b]).

Definicja 2. Niech p € (1,+00) oraz z: I — R bedzie funkcjg rzeczywistq zadang na przedziale 1.
Wartosé .
var, @ = sup Y Ja(ts) - o(ti-1)P,
=1
gdzie supremum brane jest po wszystkich skoiiczonych podzialach 0 = ty < t; < ... < t, =1
przedzialu I, nazywamy p-wahaniem [ub p-wahaniem w sensie Wienera funkceyi x na przedziale I.

Definicja 3. Mdwimy, ze funkcja ¢: [0, +0c0) — [0,400) jest ¢-funkcja jesl: jest ciggla, nieogra-
niczona, niemalejgca oraz ¢p(u) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy u = 0.
Odwolujac sie do pojecia ¢-funkcji mozemy zdefiniowaé wahanie w sensie Younga.

Definicja 4. Niech x: I — R bedzie funkcjq rzeczywistq zadang na przedziale I 1 takg, ze z(0) = 0
oraz niech ¢ bedzie zadanq ¢-funkcjg. Wartosé

varg ¥ = supZd)(lw(h) —z(tio1)]),

1=1

gdzie supremum brane jest po wszystkich skoriczonych podzialach 0 =ty < t; < ... < t, =1
przedziatu I, nazywamy ¢-wahaniem (lub wahaniem w sensie Younga) funkcji z na przedziale I.

Zdefiniujmy teraz A-wahanie funkcji z: I — R. Pojecie to zostalo wprowadzone przez Water-
mana w pracy [56]. Od tego momentu funkcje o ograniczonym A-wahaniu byly intensywnie badane
przez licznych autoréw (np. [43-47,57], do przegladu wynikéw zwigzanych z tym wahaniem po-
nownie odsylam do monografii [5]).

Definicja 5. Niech A = (A\;)nen bedzie niemalejgeym ciggiem dodatnich liczb rzeczywistych. Cigg
teki nazywamy ciagiem Watermana jesl

ST
n=1 /\" ‘
Jesli dodatkowo A, — +00 gdy n — 400, to cigg taki nazywamy wladciwym.

Definicja 6. Niech A = (A\y)nen bedzie ciggiem Watermana i niech dana bedzie funkcjax: I — R.
Méwimy, ze funkcja x jest funkcjg o ograniczonym A-wahaniu gdy istnieje dodatnia stala M taka,
ze dla dowolnego skoriczonego ciggu podprzedzialow domknigtych o parami rozlgcznych wnetrzach
{la1,b1],[az,b2], ..., [an, by]} przedzialu I, zachodzi nastepujgca nieréwnosé

3l —sledl
=1 t

Kres gorny powyzszych sum, wziety po rodzinie wszystkich skoriczonych ciggow podprzedzialéw I o
parami rozlgcznych wnetrzach, nazywamy A-wehaniem funkcji T i oznaczamy symbolem vara(z).



Znanych jest wiele réwnowaznych sposobéw wyrazenia tego, ze funkcja z: I — R ma ograniczo-
ne A-wahanie (np. [57, Theorem 1, p. 34 oraz [H3, Lemma 1]) — nie bedziemy tu jednak wchodzi¢
w szczeglly zwiazane z ta kwestia.

Wspomniane powyzej rodzaje wahania funkcji (w sensie Jordana, Wienera, Younga oraz Wa-
termana) zadane sa ,punktowo” co oznacza, ze nie mozemy stosowaé ich bezpoérednio w prze-
strzeniach LI(I) funkcji calkowalnych. Jednak i w tej klasie przestrzeni mozemy stosowaé podobne
metody. Punktem wyjécia jest w tym wypadku klasyczne pojecie L?-modulu ciaglosci (np. [60])
dla g € [1, +00).

Definicja 7. Zaldimy, ze z: I — R jest funkcjq mierzalng w sensie Lebesgue’a zas [a,b] C I jest
ustalonym przedzialem, a < b. Wartosé

b—h l/q
anfwat) = swp ([ lat+ ) —atid) = sup o+ h) = 2O)lirws-n
O<h<b—a ‘Ja O0<h<b—a

nazywamy LI-modulem cigglosci funkcji x na przedziale [a,b].
Zdefiniujmy teraz wahanie calkowe dla funkcji mierzalnej, wprowadzone przez Terehina ([52]).

Definicja 8. Niech p,q € [1,+00) zas§ z: I — R bedzie funkcjg mierzalng w sensie Lebesgue’a.
Wartosé

. il p\ /P

ivar](z) = sup(Z(wq(m;t,_l,t,)) ) ,

=1

gdzie supremum brane jest po wszystkich skornczonych podzialach 0 = t5 < t; < ... < ity =1
przedziatu I, nazywamy q-calkowym p-wahaniem funkcji . Jezeli ivarg(:z:; a,b) < +o00, to méwimy,
ze funkcja z jest funkcjqg o ograniczonym q-calkowym p-wahaniu. Zbior wszystkich takich funkcji
bedziemy oznaczaé symbolem IBV].

Definicja g-caltkowego p-wahania zostala podana przez Terehina ([52], pewne uogdlnienia tego
pojecia znalezé mozna w pracach [10,11], wersje wielowymiarowe dostgpne sa w [53-55] oraz [15,
16]). Przestrzenie te byly rozwazane w kontekscie teorii aproksymacji, lecz nie z perspektywy
réwnan calkowych czy nieliniowych operatoréw superpozycji.

Wiadomo, ze nastepujace przestrzenie liniowe funkcji o wahaniu ograniczonym, wyposazone w
odpowiednia norme, sa przestrzeniami Banacha:

e BV ={z: I - R:varz < +oo} z normg ||z g, = |z(0)| + var z;

e BV, = {z: ] - R:var,z < +00} z normg lzll gy, = lz(0)] + (var, z)l/P;

BVy ={z: I - R:x(0) = 0ivarg(Az) < +oo dla pewnego A > 0} z norma |||, = inf{\ >
0:varg(z/A) <1}

ABV = {z: I - R:varpz < +oo} z norma ||z|, :=|z(0)| + vary =
o IBVJ ={z: I - R:ivarj(z) < +00} z norma lzllrzvy = lzllLe + ivar)(z);

(por. [5; 11, Theorem 4; 42, Theorem 3.21; 57, Section 3]).

Funkcje nalezace do wymienionych powyzej przestrzeni sa mierzalne w sensie Lebesgue’a. Wia-
domo réwniez, ze wszystkie funkcje nalezace do przestrzeni E € {BV, BV, BV, ABV'} sa ograni-
czone i dla kazdej z tych przestrzeni E istnieje stala cg > 0, taka ze ||z||, < cg ||z g dla kazdego
z € E (||z||, oznacza tutaj norme supremum funkcji ograniczonej z).

Przy okazji omawiania przestrzeni ABV warto wspomnieé, ze przestrzenie te — dla réznych
ciagéw Watermana — mozna w naturalny sposéb poréwnywaé. Mianowicie, dla dwéch ciagéw Wa-
termana A = (Ap)nen oraz I' = (5 )nen relacja I' < A, oznacza



batwo mozna pokazad, ze jesli I' < A, to

™

>

n
J

lim =0,

n-++00 ZJ

co oznacza, ze BV C ABV ([43, Theorem 3|).

2|

4.3. OPERATORY SUPERPOZYCIJI

Przywolajmy teraz definicje nieliniowych operatoréw superpozycji.
Definicja 9. Zaléimy, ze g: I — R jest dowolng funkcjq.

(a) Niech f: I x R — R. Operator
F(g)(u):=f(u,g(u)), (4)

gdzie g: I — R jest dowolng funkcjq, nazywamy nieautonomicznym operatorem superpozycji
generowanym przez funkcje f.

(b) Niech f: R — R. Operator
F(g)(u):=f(g(w)), (5)

gdzie g: I — R jest dowolng funkcjg,nazywamy autonomicznym operatorem superpozycji ge-
nerowanym przez funkcje f.

Operatory superpozycji rozpatrywane w kontekscie funkcji o wahaniu ograniczonym prowadza
do wielu nietrywialnych probleméw. Na poczatku lat 80-tych XX-go wieku Josephy udowodnil
wazne twierdzenie w tej tematyce

Twierdzenie 10 ((29]). Autonomiczny operator superpozycji F' dany wzorem (5) przeksztalca
przestrzen BV w sicbie wtedy i tylko wtedy gdy jego generator f: R — R jest funkcjq lokalnie
lpschitzowskq.

Twierdzenie to podaje tzw. acting conditions dla autonomicznych operatoréw superpozycji w
przestrzeni funkcji o wahaniu ograniczonym w sensie Jordana. Z kolei przypadek nieautonomiczny
jest duzo bardziej zlozony (zob. dyskusje w Rozdziale 6 monografii [5] oraz artykul Mackowiaka
[37]). Warunki konieczne i dostateczne dla nieautonomicznego operatora superpozycji odwzorowu-
jacego przestrzen funkcji o ograniczonym wahaniu w sensie Jordana w siebie zostaly podane przez
Bugajewska et al. w pracy [13]. Autorzy podali w nim nastgpujace Twierdzenie:

Twierdzenie 11 ([13]). Niech f: [0,1] x R — R bedzie dang funkcjq. Nastgpujgce warunki sq
réwnowazine:

1. nieautonomiczny operator superpozycji F', generowany przez f, odwzorowuje przestrzen BV
w siebie i jest lokalnie ograniczony;

2. dla kazdego r > 0 istnieje stala M, > 0 taka, Ze dla kaidego k € N, dowolnego skorczo-

nego podziatu 0 = tg < ... < ty = 1 przedzialu [0,1] oraz dowolnego skoriczonego ciggu
Ug, Uy, ..., uy € [-7,7] spelniajgcego warunek Zfﬂlul —u;—1| < 7, zachodzq nastepujgce
nieréwnosci

k k
N[ Ftw) = flnuw)| S Me i Y [ f(tn,u) = flte1w1)| < M
1=1 =1

Z kolei problem lokalnej ograniczonosci zostal w interesujacy sposéb rozwiazany w pracy [30].

W kazdym razie problem acting conditions oraz problem lokalnej ograniczonosci operatoréw su-
perpozycji w przestrzeniach funkcji o wahaniu ograniczonym (tj. dwa pierwsze problemy wymienio-
ne we wstepie do monografii [5]) nie byly gléwnym przedmiotem moich rozwazan (chociaz problem
acting conditions rozwazalem w przestrzeniach funkcji o ograniczonym g-calkowym p-wahaniu



por. Twierdzenie 22 ponizej). W moich badaniach skupilem sie na trzecim z wymienionych proble-
méw tj. na cigglosci operatora superpozycji w réznych przestrzeniach typu BV.

Z problemem ciaglo$ci operatora superpozycji w przestrzeniach funkcji o ograniczonym waha-
niu zetknalem sie po raz pierwszy podczas konferencji zorganizowanej z okazji urodzin Profesora
Kazimierza Geby na Politechnice Gdanskiej, we wrze$niu 2013 roku. Podczas konferencji wyslu-
chalem wykladu prof. Dariusza Bugajewskiego z Uniwersytetu Adama Mickiewicza w Poznaniu
po czym odbylem z nim interesujaca dyskusje. Spotkanie to okazalo si¢ by¢ owocnym — pierwszym
owocem, ktéry otrzymaliSmy bylo, podane ponizej, Twierdzenie 12 podajace warunki dostateczne
na ciggloéé autonomicznego operatora superpozycji w przestrzeni BV — dla generatoréw klasy C!.
Wynik ten zostal pézniej opublikowany w pracy [H1].

Ku naszemu zdziwieniu, podczas pracy nad pierwszym artykulem (tzn. [H1]), odkryli$my, ze
bardzo duzy krok do opisu ciaglosci operatora superpozycji w przestrzeni BV wykonany byl kilka
dekad wczesniej! Ciaglo$é nieautonomicznego operatora superpozycji w przestrzeni BV badana
byla przez Morse’a w latach 30-tych XX-go wieku. W pracy [41] autor udowodnil, ze jesli generator
f moze zostaé przedstawiony za pomoca funkcji odpowiedniej regularnosci, to nieautonomiczny
operator superpozycji, generowany przez funkcje f dziala na przestrzeni BV w sposéb ciagly ([41,
Theorem 7.1]). Interesujaca obserwacja jest to, ze autonomiczny, lokalnie lipschitzowski, generator
spelnia zalozenia Morse’a — stad wszystkie autonomiczne operatory superpozycji, spelniajace acting
conditions podane przez Josephy’ego, sa réwniez ciagle. Przypadek nieautonomiczny pozostaje
jednak otwarty, nawet po ,,ponownym odkryciu” wynikéw Morse’a — podane przez niego warunki
nie sa koniecznymi dla ciaglodei (co zaznaczyliSmy w pracy [H1]). W zwiazku z wynikami Morse’a
warto réwniez zaznaczy¢, ze dowdéd podanego przez niego twierdzenia jest dalece nietrywialny i
jego zrozumienie wymaga uwaznego wczytania sig we wszystkie fakty podane w tej technicznej,
czterdziestostronicowej, pracy. Z drugiej strony dowody podane przez nas sa zupelnie inne, duzo
krétsze i bardziej czytelne.

Pierwszym twierdzeniem z tej serii jest:

Twierdzenie 12 ([H1, Theorem 2)). Zalézmy, ze f: R — R jest funkcjqg majgcq ciggle pochodng.
Woéwezas autonomiczny operator superpozycji F: BV — BV generowany przez funkcje f jest
ciggly.

Podany w pracy dowdd jest zupelnie inny od technik stosowanych wezesniej przy rozwiazywa-
niu probleméw zwiazanych z operatorami superpozycji w przestrzeniach typu BV i odwoluje si¢ do
pewnych wlasnoéci aproksymacyjnych wielomianéw Bernsteina. Jak wspomnialem uprzednio do-
wdéd ten nie obejmuje ogdlnej sytuacji operatoréw autonomicznych lecz jest niezwykle elementarny
— w szczegblnosci w poréwnaniu z metodami Morse’a. Ostatnio réwniez wspomniany przypadek
ogélny dla operatoréw autonomicznych zostal rozwiazany elementarnymi metodami (i to zupelnie
innymi niz te zastosowane w pracy [H1]) — szczegély znalezé mozna w pracy Mackowiaka [38].

Okazalo sig, ze wynik podobny do Twierdzenia 12 mozna podaé réwniez dla szerszej klasy
operatoréw f: R — R, kosztem oslabienia topologii w przeciwdziedzinie.

Twierdzenie 13 ([H1, Theorem 3]). Zaldzmy, ze funkcja f: R — R jest absolutnie ciggla na
kazdym zwartym przedziale zawartym w R. Zaldzmy réwniez, ze istnieje takie g € (1,400), Ze
f' € L—a,aq] dla kazdego a > 0. Wéwczas autonomiczny operator superpozycji F': BV — BV,
jest ciggly, gdzie p jest liczbg sprzezong do q, tzn. p~1 + ¢ ! =1.

Mozemy réwniez przej$é do ogélniejszej sytuacji ¢-wahania. Na poczatek przypomnijmy kilka
faktow zwiazanych z pojeciem modulu cigglosci funkcji.

Definicja 14 ([36, p. 41]). Funkcje w: [0,4+00) — [0,4+00) nazywamy modulem ciaglodci, jesk
jest niemalejgca, subaddytywna, ciggla oraz w(0) = 0.

Definicja 15 ([8, p. 406]). Modul cigglosci w jest modulem ciaglosci funkcji f: [—a,a] — R, gdy
|f(t) — f(s)| € w(d) dla wszystkich punktéw t,s in [—a,a] spelniajgcych |t — s| < 4.

Dowdd nastepujacego twierdzenia dotyczacego ¢-wahania wywodzi sie z podobnego pomyslu
jak dowody Twierdzen 12 oraz 13 (w twierdzeniu tym B2(f) oznacza n-ty wielomian Bernsteina
funkcji f na przedziale [—a, a]).



Twierdzenie 16 ([H1, Theorem 4]). Zaldzmy, ze w: [0,+00) — [0, +00) jest wklegslym, nieograni-
czonym 1 Scisle rosngcym modulem cigglosci cigglej funkcji f: [—a,a] — R, zaé przez ¢ oznaczmy
funkcje ¢: [0, +00) — [0, +00) dang wzorem ¢(s) = [w‘l(és)]p, gdzie p > 1. Niech, dodatkowo, F
oraz F,, oznaczajq autonomiczne operatory superpozycji o generatorach, odpowiednio, f i B:(f),
odwzorowujgce kule Bgyv(0,a) w pewien podzbidr przestrzeni B(I) funkcji ograniczonych zlozony z
Junkcji o ograniczonym ¢-wahaniv. Wowczas vary[F(z) — Fn(z)] — 0 jednostajnie ze wzgledu na
T € BB\/(O, a).

W pracy [H3] podobne wyniki zostaly udowodnione dla operatoréw superpozycji dzialajacych
w przestrzeniach ABV

Twierdzenie 17 ([H3, Theorem 9]). Zaldzmy, Ze funkcja f: R — R ma cigglg pochodng. Wéwczas
autonomiczny operator superpozycji F: ABV — ABV, generowany przez funkcje f, jest ciggly.

W przypadku przestrzeni BV zauwazyliSmy, ze operator superpozycji generowany przez funk-
cje, ktora niekoniecznie jest lokalnie lipschitzowska, dziala z przestrzeni BV do pewnej wigkszej
przestrzeni. W przypadku przestrzeni ABV obserwacja ta prowadzi do kilku interesujacych pytan.
Na cze$é z nich udalo si¢ nam odpowiedzie¢ w formie ponizszych twierdzei.

Twierdzenie 18 ([H3, Theorem 10]). Jezeli ' < A sq ciggami Watermana za$ F : ABV — T'BV
jest autonomicznym operatorem superpozycji generowanym przez f : R — R, to f jest funkcjq
stalq.

Twierdzenie 19 ([H3, Theorem 12]). Jezeli f : R — R jest funkcjq ciggle, F jest autonomicznym
operatorem superpozycji, generowanym przez f zas A jest ciggiem Watermana, to wowczas istnieje
taki cigg Watermana T', Ze operator autonomiczny F': ABV — I'BV jest ciggly.

Dla nieautonomicznych operatoréw superpozycji udalo mi sie udowodnié¢ twierdzenie o jed-
nostajnej ciagloici operatoréw superpozycji w przestrzeniach ABV — zalozenia tego twierdzenia
obejmuja m.in. generatory f € C'((—a,1+ a) x R) dla pewnego a > 0.

Twierdzenie 20 ([H6, Theorem 2]). Zaldzmy, ze f: I x R — R spelnia nastepujgce zalozenia
(C1) istnieje funkcja réznowartosciowa ¢ € ABV spelmiajqcea:
,0)— 0
(a) Im>0 Vi,sel, t#s ‘% <m
(b)) VM >0 Ve>0 36>0 Vvwe[-M,M| Vitsel t#s

(t,v) — f(s,v)  fltw) — fs,w)
o(t) — ¢(s) é(t) — é(s)

|v—w|<6=>‘f

(C2) dla dowolnego t € I funkcja v — f(t,u) posiada cigglg pochodng na R oraz

(a) funkcje gﬁ(t, ): R — R sq jednostagnie ciggle na zwartych podzbiorach ze wzgledu na
u, jednostajnie ze wzgledu na t, to znaczy

VM>0 Ve>0 36>0 Vowe[-MM] Vtel

_of

9
v —w| <6 = ‘a—i(t,v) o

(¢, w)‘ <e
(b) pochodna %5: I xR — R jest lokalnie ograniczona, to znaczy

of

VM>0 3Ly>0 Vtel Vove|-M M| ‘%(t,v) < L.

Wéwczas nieautonomiczny operator superpozycji F': ABV — ABV generowany przez funkcje
f jest jednostagnie ciggly na ograniczonych podzbiorach ABV .



Warunki dostateczne na jednostajna ciaglosé nieautonomicznego operatora superpozycji w prze-
strzeni ABV sformulowali§my réwniez z innej perspektywy. Na funkcje f: I x [-M, M] — R moze-
my spogladaé jako na generator pewnej krzywej F: I — E w odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej
E. Okazuje sig, ze warunki na jednostajna ciaglo$é operatora superpozycji F' (na ograniczonych
podzbiorach ABV') moga by¢ sformulowane w terminach wlasnosci tej krzywej.

Twierdzenie 21 ([HG6, Theorem 3]). Zaldzmy, ze funkcja f: I x[—M, M| — R spelnia nastepujgce
warunki:

(D1) funkcja f jest ciggla;
(D2) dla dowolnego t € I funkcja [—M,M] > u— f(t,u) ma cigglg pochodng;
(D3) odwzorowanie L: I — Lip[—M, M| dane wzorem L(t) = f(t,-) jest ciggle;

(D4) odwzorowanie F: I — C[—M, M) dane wzorem F(t) = f(t,) ma ograniczone A-wahanie
; C[-M,M] )
27. var, (F) < +00;

(D5) odwzorowanie F: I — C[—M, M| dane wzorem F(t) = f(t,-) ma A-wahanie Wienera réwne
0, tzn. PVf[_M‘M](]-') =0.

Wéwczas nievatonomiczny operator superpozycji F': Bapy (0, 1\71) — ABV generowany przez
funkcje f jest jednostajnie ciggly.
Wahania va.rf[_M’M] oraz I/Vf [=#.M] wystepujace w warunkach (D4) oraz (D5) oznaczaja
odpowiednio A-wahanie oraz A-wahanie Wienera funkcji o wartosciach w przestrzeni Banacha.
Odpowiednie definicje znalezé mozna w pracy [H6|.

W przestrzeni funkcji o ograniczonym g-calkowym p-wahaniu rozpatrywaliémy réwniez problem
acting conditions.

Twierdzenie 22 ([H4, Theorem 3]). Funkcja borelowska f: R — R generuje autonomiczny opera-
tor superpozycji F': IBV)! — 1BV wtedy i tylko wtedy gdy f speinia globalny warunek Lipschitza.

4.4. OPERATORY CALKOWE

Rozwazmy teraz liniowe operatory K: E — E postaci

Ka(t) = / ' ke, 9)z(s)ds,
0

dla z € E, gdzie E jest pewna przestrzenia funkcji o wahaniu ograniczonym. Funkcja k: I x I —
R (oczywiscie spelniajaca odpowiednie zalozenia) nazywana jest jadrem operatora catkowego K.
Operatory tej postaci w naturalny sposéb pojawiaja sie gdy rozpatrujemy réwnania calkowe typu
Hammersteina (1) .

Ponizsze stwierdzenie dotyczace tych odwzorowan méwi, ze odwzorowania spelniajace pew-
ne naturalne warunki (podane w pracy [14] i gwarantujace ciaglo$é operatora K) sa faktycznie
pelnociagle.

Stwierdzenie 23 ([H1, Proposition 6]). Niech p,r € [l,+00) oraz zalézmy, ze odwzorowanie
k: I xI— R spelnia zalozenia

(a) dla kazdego t € I funkcja s — k(t,s) jest mierzalna w sensie Lebesgue’a;
(b) funkcja s — k(0,s) jest calkowalna w sensie Lebesgue’a;

(c) var(k(-,s)) < m(s) dla p.w. s € I, gdzie m: I — [0,+00) jest funkcjg calkowalng w sensie
Lebesgue’a.



Wdwezas operator catkowy K : BV, — BV;, dany wzorem
1
Kx(t) = / k(t, s)z(s)ds, tel, x € BV, (6)
0

jest pelnociggly.
Nastepnie podobny rezultat uzyskaliémy dla przestrzeni ABV
Stwierdzenie 24 ([H3, Proposition 4]). Zaldzmy, ze k: I x I — R spelnia
(a) dla kazdego t € I funkcja s — k(t, s) jest mierzalna w sensie Lebesgue’a;
(b) funkcja s — k(0, s)jest calkowalna w sensie Lebesgue’a;

(c) istnieje cigg Watermana A dla ktérego vara (k(-,8)) < m(s) dla p.w. s € I, gdzie m: I —
[0, +00) jest funkcig calkowalng w sensie Lebesgue’a.

Wowczas operator K, zadany wzorem
1
Ka(t) = / k(t,s)z(s)ds tel, zeABV, )
0

przeksztalea przestrzeri ABV w przestrzeri ABV 1 jest pelnociggly.
Nastepnie podalismy charakteryzacje liniowych i ciaglych operatoréw calkowych z BV do BV.

Twierdzenie 25 ([H2, Theovem 4]). Zaldimy, Ze K jest liniowym operatorem catkowym z jgdrem
k: I xI—R, tzn. K dany jest wzorem

1
Ka(t) = / k(t,$)a(s)ds,  tel (8)
Jo
Operator K odwzorowuje przestrzen BV w siebie w sposob ciggly wtedy 1 tylko wtedy gdy spelnione
sq nastepujgcee warunki:
(H1) dla kazdego t € I, funkcja s — k(t, s) jest catkowalna w sensie Lebesgue’a na I;
14
(H2) istnieje stata M > O taka, Ze supvar(/ k(~,s)ds> < M.
gel 0

Zalozenia te sq spelnione nawet przez niektore jadra slabo osobliwe, w szczegolnosci te, kto-
re odpowiadaja calkowaniu ulamkowego rzedu Riemanna-Liouville’a ([H2, Example 1]). Podobne
warunki mozna podaé réwniez dla operatoréw calkowych dzialajacych z BV do BV}, lub ABV.

Twierdzenie 26 ([H2, Theorem 5|). Zaldimy, ze p € [1,+00). Liniowy operator calkowy K
zadany wzorem (8) jest cigglym odwzorowaniem z BV do BV, wtedy 1 tylko wtedy gdy spelnione
sq nastepujgce warunki:

(i) dla kazdego t € I funkcja s — k(t,s) jest catkowalna w sensie Lebesgue’a na I;

3
(i1) istnieje stala M > 0 taka, ze sEuII)varp (/ Ic{-,s)ds) <M.
€ 0

Twierdzenie 27 ([H3, Theorem 14]). Liniowy operator calkowy K, zadany wzorem (8), jest
cigglym odwzorowaniem z BV do ABV wtedy ¢ tylko wtedy gdy spelnione sq nastepujgce warunki:

(a) dla kazdego t € I funkcja s — k(t,s) jest calkowalna w sensie Lebesgue’a na I;

3
(b) istnieje stala M > 0 taka, Ze supvary (/ k(~,s)ds> < M.
gel 0
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Udalo sie réwniez podaé dwa rézne warunki dostateczne na ciaglosé operatora caltkowego K :
LI — IBV{.

Twierdzenie 28 ([H4, Theorem 1]). Niech 1 < g < +00 oraz 1/q+1/q¢ = 1. Zaléimy, ze funkcja
k: I xI— R spelnia nastepujgce warunki:

(a) k jest funkcjq mierzalng w sensie Lebesque’a na I x I;

(b) istnieje taka funkcja mg € LY, ze ||k(-, )]s < mo(s) dla p.w. s € I;

(c) istnieje taka funkcja m € LY, ze ivar? (k(-, s);0,1) < m(s) dla p.w. s € I.
Wéwczas liniowy operator catkowy K, o jedrze k, dziala z L? do IBV] i jest ciggly.

Twierdzenie 29 ([H4, Theorem 2]). Let 1 < ¢ < +oo and 1/q+1/¢’ = 1. Zaldimy, ze funkcja
k: I x I — R spelnia nastepujgce warunksi:

(a) k jest funkcjq mierzalng w sensie Lebesgue’a na I x I;

(b) funkcja s — k(t, s)nalesy do przestrzeni LY dla p.w. t € I;

1/q
(c) Ko = (fy k(t,)7,.dt) " < +oo;

ti—h ;o NUT \1/a
(d) K = supg Zf;l SUPo<h<t, £, , (t J (f01|k(t + h,s) — k(t, s}|9 ds) dt) < 400,
1—1

gdzie supremum jest brane po wszystkich skoriczonych podzialach I przedzialu I. Wowczas liniowy

operator catkowy K, o jadrze k, dziala z L? do IBV] i jest ciggly.
Warto zauwazy¢, ze operator catkowy Riemanna-Liouville’a ulamkowego rzedu o € (1 — 1,1)

q k]
spelnia zalozenia Twierdzenia 28 ([H4, Theorem 5]).

4.5. TWIERDZENIA O ISTNIENIU

Jak juz zauwazyliSmy we wstepie, metody analizy nieliniowej, ktére zwiazane sg z pojeciem
zwartosci, byly praktycznie nieosiggalne w przestrzeniach typu BV zanim pojawily sie wspomniane
wyzej wyniki. Ponizej przedstawie kilka obserwacji, ktére nieco zmienily krajobraz.

Nastepujace twierdzenie zostalo udowodnione przy pomocy twierdzenia Schaudera o punkcie
stalym.

Twierdzenie 30 ([H1, Theorem 5]). Zaldzmy, ze jedro k: I x I — R oraz nieliniowo$¢ f: R — R
spelniajq zalozenia

1° f: R — R jest takq funkcjq cigglq, ze:

(a) f jest absolutnie ciggla na kazdym zwartym podprzedziale R;
(b) istnieje takie g € (1,+00), ze f' € L—a,qa] dla kaidego a > 0;
(c) f jest sub-liniowa, tzn. limyy|_, ool f(u)]/|u| = 0;

2° jadro k: I x I — Rspelnia warunki:

(a) dla kazdego t € I funkcja s — k(t,s) jest mierzalna w sensie Lebesgue’a;
(b) funkcja s — k(0, s) jest calkowalna w sensie Lebesgue’a;

(c) vark(-,s8) < m(s) dla p.w. s € I, gdziem: I — [0, +00) jest funkcjq calkowalng w sensie
Lebesgue’a.

Wéwczas istnieje rozwigzanie réwnania (1) nalezgce do przestrzeni BV.

Podobny wynik podany jest w pracy [H3| dla przestrzeni ABV.
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Twierdzenie 31 ([H3, Theorem 13]). Zaldzmy, ze k: I x I — R oraz f: R — R spelniajg
nastepujqce zalozenia

19 f: R — R jest funkcjg posiadajqcq ciggle pochodng oraz takq, ze f jest sub-liniowa, tzn.
lim,, x'f(u)l/|u| =0

20 jgdro k: I x I — R spelnia warunki:

(a) dla kazdego t € I funkcja s — k(t, s)jest mierzalna w sensie Lebesgue’a;
(b) funkcja s — k(0, s) jest catkowalna w sensie Lebesgue’a;

(c) istnieje taki cigg Watermana A, ze varp (k(-,5)) < m(s) dla p.w. s € I, gdziem: I —
[0, +00) jest calkowalna w sensie Lebesgue’a.

Woéwczas w przestrzeni ABV istnieje rozwigzanie réwnania (1).

Udalo nam si¢ réwniez zastosowaé¢ w dowodzie twierdzenia o istnieniu teorig stopnia Leray’a-
Schaudera.

Twierdzenie 32 ([H2, Theorem 6]). Zalézmy, ze k: I x I — R oraz f: R — R spelniaje naste-
pujgce zalozenia:

(a) vark(-,5) < m(s) dla pw. s € I, gdzie m: I — [0,+00) jest funkcjg calkowalng w sensie
Lebesgue’a.

(b) dla kazdego t € I, funkcja s — k(t, s) jest calkowalna w sensie Lebesgue’a na I;
(c) g€ BV;
(d) f: I xR — R jest lokalnie ograniczong funkcjg Carathéodory’ego.

Jesli, dodatkowo, wstnieje dodatnia liczba naturalne Ay spelniajgca warunek

Al S
”.’IHBV —+ 0'(A[0)T0

1,
gdzie Ty:= fol |5(0, s)|ds + ji)l m(s)ds, to istnieje rozwigzanie problemu (1) nalezqce do przestrzeni
BV i spelniajgce ||z|| g, < M.

W przypadku przestrzeni funkcji o ograniczonym calkowym wahaniu pewne twierdzenia o ist-
nieniu rozwiazan réwnan Hammersteina zostaly udowodnione przy pomocy twierdzenia Banacha
o punkcie stalym.

Twierdzenie 33 (|H4, Theorem 4]). Zaléimy, ze:
(a) f: R — R spelnia warunek Lipschitza ze stalg L > 0;
(b) jadro k: I x I — R spelnia warunki (a)-(c) z Twierdzenta 28 lub {a)-(d) z Twierdzenia 29;
(c) g€ IBV}.

Wowczas istnieje taka 6 > 0, ze dla wszystkich A spelniajgcych |A| < 6 réwnanie

1
z(t) = g(t) + /\/D k(t, s) f(s,z(s))ds, tel, 9)

posiada dokladnie jedno rozwigzanie w przestrzeni IBV) .
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Jak pokazaliémy w [H4] Twierdzenie 33 moze by¢ zastosowane do pewnych zagadnien z po-
chodnymi Riemanna-Liouville’a rzedu ulamkowego

{z(o‘)(t) = f(z(t)), te€(0,1], (10)

z(a—l)(o) = Iy,

gdzie (% oznacza pochodna Riemanna-Liouville’a funkcji z rzedu « € (0, 1).
Wyniki, ktére uzyskaliémy dla calkowych réwnan Hammersteina moga znalezé zastosowanie w
szczegblnej sytuacji, odpowiadajacej funkcji Greena dla zagadnief brzegowych Sturma-Liouville’a.

(p(t)z' (1)) + ¢(t)z(t) = h{t) dlapw.te€ (0,1)
lo(2(0),2'(0)) =0 (11)
Li(x(1),2'(1)) =0,
gdzie lo,[; odpowiadaja warunkom brzegowym (szczegély znalezé mozna w pracy [H5]).
Oczywiscie gdy rozpatrujemy klasyczne zagadnienia Sturma-Liouville’a z regularnymi warun-
kami brzegowymi pytanie o to czy rozwiagzania sa funkcjami o ograniczonym wahaniu w sensie
Jordana jest bezzasadne. W tej, regularnej, sytuacji wszystkie rozwiazania sa klasy C! na zwar-
tym przedziale i jako takie maja — oczywiScie — ograniczone wahanie. Jednak sytuacja moze by¢
inna gdy rozpatrywa¢ bedziemy osobliwe warunki brzegowe. W tej sytuacji udalo si¢ nam znaleié
charakteryzacje (w jezyku rozwiazan fundamentalnych — czyli przy pomocy wlasnosci funkcji Gre-
ena) zagadnien, dla ktérych wystepuja rozwiazania o nieograniczonym wahaniu w sensie Jordana.
Twierdzenie 34 ([H5, Theorem 3.9]). Zaldézmy, ze G : (0,1) x (0,1) — R jest funkcjg Greena dla
zagadnienia Sturma-Liovville’a (11) dang wzorem
t<1
12
s<1, (12)

B clzy(s)za(t) 0<s<
Glst) = { Lz (t)za(s) 0<t<

gdzie T1,z9: I — R sq odpowiednimi rozwigzaniami fundamentalnymi (por. Twierdzenie 2.1 w
pracy [H5]). Wéwczas operator catkowy K : L?(I) — L%(I) dany wzorem

1
(Kz)(t) = / G(s,t)z(s)ds
0
odwzorowuje przestrzeri BV w siebie wtedy 1 tylko wiedy gdy spelnione sq nastepujgce warunki:
(a) €€ (0,1) var(zog,[£,1]) < +o0;
(b) 3€£€(0,1) var(zy,[0,£]) < +oo;
(C) 3 £ € (Oa 1) var(yl, [£$ 1]) < +o00, gdZie yl(t) =I (t) ftl zQ(s)ds;

(d) €€ (0,1) var(yq,[0,£]) < +o0, gdzie ya(t) = 1:2(t)f0t z1(s)ds;

(e) limsup;_q+ f(f zl(s)ds‘ - var(zs, [£,1]) = Mp < +o00;

(f) limsup,_,;- ‘ffl zz(s)ds‘ -var(z1, [0,£]) = My < +o0.

4.6. ZWARTOSC

Do niedawna o zwarto$ci w przestrzeniach funkcji o wahaniu ograniczonym mogli§my powie-
dzie¢ naprawde niewiele. Mozna tu wspomnie¢ w zasadzie jedynie charakteryzacje zwartosci w
przestrzeni BV podana w czeéci I znanej monografii Dunforda i Schwarza [24, Exercise 1V.13.48].
Zgodnie z podanym tam ¢éwiczeniem (sic!) przestrzeni BV moze byé przedstawiona jako suma pro-
sta podprzestrzeni NBV (zlozonej z funkeji g, ktére sa prawostronnie ciagle i spelniaja g(0) = 0)
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oraz z podprzestrzeni zlozonej ze wszystkich funkcji, ktére znikaja poza zbiorami przeliczalnymi
(izomorficznej z L'). Na podstawie 24, Excercise IV.13.34] zbiér K C NBV jest relatywnie zwarty
wtedy i tylko wtedy gdy istnieje taka funkcja g € NBV, ze odwzorowanie

Ay, dhe /lh(s),uf(ds)

jest jednostajnie ciggle ze wzgledu na f € K. W powyzszym zapisie u, jest miara odpowiadajaca
funkcji g € NBV za$ A, jest zbiorem tych funkcji € NBV, dla ktérych |z(t)| < 1 dla prawie
wszystkich ¢ ze wzgledu na miarg pg. Powyzsza charakteryzacja — raczej niezbyt czytelna - nie
wydaje si¢ réwniez zbyt praktyczna.

Nieco inne obserwacje zwiazane ze zwartoScia w przestrzeniach funkcji o ograniczonym p-
wahaniu lub wahaniu w sensie Younga (szczegélnie zwigzane ze zwartymi wlozeniami) podane
zostaly w pracy Ciemnoczolowskiego i Orlicza [20]. Warto réwniez wspomnieé prace zajmujace sig
zwartoscia w przestrzeni CBYV funkcji ciaglych o ograniczonym wahaniu: jedna z nich autorstwa
Prusa-Wiéniowskiego [45] i druga — wykorzystujaca wielomiany Bernsteina — autorstwa Czudka
[22].

W przypadku przestrzeni klasy C* bardzo czesto odwolujemy sic do twierdzen o zwartym
wlozeniu inspirowanych Twierdzeniem Arzela-Ascoliego. Obserwacje te bezposrednio prowadza do
dowodéw pelnociagloéci odpowiednich operatoréw. Mozna zapytac sie czy podobne podejscie moze
zostaé wykorzystane réwniez w przypadku przestrzeni funkcji o ograniczonym wahaniu. Inspiracja
do poszukiwania takich wynikéw jest wynik podany przez Ciemnoczolowkiego i Orlicza ([20, Pa-
ragraf 1.5]). Ponizej podamy kilka uogélnien podanego tam twierdzenia o wlozeniu.

Zalézmy teraz, ze funkcja w: [0,+00) — [0,400) oznacza modul ciaglosci (por. Definicja 14
powyzej). Przez H* oznaczmy przestrzen liniowa zlozona z funkcji rzeczywistych okreslonych na
przedziale I i spelniajacych nastepujace warunki:

[z(t) — 2(s)| < kw(|t — s|) dlat,s € I, gdzie k > 0.

Dla uproszczenia zalozimy dodatkowo, ze x(0) = 0 dla wszystkich z € H“. Przestrzeni liniowa HY

Z Normy
|zl = inf{k > 0: |2(t) — z(s)| < kw(|t — s]) dlat,s € I}

jest przestrzenig Banacha.
Przy pomocy symboli BV’ oraz ABV* oznaczmy przestizenie Banacha H“NBVy i HYNABV,
z normami odpowiednio réwnymi |2] 4 = max{||z||, , |z],} oraz ||, = max{||z|, , [z}
Ponizszy rezultat jest podobny do wyniku uzyskanego przez Ciemnoczolowskiego i Orlicza w
pracy [20, Paragraf 1.5].

Stwierdzenie 35 ([H2, Proposition 5|). Zalézmy, ze A = (An)nen 0raz T’ = (Yn)nen s¢ takimi cig-
gami Watermana, ze A < T'. Wowczas przestrzen ABVY zanurza sig w sposéb zwarty w przestrzeni
I'BV.

Pokazalis$my réwniez bezposrednie uogélnienie wyniku Ciemnoczolowskiego i Orlicza:

Stwierdzenie 36 ([H2, Proposition 6]). Zalézmy, ze ¢,¢: [0,+00) — [0,+00) s¢ takimi wypukly-
ma ¢-funkcjami, ze
¥(s)

sl_'.llg)1+ 50%s) =0 dla wszystkich X € (0,1]. (13)

Wéwczas przestrzen BV’ zanurzona jest w sposob zwarty w przestrzeni BVy;.

Wydaje si¢ interesujacym pytanie czy mozna, z grubsza méwiac, odwréci¢ Stwierdzenie 35,
czyli czy mozna udowodnié, ze dla kazdego zwartego podzbioru K przestrzeni ABV istnieje taki
ciag Watermana I' = (yp)nen, ze I' < A, K C T'BV i zbiér K jest ograniczony w normie || - |[rpv.
Ponizej pokazemy, ze w ogdélnosci odpowiedz jest negatywna, jednak dla szerokiej gamy ciagéw
Watermana odpowiedz ta jest pozytywna. Rozpocznijmy od dwéch definicji — przy czym dla da-
nego ciagu Watermana A, symbolem A(,,) oznaczmy ciag Watermana powstaly poprzez usunigcie
poczatkowych (m — 1) wyrazéw ciagu A.
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Definicja 37 ([46}). Mdéwimy, Ze funkcja x € ABV jest ciagla w A-wahaniu, jesli
lim vara,,(z) = 0.
m—0o0

Definicja 38 ([46]). Jezeli A jest ciggiem Watermana, to warto$é:

2n 1

. i=1 X,

S = limsup :1—'\1
n—oo i=1 /\_:

jest nazywana indeksem Shao-Sablina ciagu A.

Zbioér wszystkich funkcji x € ABV, ktére sa ciagle w A-wahaniu oznaczany bedzie symbo-
lem ABV,, za$ jego podzbidr zlozony ze wszystkich tych funkcji, ktére — dodatkowo — sa ciagle
oznaczony bedzie symbolem CABYV,. Pojecie ciagloéci w A-wahaniu zostalo wprowadzone przez
Watermana w pracy [58]. Nieco pézniej, w pracy [59], Waterman postawil hipoteze, Ze nie wszystkie
funkcje o ograniczonym A-wahaniu sa ciagle w A-wahaniu. Przyklad takiej funkcji zostal podany w
pracy [25]. Problem ten zostal jednak rozwiazany ostatecznie przez Prusa-Wisniowskiego w pracy
[46]:

Twierdzenie 39 ([46]). Dla dowolnego wlasciwego ciggu Watermana A, nastepujgce zdania sq
rownowazne:

1. przestrzeri CABV jest osrodkowa;
2. CABV, =CABV;

3. ABV, = ABV;

4. Sy < 2.

Co ciekawe, pojecie ciaglo$ci w A-wahaniu okazuje sig by¢ blisko zwiazane ze zwartoScia w klasie
przestrzeni ABV. W szczegdlno$ci, mamy do$é prosta obserwacje, ze jesli I' < A oraz z € TBV,
to funkcja z jest ciagla w A-wahaniu. Udalo sie nam udowodnié nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 40 ([H3, Theorem 18]). Jezeli K C ABV jest zwarty oraz K C ABV,, to istnieje
taki cigg Watermana I’ < A, ze K CTBV i K jest ograniczonym podzbiorem I' BV .

Jak wspomnieliémy wyzej, w sytuacji gdy S, = 2, istnieje ciagla funkcja zg € ABV, ktéra nie
jest ciggla w A-wahaniu, a co za tym idzie istnieje zbiér zwarty (singleton zlozony z tejze funkcji),
ktéry nie nalezy do zadnej z przestrzeni I'BV dla ' < A. Jednak dla przestrzeni, dla ktérych
ShA < 2 mamy nastepujacy wniosek:

Whiosek 41 ([H3, Corollary 2]). Jezeli Sy < 2 oraz K C ABV jest zbiorem zwartym, to istnieje
cigg Watermana T < A taki, Ze K CTBV oraz K jest ograniczonym podzbiorem I'BV .

5. Oméwienie pozostalych osiggnieé naukowo-badawczych.
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Zawartoé¢ wiekszosci z powyzszych prac mozna podzielié na kilka zasadniczych tematéw.

5.1. GLOBALNE TWIERDZENIA BIFURKACYJINE

Zalézmy, ze E jest przestrzenia Banacha z norma || - || za§ A C R! jest otwartym przedzialem.
Niech odwzorowanie F' : Ax E — E bedzie pelnociagle oraz spelnia F(-,0) = Oiniech f: AXE —
E dane bedzie wzorem f(A,z) =z — F(\, ).

Punkt (u0,0) € A x E jest punktem bifurkacji odwzorowania f jesli dla wszystkich otwartych
zhioréw U C A x E, dla ktérych (1o,0) € U, istnieje punkt (A, z) € U taki, ze £ # 0 oraz
f(A, z) = 0. Zbiér wszystkich punktéw bifurkacji odwzorowania f oznaczaé bedziemy przez By.

W pracy [32] Krasnoselski podal warunki dostateczne na istnienie punktéw bifurkacji odwzo-
rowania f : R x E — E danego wzorem

f(/\,:E) =T— )\T(IL‘) - g()‘ux)v

gdzie T : E — F jest pelnociaglym odwzorowaniem liniowym, g jest pelnociagle oraz g(A,z) =
o(|lz||) jednostajnie ze wzgledu na A € K, gdzie X C R jest zbiorem zwartym. Krasnoselski udo-
wodnil, Ze jesli py ! jest wartoscia wlasna operatora T nieparzystej krotnoéci, to (uo,0) € By. Idea
dowodu opierala sie na wnioskach ze zmiany wartosci stopnia Leray-Schaudera dla odwzorowan
flpo —€,-) oraz f(uo + €, -) na malych otoczeniach 0, dla malych wartosci € > 0.

Nastepnie, w pracy [48] Rabinowitz wyciagnal z obserwacji Krasnoselskiego wnioski natury
globalnej. Przy tych samych zalozeniach o odwzorowaniu f udowodnil globalng alternatywe dla
zbioru Ry C A x E, stanowiacego domkniecie (w A x E) zbioru zer nietrywialnych odwzorowania
f, tzn.

Rf={(Mz)e Ax E: f(A\z)=0Az #0}.

Rabinowitz udowodnil, ze jesli skladowa spéjnosci C C Ry zawiera punkt (uo,0), dla ktérego p, 1
jest wartoscia wlasna T nieparzystej krotnosci, to C nie jest zbiorem zwartym lub zawiera parzysta
liczbe takich wlasnie odwrotnosci wartosci wlasnych T' nieparzystej krotnosci. Twierdzenie to jest
jednym z najistotniejszych twierdzen analizy nieliniowej i znane jest jako twierdzenie bifurkacyjne
Rabinowitza.

Oryginalne twierdzenie Rabinowitza doczekalo si¢ licznych wariantéw i uogélnien (chcialbym
tu polecié¢ przede wszystkim pozycje [19], [28] and [39]). Co wiecej, wynik ten znalazl wiele réznych
zastosowail — juz w oryginalnej pracy Rabinowitza [48] to ogélne twierdzenie zostalo zastosowane
do zagadnien Sturma-Liouville’a postaci

{—@(t)u'(t))' +q(t)u(t) = p(t,u(t),w'(t),)) dlate (a,b)
I(u) =0,

gdzie [(u) = (u(a)sina — v/(a) cosa, u(b) sin B + u'(b) cos B) oraz a, B € [0, 5]. Rabinowitz rozpa-
trywal prawe strony ¢ rézniczkowalne w 0, tzn. p(z) = mz + o(z) gdy z — 0.

Idee Rabinowitza i jego nastepcéw byly inspiracja moich pierwszych badan naukowych, pro-
wadzacych do rozprawy doktorskiej. Moim najwazniejszym celem bylo, poczatkowo, badanie od-
wzorowan, ktére niekoniecznie sa rézniczkowalne w zerze — z asymptotyka w zerze dana jako
p(z) = p(x) + o{z) gdy = — 0, gdzie p jest niekoniecznie liniowe. Moje obserwacje o charak-
terze ogblnym znalazly swoje zastosowanie w badaniu zbioréw rozwiazan eliptycznych zagadnien
brzegowych dla réwnain rézniczkowych zwyczajnych i czastkowych. Badania te doprowadzily do
powstania serii artykuléw, ktére streszcze ponizej.

Skoncentrowalem sie gléwnie na badaniu ogdlniejszych zagadnien

{u”(t) + pu = (A tult),v'(t)) dlapw.te(a,b)

l(u) =0, (14)

gdzie u: [a,0] = R¥, o(\ ¢, 2,) = Ap(z) + of|z] + |y]) i

l(ul, veny 'U.k) = (ll(ul)v ) lk(uk))a
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oraz

L (uz) = (u;j(a)sin oy — uj(a) cos o, u;(b) sin B + uj(b) cos G;),

ia;,B €[0,5,02+62>0,(j = 1,...k).

e Uogélnilem globalne twierdzenie bifurkacyjne dla nieliniowych zagadnien spektralnych nieko-

niecznie rézniczkowalnych w zerze 0 (Twierdzenie 1.2 w [D1]) i zastosowalem je do nielinio-
wych zagadnien Picarda, w ktérych nieliniowoéé nie jest rozniczkowalna w zerze (Twierdzenie
1.3 w [D1]). Wyniki te zostaly nastepnie uogélnione na uklady réwnan rézniczkowych (Twier-
dzenie 1 w [P03]) — réwniez zalozenia na nieliniowosé byly do$¢ ogdlne: z asymptotyka w 0 i
+00 dang przy pomocy dodatnio jednorodnej funkcji p. Podobne twierdzenia zostaly udowod-
nione réwniez dla pewnych szczegdlnych nieliniowosci w otoczeniu 0 w Twierdzeniu 1 [P07].
W szczegdlnym przypadku rozpatrywanym w pracy [P07| mozna udowodnié réwniez istnienie
wielu galezi w zbiorze rozwigzan (Twierdzenie 2 we wspomnianej pracy). W bardziej abstrak-
cyjnej sytuacji, rozpatrywanej w pracy [P04] dopuszczalne byly réwniez nieliniowe warunki
brzegowe [: C!([a, b], R*) — R* x R* (spelniajace pewne zalozenia obejmujace warunki brze-
gowe dla zagadnien Sturma-Liouville'a), za$ asymptotyka w zerze 0 dana byla przy pomocy
funkcji p(z1, za, ..., k) = (|z1], |22, --, |TK|) (Twierdzenie 2.1 w pracy [P04]).

W pracy [D2| przedstawilem pomysl na dowodzenie twierdzen o istnieniu poprzez analize
globalnych galezi istniejacych w zbiorze rozwiazah stowarzyszonego zagadnienia spektralne-
go. Podstawowa idea polegala na tym by pokazad, ze w spéjnym podzbiorze zbioru rozwiazan
istnieja zaré6wno elementy, dla ktérych parametr spektralny jest mniejszy jak i takie, dla kt6-
rych jest wigkszy od 1 — pozwala to wywnioskowaé, ze w rozpatrywanym podzbiorze musi
istnie¢ punkt, dla ktérego parametr spektralny ma warto$¢ 1. Pomysl sam w sobie trud-
no bylo nazwaé nowym, byl tez raczej oczywisty, jednak zastosowany zostal w nietrywialny
spos6b, w sytuacji gdy prawa strona rozpatrywanych zagadnien spelniala jedynie pewne nie-
réwnosci blisko zera i dla duzych argumentéw, bez zakladania czegokolwiek o asymptotyce
(|D2, Theorems 2-5]). Podstawowa idea dowodu polegala na zdefiniowaniu pewnego zaburze-
nia, na poziomie przestrzeni funkcyjnych, operatora superpozycji odpowiadajacego funkcji
@ po prawej stronie zagadnienia brzegowego. Zaburzony problem spelnial zalozenia odpo-
wiedniego globalnego twierdzenia bifurkacyjnego — wéwczas wystarczylo pokazaé jedynie, ze
odpowiednia spéjna galaZ zbioru rozwigzan zawiera punkt spelniajacy A = 1, a element (1, u)
odpowiada funkeji u bedacej rozwigzaniem wyjsciowego zagadnienia. Pomysly te byly kon-
tynuowane w pracy [P03] dla ukladéw réwnan rézniczkowych — por. Twierdzenia 2, 3 oraz 4
w tej pracy. Podobne pomysly zostaly zastosowane réwniez w [P06, Theorems 1, 2, 3|

Udowodniliémy réwniez globalne twierdzenie bifurkacyjne typu Rabinowitza dla pelnocia-
glych odwzorowan wielowarto§ciowych o wartosciach wypuklych ([P02, Theorem 1]). Wersja
jednowartosciowa twierdzenia podanego w [P02, Theorem 1] jest podobna do wyniku podane-
go w [33, Theorem 2.5]. Jednak Twierdzenie 1 z pracy [P02] jest nie tylko uogélnieniem tego
wyniku na odwzorowania wypuklowartosciowe, lecz réwniez podaje nieco mocniejszy wynik
(o istnieniu odpowiedniej skladowej zbioru Ry zamiast skladowej zbioru Ry U ([a,b] x {0})).
Wspomniane globalne twierdzenie bifurkacyjne zostalo nastepnie zastosowane do pewnej kla-
sy inkluzji rézniczkowych o wartoéciach wektorowych ([P02, Theorem 2]).

5.2. APROKSYMACJA ROZWIAZAIQ NIELINIOWYCH ZAGADNIEN BRZEGOWYCH PRZY POMOCY

WIELOMIANOW BERNSTEINA ORAZ KANTOROWICZA

Pomysl by przyblizaé globalne galezie bifurkacyjne w zbiorze rozwiazan przy pomocy odpowied-
nich sp6jnych podzbioréw nietrywialnych zer zagadnien zaburzonych pojawial si¢ w przeszlodci w
wielu kontekstach (np. [3], (9], [49], [50]). Tematyka moich badan byla jednak nieco inna: przy po-
mocy podobnych technik topologicznych badalem aproksymacje skoiiczenie wymiarowe zagadniei
nieskonczenie wymiarowych - pokazujac, ze takie skoficzenie wymiarowe galezie zbioru rozwiazan
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przyblizaja (w odpowiedni sposdb) galezie zbioru rozwiazan w przestrzeni nieskoficzenie wymiaro-
wej.

W pewnych sytuacjach klasyczne metody réznicowe nie moga by¢ wykorzystane - dotyczy to w
szczegblnoscei probleméw z prawa strong Caratheodory’ego (kiedy szukamy slabych rozwiazan); co
wiecej metody réznicowe nie przystaja zbyt dobrze do topologicznych metod analizy nieliniowej.
Wybér odpowiedniego schematu aproksymacyjnego moze zredukowac te problemy — moje badania
skoncentrowaly sie na wielomianach Bernsteina i Kantorowicza, gléwnie z powodu naturalnych
wlasnoéci operatoréw B,,: C(K) — C(K) oraz K,: L'(K) — C(K) odpowiadajacych tym wielo-
mianom ([23,35]) dla funkcji zadanych na odpowiednim zbiorze zwartym K. Takie aproksymacje
prowadza do operatoréw skonczenie wymiarowych bedacych — jak sie okazuje — homotopijnymi
zaburzeniami operatoréw odpowiadajacych odpowiednim zagadnieniom hrzegowym.

Wspomniane zaburzenia indukowane odpowiednimi operatorami Bernsteina i Kantorowicza
pozwalaja udowodni¢ odpowiednie twierdzenia aproksymacyjne nie tylko dla poszczegdlnych roz-
wigzan zagadnien ale réwniez dla calych galezi w zbiorze rozwiazan odpowiednich nieliniowych
zagadnien spektralnych. Gléwne wyniki przedstawione sa ponizej:

e Udowodnilem, ze aproksymacje Bernsteina moga byé wykorzystane do przyblizania calych
galezi zbioru rozwiazan nieliniowych, eliptycznych zagadnien brzegowych na plaszczyinie
(Twierdzenia 1.4 oraz 1.5 w pracy [P05]). Rozwazane byly dwa typy aproksymacji Bernste-
ina — oparte na wielomianach na tréjkatach oraz na prostokatach. Ten sam schemat aprok-
symacyjny moze byé réwniez wykorzystany do przyblizania poszczegdlnych rozwiazan — jak
w twierdzeniu 3.1 z pracy {PO05].

e W pracy [P08] aproksymacje Bernsteina zastosowalem to zagadnien Sturma-Liouville'a. Po-
dejscie to okazalo sie poprawnym dla calych galezi w zbiorze rozwigzan (nawet dla wielu
galezi) — jak w Twierdzeniu 1 oraz Twierdzeniu 3 tej pracy. Podejscie to moze byé zastoso-
wane réwniez do pokazywania istnienia rozwiazain odpowiednich zagadniefi (dla ustalonego
parametru spektralnego ).

e Podobne podejscie, gdy wielomiany Bernsteina zastapimy wielomianami Kantorowicza funk-
cji calkowalnych, zostalo réwniez zastosowane do poszukiwania slabych rozwigzan zagadnien
Picarda z prawa strona Caratheodory’ego. Udowodnilem, ze kazde izolowane rozwiazanie za-
gadnienia z niezerowsa wartoscia lokalnego stopnia Leraya-Schaudera moze byé przyblizane
rozwiazaniami odpowiednich, skoficzenie wymiarowych zagadniefi indukowanych wielomia-
nami Kantorowicza K, (Twierdzenia 2.4 oraz 3.5 z pracy [P15]).

5.3. METODY OPTYMALIZACIJI W TECHNIKACH MIKROFALOWYCH

Wspomniane tu badania zawarte sa w serii prac powstalych we wspélpracy z firma TeleMobile
Electronics sp. z 0.0 (Gdynia, Poland) w projekcie ”New optimization methods and their investi-
gation for the application to physical microwave devices that require tuning” (grant MNiSW nr
736/N-COST/2010/0) w ramach COST Action RFCSET IC0803. W projekcie tym zajmowali$my
sie przede wszystkim mocno nieliniowym procesem strojenia filtréw mikrofalowych. Z punktu wi-
dzenia matematyki pracowali$my nad stworzeniem procedury optymalizacyjnej ktéra — biorac pod
uwage zmierzong charakterystyke wyjéciowa urzadzenia — proponowala wlasciwa pozycje specjal-
nych s$rub strojgcych. Wprawdzie modele matematyczne filtréw mikrofalowych sa dobrze znane i
ugruntowane zaréwno w teorii jak i praktyce — to jednak nie do koica rozumiemy wplyw pozycji
§rub strojacych na dzialanie urzadzenia. W praktyce przemyslowej proces strojenia jest zwykle
reczny i heurystyczny — i bardzo odlegly od automatyzacji czy nawet algorytmizacji. W ramach
tego projektu zaproponowali$my rézne rozwigzania teoretyczne, ktére zaowocowaly budowa proto-
typdéw, ktore zostaly cieplo przyjete przez spolecznoséé pracujaca nad technologiami mikrofalowymi.

Okazalo sie, ze mocno nieliniowe zaleznosci, ktére obserwowali$my moga byé dobrze modelowa-
ne przy pomocy Sztucznych Sieci Neuronowych (Artificial Neural Networks, ANN). Podejécie takie
nigdy wczeéniej nie zostalo (przy tym problemie) z powodzeniem wykorzystane. W pracach [P10,
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P12] zbadali$my sama zaleznosé oraz rézne podejécia do strojenia filtréw mikrofalowych przy po-
mocy ANN - wyniki przedstawione sa w serii prac [P09-P11, P13]. Caloéé zostala podsumowana w
rozdziale monografii [P14] po$wigconej nowym technikom w dziedzinie technologii mikrofalowych.
Warto wymienié¢ tu kilka interesujacych i nowatorskich pomyslow:

e zostal przeanalizowany wplyw pozycji §rub strojacych na polozenie zer i biegunéw charakte-
rystyki zespolonej filtra — co doprowadzilo nas do nowatorskiego podejscia, w ktérym proces
strojenia filtra odpowiadal procesowi stopniowego zblizania zer i biegunéw do pewnego z géry
zadanego (,idealnego”) polozenia — gdzie funkcja kosztu wyrazala si¢ odlegloscia Hausdorffa
skoficzonych podzbioréw plaszczyzny zespolonej ([P11]);

e zaproponowaliémy wykorzystanie dyskretnej transformaty falkowej ([P13]) jako pomysiu na
"kompresje” sygnalu na wejsciu ANN — i udowodnilidmy, ze jest to zaréwno uzyteczne jak i
efektywne rozwigzanie. Warto zauwazy¢, ze zmniejszenie wymiaru danych wejsciowych skut-
kuje zwykle zmniejszeniem zlozonosci ANN i latwiejszym procesem uczenia sieci;

e zaproponowaliémy ([P12]) pewne uogélnienie klasycznego pojecia macierzy sprzezef (ang.
coupling matriz) — wartosci znajdujace sie¢ w tej macierzy maja dokladnie okreslong inter-
pretacje fizyczna, ktora zaklada wystepowanie tam jedynie wartodci rzeczywistych. Niestety
dane zebrane podczas faktycznych pomiaréw nie pasuja do Zadnej rzeczywistej macierzy o
zakladanej strukturze (szczegdlnie gdy filtr nie jest nastrojony). Zaproponowalismy — i poka-
zali$my, zZe takie podejécie moze by¢ uzyteczne - by wykorzystaé tu macierze o wartosciach
zespolonych i takie wlasnie macierze wykorzysta¢ w procesie optymalizacyjnym prowadzacym
do nastrojenia filtra.

5.4. ALGORYTMY SLEDZENIA KRZYWYCH

Wiyniki uzyskane podczas badania aproksymacji globalnych galgzi zbioru zer oraz problemy, na
ktére natknalem si¢ podczas pracy nad zagadnieniami zwigzanymi z technikami mikrofalowymi za-
prowadzily nas do pewnych obserwacji, ktére mogly by¢ zastosowane do numerycznych algorytméw
Sledzenia krzywych. Algorytmy tego typu zwigzane sy z metodami poszukiwania zer odwzorowania
f: R¥1  RF klasy C!. Dwie spoérod metod tego typu wydaja sig najistotniejsze: piecewise-linear
methods (PL-methods) oraz predictor-corrector methods (PC-methods) — po szczegély odsytamy
do ksiazki [1] oraz artykulu przegladowego [2]. W pracy [P16] zaproponowaliémy nowatorskie po-
dejécie do problemu $ledzenia krzywych: ze znacznie zredukowana ilodcia wykonywanych obliczen

ograniczona do wartosci w wierzcholkach pewnych symplekséw. Co wigcej nie musimy liczy¢
wartoéci funkeji lecz jedynie ustali¢ znak jej wspélizednych. Algorytm o nazwie Follow Sign Chan-
ges (FSC) opisany zostal w pracy [P16] (por. réwniez [P17, Section 3]). Nastgpnie algorytm ten
zostal zmodyfikowany tak by wykrywal punkty bifurkacji na $ledzonej krzywej ([P17]). Dowéd
poprawnosci zaproponowanych we wspomnianych pracach metod opieral si¢ na czysto topologicz-
nych narzedziach — pokazalismy, Ze zmiany znakéw wykrywane przez algorytm sledzy odpowiedni
niezmiennik topologiczny (stopiein Brouwera obcigcia odwzorowania f do pewnej k-wymiarowej
$ciany sympleksu). Wyniki te podane sa w Lematach 1, 2, 3 w pracy [P16] oraz w Twierdzeniu 3.3
w pracy [P17].

Co istotne, algorytm FSC zostal z powodzeniem zastosowany do problemu lokalizacji zespolonej
charakterystyki dyspersyjnej pewnej stratnej, mikrofalowej linii transmisyjnej. Problem ten jest
od strony praktycznej bardzo trudny gdyz wymaga on zlozonych obliczeil do ewaluacji wartosci
funkcji f w kazdym z punktéw dziedziny. W zwiazku z tym wszystkie ulatwienia w obliczeniach
(np. przerwanie ich gdy jesteSmy pewni znaku liczby) oraz ograniczenie liczby punktéw, w ktérych
funkcja jest obliczana byly kluczem do znalezienia rozwiazania badanego problemu (rozdzial 3 w
pracy [P16]).
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